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du choix) %), il en résulte que p=2™ On a aingi la formule (1) et le
théoreme de M. Tarski se trouve démontré.

Sans se servir de mon théoréme cité tout & lheure (dont la
démonstration est assez compliquée) on peut achever la démon-
stration du théoréme de M. Tarski de la facon suivante.

Comme 1’a observé M. Tarski, on tire sans peine de son lemme

1a proposition suivante de M. F. Bernstein:

(16) On peut démontrer sams wubiliser Vawiome du choiw que, st

m--m=m-gq, on 4 M=q.
En effet, I’aprés (14) (pour p=m) il existe des nombres cardi-

naux 1, P, et g, .tels que

m=n-+7py, g=n++q m—+py=m=m+ Gy,
d’ol

m=m-+aq="+P+q=0+p=>0 e g.f.d.
En vertu de (16) on déduit des formules
l)p>r)m+1 A)m+2m>:)m+p
et 2™+ p>pLyp, donc de p+p=p+2", que p=2" Or, comme
9m—m-+tp>p, on trouve p=2", e.q. f.d.
11 est & remarquer qu'a l'état actuel de la science nous ne
gavons pas démontrer le théoréme qu’on obtient en remplagant dans

le théoréme de M. Tarski le terme ,transfini” par ,non fini”. En

effet, si P'on a, pour un nombre cardinal m, 2™®=m+2", on a
y ] tl b
am 14 2mCm - 2™ =2,

dott 2™ =1--2™ et 2™ est un nombre transfini. Or, nous ne savons
pas démontrer & V'état actuel de la science que, si m est un nombre
cardinal non fini, 2™ est un nombre cardinal transfini.

%) Pund. Math. 3, p. 1.
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Sur la différence de deux nombres cardinaux.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

m et 1 étant deux nombres cardinanx, on dit que la différence
m—mn exmte, §’il existe un et un seul nombre ecardinal p, tel que
m=n-+p. On pose alors m—un=p.

En admettant l'axiome du choix on démontre que, si m est
un nombre cardinal non fini, la condition nécessaire et suffisante
pour que la différence m—n existe est que n soit un nombre cardi-
nal <m (et alors cette différence est =m)?). Le but de cette Note
est de démontrer quelques propriétés de la différence de deux nombres
cardinaux sans faire appel & l'axiome dun choix. Dans cet ordre
d’idées nous ne connaissons -qu’'une seule communication: celle-de
MM. A. Lindenbaum et A. Tarski contenant (sans démonstration)
quelques théorémes diis & M. Tarski 2).

Les propriétés principales de la différence de deux nombres
cardinaux sont simples, mais leur démonstration (sans appel
3 D'axiome du choix) est beaucoup plus difficile qu’on pourrait le
croire. Cle sont tout d’abord les propriétés suivantes: si la différence
m—n existe, la différence my—n existe aussi pour tout nombre
cardinal m,>m, ainsi gque la différence m—m, pour tout nombre
eardinal m<u. Les démonstrations de ces propriétés sont basées
gur le lemme suivant de M. Tarski (énoncé par lui sans démon-
stration dans la communication citée, p. 301, et dont la démonstration
sans appel & Paxiome du choix j'ai publié dans ce volume)?).

1) Voir p. e. mon livre Legons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 233.

2) Comptes rendus des séances de la Soc. des Sciences et des Lettres de
Varsovie, 19, CL. ITT (1926), p. 307.

3) Fund. Math. 84, p. 113,
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Lemme de M. Tarski. 8i A et B soni deuw ensembles tels que
A~B, il existe des ensembles Cy, Cs, Dy et Dy remplissant les condi-
tions: A—B=0,+0C, B—A=D+D, 0€,0,=0=DD, C,~D,
C,-+AB~AB~D,-AB.

Théoréme 1. Si lo différence nw—yp existe, la différence
(mn)—p existe aussi et est égale & m--(n—p), quel que soit le
nombre cardinal m.

Démonstration. Soient n et p deux nombres cardinaux et
admettons que la différence n—p existe. On a done nz=p, doune
m-+-n>p et il existe un nombre cardinal ¢ tel que m—+n=p-q.
Vu cette égalité, il existe des ensembles disjoints M et N et des

ensembles disjoints P et @ tels que H=m, N=u, P=p, 0= g eb
M4 N=P4@Q. Or, comme n>>p, il existe un ensemble P,CN, tel
que ﬁ:p‘ On a done P~P, et d’aprés le lemme de M. Tarski,
il existe des ensembles C,, C,, Dy et D, tels que P—P,;=C(-C,,
P —P=Dy+D,, Ci0,=0=DD,, C¢,~D, Cy+PP,~PP;~D,+PP,.

Soit F une’ transformation binnivogue de l'ensemble ¢, en D,
et soit ¢ une transformation biunivoque de C,4-PP; en PP,
Comme P,CN, on a PN=PP+(P—P,)N=PP,+(C,N+ON
Or, comme PP, 0;~PP; et PP,CPP,+ C,NCPP,+(C,, il vient
PP, +C,N ~ PP,. On a par conséquent PV ~ PP, +C;N (puisque
(PP, +C,N)C,N=0). Or, je dis que' Vensemble S=PN-f(C,H)
est de puissance p. En effet, comme f(C; M)CD,CP,—P, les ensem-
bles PN et f(C,M) sont disjoints. En outre f(C,M)~Ci M =C,—CN
et (O —( N) (PP, +C,Ny=0. On a done

PN+ F(C M)~ PPN + (C,—C,N) =
—PP,+C;~PP,+D,~PP,+D,+D, =P,

puisque PP,~PP,+D, et (PP;+D,)D,=0. Comme ?1=p, 1en-
semble § est donc de puissance p. Or, je dis que l'ensemble
T =g(PP,)+D,+D, est de puissance p. En effet, les termes de T
sont disjoints, puisque g(PP,)CPP; et (PP)(D;+.D,)=0. En outre
g(PP,)~PP,; on a done T'~PP,+D;+Dy=P,, d'oit T=p. Vu
que SCN, TCN, §=T=p et vu que la différence n—p existe, les
ensembles B, =N—T et Ry=N—=&8 sont tous les deux de puissance
n—yp et il existe une transformation biunivoque & de R; en R,. Vu
que C, PP =0 et que la fonetion g est & valeurs distinctes sur ¢, +PPy,
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on a ¢(Cy)g(PPy)=0. De plus ¢(Co)(D;+D,)=0, puisque g{C,)CPP;
et (PPy)(Dy+D,) =0. On a done g(C,)- T =0, d’oll comme g(C5)CN, on
déduit g(Cp)CR, et, & plus forte raison, g(C,M)CR,; d’ol P'existence
de Pensemble L(g (CZM))CR Posons P, =PN-+f{C M)+ h(g(C,H));
comme [PN--f(C,M)]R,=0, les termes de la somme P, sont
disjoints. Comme PN-f(C;M)CPP, et comme h(g(Cydl))~CoM
et PP+ C,~PP,, nous concluons sans peine gue

PN+ {(CM)+ h(g(CoM))~PN +j(C, ),
c.ad. que Py~ Py,~48, done 1752:13, d’ott yu que P,CN,ona ﬁzﬁ;:n—p
t (M N)—Py=m+(n—p) (puisque (M +N)—P,=M-+-(N—P,)).
L‘m’lsageons les décompositions en ensembles disjoints
P=PN+C,M+C,M et P,=PN-+f{C M)+ h{g(C:H)).

Les ensembles C,00+C, M et f(C M)+ h{g(C,31)) sont disjoints
(puisque le second est CN). On a done

Py—P = (M) + h(g(C, M) ~ C M—r('zM =P—P,

d’olt Py—P~P—P,. Or, ona(M—]—N)—P=[(M+7V —(P4-P,) - (Py—PY
et (M+N)—P,=[(M+N)—(P+P,)]+(P—P,). Par conséquent
(M+N)—P~(M+N)—P,; 'ensemble @ =(M-+N)—P est donc de
puissance m--(m—p). Il vient g=m-{n—p), ce qui prouve que
le nombre (m-n)—p existe et qu’il est égal & m+ (n—p). Le théo-
réme 1 est ainsi démontré. ‘

Théoréme 2. Si la différence m—(n+p) existe, la différence
m—n existe aussi et est égale & [m—(m-+p)]+p.

Démonstration. L’existence de la différence m—(n+p)
implique que m>=n+p d’olt m>=n. Soit M un ensemble de puissance m,
N un sous-ensemble arbitraire de M de puissance n et soit T un
sous-ensemble de M de puissance n+p. On a done T=N,+P,
ot N,P=0, N;=n, P=p. Done N~N, et d’aprés le lemme de
M. Tarski, il existe des ensembles Cy, €5 D, et D, tels que

N—N,=C,+C,, N,—N=D+D,,

0,C,=0=D,Dy, C;~Dy,  Co+NN,~NN,~Dy+ NN,

Soit f une transformation biunivoque de l'ensemble C; en Dy
et soit g une transformation biunivoque de (’z,—er\l en NN,

‘Posons

8, =0, +C,+P+ PG+ (M’>
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Je dis que 8, =n-+7p. En effet, vu la définition de Sy, on g,
comme on voit sans peine, une décomposition de S; en 5 en-
sembles disjoints:

8y =P+ (C—P)+ (Co—P) + {(PCy) + g N Ny).

Or, on a f(PC,)~PC,, g(NN,)~NN, et eomme NN;~NN,+C,
on a, 4 plus forte raison, NN, ~NN,+PC,; vu que

PO(NN,+PC)=0 et [(C;—P) -+ (Co—P)[(PC,+ NN, +4-PC,) =0,
on trouve done ‘

( -ll_P)’i‘(02“_13)‘E“ﬂPC'l)"’r'g(NATl)"'(Ol"'P)+C1P+(02“P)+
+PC,+NN,=0,+C,+NN, =(N—N,;)+NN,=N.

Lensemble §; est done une somme de deux ensembles dlsgomts
dont I'un est P et 'autre est ~X. Par conséquent 5 =P+N= p+m
e. gq. f. d.

Posons maintenant §,=N-+P+f(PCy). On a

f(Pol) Cf(gl) =D CNI-N )

et comme PN, =0, on trouve (P--N)f(PC,)=0 et la formule pour §,
donne ;5’2_N N+P+j(PC). Or, comme ](PC y~PC,CPN, on a

FPCH<PN, donc B,<¥N +P-+PN= =N+P=n+p, dou S,<n+p,

On déduit sans peine du théoréme de Cantor-Bernstein
que, si XY et ¥ ~Y +Z,.0n a X ~X+Z. Les formules §,DNHN] e
NN, ~NN;+Dy et Dy=F(C,)Df(PC,) entrainent:

8y ~8y+Dp DN +P+[(PCy)+f(PCy) =
=N+ P+f(PC,+PCy) =N +P+f(PN),
puisque PO;+PCy=P(N—N,)=PN (vu que PN{=0). Or, les
ensembles N+P et f(PN) sont disjoints (puisque f(PN)CN, —N),
laformule S;+Dy Ql\r +P+f(PN) donne done S,+Dy =N —l—P—rf(PV)
De plus j(PN) :PN, vu que 83~8;-+D,, on a donc

>N TP+ NP=F+P=n+y.

Nous avon§ prouvé auparavant que SzénJ»p Done Sz—n+p, .

e. g.f.d.
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Les ensembles S; et S, sont done tous les deux de puissanee

. n+p; comme la différence m—(n-+p) existe, on a Mg, ~MH—8,.

Soit h une transformation biunivoque de l'ensemble M—S§, en
M—8,;. On a C,- NN, =0 et, la fonction ¢ étant & valenrs distinctes -
dans 'ensemble C,+NN,, il vient ¢(C,)-g(NN,)=0 et, & plus forte
raison, ¢(PC,)g(NN,)=0. D’autre part, eomme _q(PC‘z)CA Ny, on g
g(PC)[C1+Co-+-P+f(PC)]=0. On a done g(PC,)-8,=0, dot

- g(PC,)CM—S; et l'ensemble (gt PCy))CH—S, existe. Posons

Pr=(P—N)+{(PC)+ W(g{PC,)).

Vu que j(PC,)CS,, P—NC8,, (g(PC,))CH—S,, les sommandes
de P, sont disjoints. Or, on a f(PCy)~PC,, h(g(P(J:,))tsPG et les
ensembles P—N, P, et PC, sont disjoints. Done

Py~(P—N)+PC,+PC,=(P—N)+PN =P,
d’ont P,=p. Comme )

APOYCN,—N,  h{g(PCy))CH—8,CH—N,

il vient P,N=0. Par conséquent 3—::-‘;-13—1 =N + P=n +p, dou
M—(N+P)=m—(n-+p) et, comme M—N=[M—(N-+P)]+P,
on trouve M—N =[m—(n-Lp)]-p. L'ensemble ¥ étant un sous-
ensemble arbitraire de puissance n de M, cela prouve que la diffé-
rence m— existe et qu’elle est égale & [m—(n+p)]+p. Le théoréme 2
est ainsi démontré.

Corollaire 1. Si Uun des nombres m—(n+1p) é (m—n)—p,
existe, Vaulre existe aussi et ces deux nombres sont égaux?).

Démonstration. D’aprés le théoréme 2, si lenombre mi— (n-+ p)
existe, le nombre m-—n existe également et on a

m—r=[m—(n+p)]+p=p.

En supposant que m—n=p-q, on & m=n+p+q et, comme
la différence m—(n--p) existe, on a gq=m—(n+p). Cela prouve
que la différence (m—mn)—p existe et qu’elle est-égale & m—(n-+p).

D’autre part, si le nombre (m—n)—p=q existe, on a m—n=p-+q
et m+n+p-+q. Or, si m=n-+p+aq, alors, vu que la différence
m—1 existe, on a p+ q=m—n et, vu que la différence (m—mn)—p

%) A, Tarski. 1. e., th, 49,
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existe, on & gq;=(m—mn)—p, donc q=gq;. Cela prouve que la diff¢-
rence m—(n-+p) existe et qu’elle est égale & (m—mn)—p.
Le corollaire 1 est ainsi démontré.

Corollaire 2. Si les nombres m—u et n—p ewistent, le nombre
m—(n—7p) existe aussi et est égal & (m—n)-+p ).

Démonstration. D'aprés. le théoréme 2, lexistence des
différences m—n et n—p impligue lexistence de la différence
m—(n—p) (puisque n=(n—p)-+p). On a évidemment

(m—p)+[(m—n) +pl=[(n—) +p]-+ (m—n) =n-+(m—m) =m,

d'oilt, vu- que la différence m—(n—n) existe, nous concluons qu’elle
est égale a (m—mn)+p.

Théoréme 3. 8i n est un nombre naturel et m un nombre car-
dinal >mn, la différence m—n existe.

Démonstration, D’aprés Uinégalité m>mn, il existe un nombre
cardinal p tel que m=n-p. Soit q un nombre cardinal tel
que m=n-+gq. Soit M un ensemble de puissance m. Comme
n=n+p=n-+gq, il existe des ensembles N et N, A n éléments et
des ensembles P et @ tels que

P=y, Q:-—q, KFP=0 NIQ M=N+P=N,+@.
1l vient PN,=(M—N)N,=N,—N, done
P=PQ+PN,=PQ-+(N,—N)

et, pareillement, on trouve @ =PQ - (¥ —N,) et (vu que PN =@XN,=0)
on a PQ(N,—N)=0 et PQN—N,)=0.. Or, les ensembles N
et N, ayant chacun n éléments, on a N—N,=N,—N (puisque
N—N,=N—NN,, N,—N =N, —Nﬂ) Les formules obtenues pour P
et @ prouvent donc que P= Q, c.ad. que g=p. La différence m—n
exigte done, e. g. 1. d.

Corollaire. Soient m et n deux nombres cardinaur et n un
nombre naturel. Si U'on @ m-+n=n-+mn, alors m=n.

En effet, en posant p=m-+n=n-+n, on a m=p—n et
n=p—a.

5) A, Tarski, L. c., th. 50,
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Théoréme -£. Pour que la différence m—y, exisie pour fout
nombre eardinal m>xg il fout et il suffit que tout nombre cardinal non
fini soit lransfini (e.a d. que tout nombre cardinal soit ou bien
<Ry, ou bien Z=g).

Démonstration. Supposons que tout nombre cardinal est
5oit <Ry, 50it =8y, Pour chaque nombre cardinal m>x,, il existe donc
un nombre cardinal p, tel que m=y,+p. & Pon avait p<r, on
aurait m ~N0~rp<.~:0 FRp=Ry, d’0ll m<CRy, contrairement 4 Thy-
pothése. On n'a done pas p<{fy; vu notre hypothése sur les nombres
cardinaux, on a done p>§, ce qui entraine, comme on sait, que
go-+-p=p. Il vient p=m. Cela prouve que la différence m—s, existe
et gqu’ells est =m.

Or, admettons que pour tout nombre cardinal m>g, la diffé-
rence M—\N, existe, et soit m un nombre cardinal quelconque. Si
T'on n’a pas n<{&,, on a alors, comme on voit sans peine, m+ R8g>8,
(puisque, en tout cas, nm-4R8,=8,, et 'égalité n-+s,=x, donnerait
n<8y). D’aprés notre hypothése, la différence (n-+gy)—x, existe
done, c. & d. il existe un et un seul nombre cardinal p-tel que
n-+Ry==Ry+Pp et, comme n-+ Ry==§--1n, on trouve p=n. Or, on a
aussi

Ro (%o H10) = (8o 8) +1 =115
par suite Ny--mn=n, d’olt n>=x,.

Le théoreme 4 est ainsi démontré.

Théoréeme 5. L'hypothése de Vexistence de la différence m—n
pour tout nombre cardinal m et tout nombre cardinal n<<m, équivaut
& Vaxiome du choix ©).

Démonstration. Cette hypothése résulte, comme on sait
de T'axiome du choix 7). Il suffira done démontrer gu’elle entraine
Taxiome du choix.

Soit done m un nombre cardinal non fini queleonque. Comme
on sait, on peut démontrer sans faire appel 4 1’axiome du choix
qu'il existe un aleph, s(m), pour lequel on n'a pas s(m)<m f). On
aurg évidemment m-48Gn)>=x8(m). Si on avait m-s(m)>x(m),
il résulterait alors de notre hypothése que la différence

o) Ce théordme est énoncé sans démonstration par A. Tarski, IL.e.,p. 312,
th. 82, A,.

7) ¢f. p. 119, renvoi 1.

8) Voir W. Sierpinski, Fund, Math. 2, p. 118, aussi A, Tarski, Fund.
Math, 5§, p. 148,
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[m--x(m)]—x(m)_existe, donc qu’il existe un seul nombre cardinal p
tel que m--x(m) =p-+s(m). Or, cette formule est vraie pour p=m
et pour p=m--8(m) (puisque 8(m)-x(m)==yr(m)). On aurait done
m4x(m)=m, d’olt s(m)<m, contrairement 4 la définition du
nombre s(m). On n’a donc pas m-8(m)>8(m); par conséquent
m-R(m) =8(m), d’ot m<xr(m), ce qui prouve que m est un aleph,
Notre hypothése entraine done que tout nombre cardinal non fini
est un aleph, d’ou résulte, comme on sait, I'axiome du choix.
Notre théoréme est ainsi démontré.
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Séparabilité et multiplication cartésienne des espaces
topologiques ).
Par

Edward Marczewski (Wroclaw).

Dans les espaces métriques, la séparabilité peut étre formulée,
comme on sait, de diverses maniéres équivalentes, p.ex. comme
T'existence d’'une base dénombrable d’ensembles ouverts, ’existence
d'un ensemble dénombrable partout dense, la dénombrabilité de
toute famille d’ensembles ouverts disjoints, ete. '

Par contre, dans les espaces topologiques plus généranx, ces
propriétés cessent d’étre équivalentes. Ce phenoméne se présente
d’'une facon naturelle surtout dans 1'étude des produils cariésiens
transfinis.

J’examine dans ce travail d’abord plusieurs propriétés des
espaces topologiques généraux qui dans les espaces métrigues équi-
valent & la séparabilité (n® 1); ensuite j'établis quelques théorémes
sur les produits cartésiens (n®2) et, enfin, je discute l'invariance
des propriétés en question envers la multiplication cartésienne (n® 3)%).
Les résultats acquis entrainent en particulier quelques propriétés du
discontinu généralis¢é de Cantor et de quelques autres espaces
connus (3.4).

Espace topologique ou bien espace tout court est entendu ici comme un
egpace satisfaisant aux trois axiomes énoneés dans la Topologie I de M. Kura-
towski [1, p. 15] ou, ce qui revient au méme, comme »T,-Raum® au sens de
Alexandroff-Hopf [1, p.59]. En outre, la démonstration d'une partie du
théoréme 3.2 fait appel & Pexistence dans espace de deux ensembles ouverts
disjoints et non vides, ce qui a lieu en particulier dans chague ,,Ts-Raum*® {cf.
Alexandroff-Hopf [1, p. 67]) ne se réduisant pas & un point. Dans le n® 3 tout
entier, on suppose quwaucun des espaces considérés X (i) ne se réduit &4 un point.

1y Les résultats principaux de ce travail ont été présentés dans une séance
organisée par la Faculté des Sciences de PUniversité de Lwéw en mai 1941.

2} Rappelons ici que, pour la bicompacité, le probléme analogue est résolu
par la généralisation de E. Gech [1, p. 830] du théoréme de A. Tychonof.f 11,
d’aprés laguelle la bicompaeité est un invariant de Ia multiplication cartésienne
transfinie.
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