Un théoreme sur les puissances des ensembles.
Par

" Wacltaw Sierpifiski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer sans faivre appel
4 Paxiome du choix un théortme sur les puissances des ensembles
qui semble étre tout & fait intuitif, mais dont la démeonstration
est plus difficile qu'on pourrait le croive. Clest le théoréme suivant:

Théoréme. Si M est un ensemble de puissance m, P un sous-
ensemble de M de puissance p et si n est un nombre cardinal, el que
mEn=p, il existe un ensemble N de puissance n tel gue MDNDP.

Je démontrerai d’abord ce

Lemme. Soient P et Q deux ensembles quelcongues. St g(x)
est ume fonction définie pour v €@ & valeurs quelcongues mais distinctes
dafts Q1) et si y(x) est une fonction définie pour xe P, & valeurs
distinctes dans P, telle que p(P)CQ?), il existe un ensemble B tel que

(1) QDEXQ—y(P), ¢(By HQ—E)=0%), ¢(E)+y~(Q—E)DP.

Démonstration du lemme. Il existe des ensembles H tels

que

) Q> HDQ—y(P)

et quon a

(3) Y[Pe(X)]CH pour XCH;

tel est p.e. Pensemble H=@, puisque p(P)CQ. Soit E la partie
commune (le produit ITH) de tous tels ensembles H. D’aprés (2),
Ol aura i

€Y ODOESQ—y(P),

e, a.dl gl S ela,) pour 23 6@, Z e @, 2,52,

2) {P) désigne 'ensemble de tous ley éléments w(x) powr xe P.

) Yz) déxigne la fonetion définie pour 2 e w(P), inverse pour la fone-
tion ().
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puisqu’on a la formule (2) pour tout facteur H du produit [1H,
et d’apres (3), on trouve
) y[Pg(X)ICE pour XCE,

puisque, si XCE et si H est un facteur du produit IJH, on a XCH
et 1a formule (3).
Pour X =F la formule (5) donne

(6) y[ Py (E)ICE;

d’apres (4) on a done

() Eo[Q—y(P)+ [ Pe(E)].
Posons

(8) H=[Q—y(P)]+y[ Po(E)}:

on aura évidemment la formule (2). Or, soit X' un ensemble tel
que XCH; daprés (7) on aura XCE, done y[Pe(X)ICy[P¢(E)],
d’olt, daprés (8), p[Pe(X)]JCH. On a donc la formule (3). L'en-
semble H satisfait ainsi aux formules (2) et {3) et parsuite est un
des facteurs du produit JTH=F. On a donc ECH et les formules (8)
et (7) donnent
() E=[Q—y(P)]-+yi Pe(E)],
Aot p(B) =¢[@—p(P)1+qu[Pe(E)] et comme, d’apres (9) (et vu
que 9(P)CQ) Q—E=y(P)—y[Py(E)], on a y(@—E)=P—g(E),
done @(B)-p1(Q—E)=0 et PCo(B)+y Y (@—E).

Notre lemme est aingi démontré.

1L est 4 remarquer quon pourrait définir I'enserble E comme
I'ensemble-somme de la série infinie d’ensembles

B=[Q—y(P)]+yPe[Q—y(P)]+yPoy Pyl Q—p(P)] ...

Démonstration du théoréme. Soit M un ensemble de puis-
sance m, P un sous-ensemble de A de puissance p et n un nombre
cardinal tel que mZnzp. Soit ¢ un ensemble de puissance 13
comme mznz=p, il existe une transformation biunivoque ¢ de
Pensemble ¢ en un sous-engemble de I et une transformation biu-
nivoque y de P en un gous-ensemble de @. D'aprés notrve lemme,
il existe un ensemble B pour lequel on a les formules {1). Posons
N =¢(B)+y(@—E); nous aurons, comme On voit sans peine,
MNP, Or, posons f(z)=g(x) pour xeE et fle) =y~ (x) pour
zeQ—E. On constate facilement que la fonetion f(x) transforme
d'une fagon biunivoque Tensemble § en N. On a done N=@¢=mn.
Notre théoréme est ainsi démontré.
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7% W. Sierpinski.

M. Mostowski a remarqué que notre théoréme résulte sans.

peine du théoréme suivant que MM. A. Lindenbaum et A. Tarski
ont publié sans démonstration en 1926 4):

St A, B, 0, 4, et O, sont des ensembles tels que ADBDC, 4,00,
A~A et O~y il existe un ensemble By tel que A4,0B,0C, ¢t B~B,.

En effet, soit MDP, M=m, P=p et m>mu2p. D'aprés m>n
il existe un sous-ensemble @ de M de puissance n ef, d’aprés nzyp,
il existe un sous-ensemble R de @ de puissance p. On a donc MOHQDOR
et R~P et, comme M>OHP, il existe, d’aprés le théordéme "de
MM. Lindenbaum et Tarski, un ensemble N tel que MDONDP
et ¥~¢, done N=n, c.q.f. d.

Il est & remarquer que notre théoréme cesse d’étre vrai lors-
gu’on y remplace les nombres cardinaux par les nombres ordinaux.
En effet, soit M un ensemble ordonné du type w-+1 et soit P son
sous-ensemble formé du dernier élément de M. On a done M =041,
P=1 et w-+1>0>1; or, il nexiste éyidemment aucun ensemble N
tel que MHONDP et N=w.

Notre théoréme est également en défaut lorsqu’on y remplace
les nombres cardinaux par les nombres de dimension de M. Fréchet.
En effet, soient 4, B, C et D quatre segments (fermés) de droites
dans le plan ayant wune extrémité commune, p, et soit
M=A4+B4+C+D, P=M—{p}, Q=4+B+C. dX désignant le

nombre de dimension de I’engsemble X, on a, comme on voit sans

peine, dM >dQ>dP (puisque dP=1, 1 désignant le nombre de
dimension de la droite), mais il n’existe aucun ensemble N tel que
MONDHP et dN=dQ.

Voiei encore un autre exemple de ce genre formé d’ensembles

linéaires dénombrables. Soit P Pensemble formé des nombres 1—%‘

1. .
et 2—;&, ot n=2,3,..., et soit M ensemble qu’'on obtient en adjoi-

N

gnant a I'ensemble P le nombre 1. Soit @ l'ensemble formé des

1 .
nombres l—ﬁ, ot n=2,3,... et du nombre 1. On voit sans peine

que dM>dQ>dP (puisque P est homéomorphe i Q—{1}) et qu’il
n’existe aucun ensemble N tel que MHYNOP et AN =dQ. )

%) C. R.Soc. Sciences et Lettres Vawovie (1 III, XIX (1926), p. 303,
th. 15, Quant & I'idée de la démonstration, voir mon livre Zarys teorii mnogodei,
t. I, 3-me éd. Warszawa 1928, p. 90, Tenvoi?),
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icm

On choices from finite sets.
By
Wanda Szmielew (Y4dz). .

This paper is closely connected with a paper published by
Mostowski in the previous volume of this journall). We shall’
call a class S of sets a n-class, if every set of this class has exactly
n elements. A function f(X) defined for X e § and such that f(X) e X
for X ¢ 8 will be called a choice-function for 8. Any set 4 such
that 4-X has exactly one element for every X ¢ § will be called
a choice-set for §.

We congider the following particular cases of the multiplicative-
axiom:

For every n-class of mutually disjoint sets there is a choice-set..

This proposition will be abbreviated as [n] and it will be sup-
posed that » is a natural number (i.e. a finite cardinal number
different from 0). I being a finite non-empty set of natural
numbers

M = (Myyeeay Bir)y

we shall abbreviate the conjuction [m;]&[m,]& ... & [m,] as [M].
Mostowski established in 1939 a necessary condition for the

derivability of the implication

® [H] > [n]

on the base of the Zermelo’s axioms of set-theory and he asked.
whether this condition is at the same time sufficient. This problem
is not solved as yet. The purpose of this paper is to establish another
condition (§) which is sufficient for the derivability of the foresaid

1) A. Mostowski, Fund. Math. 33 (1945). p. 137-168. Quoted helow as M.
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