8 Andrzej Mostowski.

2, Soient: B un ensemble quelconque, 7' un espace topologique
ot BT la famille des fonections f(x) définies dans E et dont les va-
leurs appartiennent & 7. L’ensemble E" devient un espace topolo-
gique si I'on convient d’appeler entourage d’une fonetion fe B tout
ensemble de la forme

il Elg(o) ¢

i=1
ol z;e B et oll @ est un sous-ensemble ouvert de T contenant ()
pour 4=1,2,.,7%.

M. Cech a démontré, que si T est bicompact, B" Dest aussi®).
Cela veut dire que F, étant un sous-ensemble de E" de puissance
M=K, il existe un ferT tel que tout entourage de f, contient au
moins m éléments de Fo.

Or, en posant T=<0,1), on obtient le théoréme 3 de M. Sier-
piniski.

o) E. Sech, Ann. of Math., IIs., 38 (1937), p. 830.
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Sur une suite transfinie d’ensembles
de nombres naturels.

Par

Waclaw Sierpinski (Warszawa).

N, et W, étant deux ensembles infinis de nombres naturels,
noug dirons que N, est presque contenw dans N; eb nous écrirons

Np#CHNy,

si ’ensemble N,—N,; est fini (ou vide).

Nous dirons que les ensembles N, et N, sont essentiellement
différents si Pensemble (N;—N,)+ (N,—XN,) est infini.

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théorémel). Il exviste une suite transfinie {Ngjeco de type Q
Aensembles infinis de mombres naturels telle que, pour a<f<Q, Ven-
semble Ny est & la fois presque conteny dams N, et essentielloment
différent de No.

Lemme. By, B,,... étant une suite infinie d’ensembles infinis de
nombres naturels telle que de deux ensembles Hj, et B, de cette suite
Vun (au moins ) est presque contenu dans Vautre, il existe un ensemble B
qui est presque contenw dams chacun et essentielloment différent de
chacun des ensembles Fy, By, ...

1) Selon une remarque de M. A. Mostowski, ce théordme peut &tre
exprimé en termes algébriques comme il suit: Si R esi un anneaw de Boole
formé de tous les ensembles de nombres naturels et I est un idéal des ensembles
finis, alors RB/I contient une suite {wg} detype L telle que, pour §<n <8, z, estun
diviseur de xg.
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10 W. Sierpinski:

Démonstration. La relation *C est évidemment transitive.
Or, on démontre aisément par induction que ay,dy...dx, étant une
suite finie d’6léments et p étant une relation transitive (et réflexive)
telle que P'une au moins des formules ayoa; et @00, est vraie
pour chaque couple aya; de termes de cette suite, il existe un
indice s<n tel qu'on a a;pa; pour i=1,2,...,n.

Soit » un nombre naturel. Il existe done un indice s,<<n tel
que B =CE; pour i=1,2,...,n. Pour tout indice i<n, il existe par
conséquent un sous-ensemble fini H, de H tel que By —H,CH,.

L’ensemble B, étant infini et les ensembles H; (i==1,2,...,n) étant.

finis, 1’ensemble
n
(1) . Rn=Es"——i§Hi
est infini. Il existe donc un nombre naturel p,=n qui est un

élément de R, La suite infinie de nombres naturels

(2) PisPyreees

en tant que croissante indéfiniment (puisque p,=mn), contient une.

infinité de nombres naturels.
k étant un nombre naturel, on a d’aprés (1)

Ppe R, C B —H),CE, pour nz=k,

e.4d. que la suite (2) est presque contenue dans chacun des.

ensembles de la suite H,E,,...

Soit ¢,,q,... la suite infinie formée de tous les termes dif-
férents de la suite (2). Soit E ’ensemble de tous les nombres natu-
rels de la suite g;,4,,0;,... Evidemment ExCE, et (gy,9,,4---)*CE,

pour k=1,2,..., done E,—F=s,, ce qui prouve que P’ensemble B

est essentiellement différent de l'ensemble B, pour k=1,2,... Le
lemme est aingi démontré.

Nous-définirons maintenant par Pinduction transtinie la suite
transfinie {N¢}:co comme il suit.

Soit N, Pensemble de tous les nombres naturels. Soit 1< a< £
et supposons que nous ayons déjh défini les ensembles N pour

{<a de maniére que N,*CN; pour £<n< a. L'ensemble de tous les
nombres ordinaux < a étant fini ou dénombrable (puisque a<<)

au besoin le méme terme une infinité de fois.

iom

”
nous pouvons les ranger en une suite infinie 01y Gy, ... €D répétant.

Une suite transfinie. 11

D’aprés le lemme, il existe un ensemble — désignons-le par N,—
essentiellement différent de chacun des ensembles N, et tel que
N,#CN,, pour i=1,2,...'Done, N, est essentiellement différent de
chacun des ensembles Ng pour £<a et I'on a N *CNg pour é<a.

La suite transfinie d’ensembles {N:}sco ainsi définie satisfait
done aux conditions du théoréme, qui se trouve ainsi démontré.

11 résulte tout de suite de ce théoréme que si Dhypothése du
eontiny est vraie, c. & d. si 2=y, il existe und suite transfinie {Ne}ecy
de puissamce 2% d’emsembles infinis de nombres maturels telle que,.
pour a<p<gp, Vensemble Ny est & la fois presque contenu dams Ne
et essentiellement différent de N.,.

Or, le probléme reste ouvert si I’on peut démontrer sans faire
appel & Ihypothése du continu que toute suite transfinie {Nglecs
d’ensembles infinis de nombres naturels telle que, pour a<f<?,
Tensemble N, est 4 la fois presque contenu dans N, et essentielle-
ment différent de N., est nécessairement de puissance <x;.
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