6 W. Sierpinski.

T.es ensembles Fn(x) et les nombres #, () sont ainsi définis par
induction pour toub zeE et n=L2,.., de fagon 3 remplir la
formule (14) et la formule @, P 130111 n=1,2,.

Posons maintenant

(17) m)=E[t—"(—2@5—l<y<1"-(§%] pour el et n=L,2,..

o
('est un intervalle fermé de longueur 1 2", et on a d’apréds (16)
8t () CBn () n=1,2,...
Le produit de la suite infinie descendante des intervalles
8y() 64() Bg() . ...
un seul point: désignons-le par fy(x)

fol@) € 8, (@)

pour zel et

ge réduit done & . 11 vient

(18)- pour n=1,2,...

Soient maintenant: ,s,...,%n un systéme fini quelconque.

d*éléments de E, ¢ un nombre positif et » un indice tel que 12" l<s.

Posons L
H = Fo(@1) Fr(@2) .. B ®im).

Comme @,eP et F () eP, pour i=1,2,...,m, o0 & E;m.
Or, soit feH. D’aprés (14) et (17), nous avons '

@) € Sa(m) pour i=1,2,...,m.

Done,
d’aprés (18) les formules -(11). La fonction fy(#) est par consé-
quent une fonction d’accumulation d’ordre m de la famille F,
e. q.f. d.

0n() étant un intervalle de longueur 1/2"'<g, ontrouve
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Remarques sur la note de M. Sierpiniski »Un théoréme
sur les familles d’ensembles et ses applications«”).

Par

-Andrzej Mostowski (Varsovie).

Des deux remarques qui suivent la premiére concerne les théo-
rémes 1 et 2 de M. Sierpinski et la seconde son théoréme 3.

1. Soit ¥ un ensemble quelconque. Toute famille héréditaire
et additive (au sens restreint) I de sous ensembles de E s’appelle
un idéal dans E?). Convenons de dire quune famille & de sous-
ensembles de E jouit de la propriété Pr si auncun produit d’un
nombre fini d’ensembles de @ n’appartient & I.

Or, le théoréme 1 de M. Sierpinski reste vrai si I'on y rem-
place la propriété P par Py, I étant un idéal quelconque dans E.
En raisonnant comme M. Sierpinski au §2 de sa note, on con-
clut que, pour tout idéal I, il existe une fonction f(X) définie
pour XCH, n’admettant que les valeurs 0 et 1, ne se réduisant
pas & une constante, additive au sens Testreint et telle que f(X)=0
pour X eI3). La famille des X CE pour lesquels on a f(X)=
forme un idéal premier J%) contenant I.

Le raisonnement de M. Sierpifiski peut done étre considéré
comme une nouvelle démonstration du théoréme fondamental de
Parithmétique des idéaux®).

1) Ce volume, p. 1-6.

»y M. H. Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 40 (19386), pp. 37 et guivantes;
A. Tarski, Fund. Math. 32 (1939), p. 50.

3) M. H. Stone et J. v. Neumann, Fund. Math. 25 (1935), pp. 353 et
suivantes, théoréme 14.

4 A d., si Xnoned, alors E—Xed.

5) On connait plusieurs démonstrations de ce théoréme, Comp. les tra-
vaux cités ci-dessus et aussi A. Tarski, Monatshefte f. Math. u. Phys. 37 -
(1931), pp. 30 et suivantes, théoréme 56 (démontré par A. Lindenbaum),
K. Godel, Ergebn. math. Koll., Wien 8 (1931), p. '20.
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8 Andrzej Mostowski.

2, Soient: B un ensemble quelconque, 7' un espace topologique
ot BT la famille des fonections f(x) définies dans E et dont les va-
leurs appartiennent & 7. L’ensemble E" devient un espace topolo-
gique si I'on convient d’appeler entourage d’une fonetion fe B tout
ensemble de la forme

il Elg(o) ¢

i=1
ol z;e B et oll @ est un sous-ensemble ouvert de T contenant ()
pour 4=1,2,.,7%.

M. Cech a démontré, que si T est bicompact, B" Dest aussi®).
Cela veut dire que F, étant un sous-ensemble de E" de puissance
M=K, il existe un ferT tel que tout entourage de f, contient au
moins m éléments de Fo.

Or, en posant T=<0,1), on obtient le théoréme 3 de M. Sier-
piniski.

o) E. Sech, Ann. of Math., IIs., 38 (1937), p. 830.
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Sur une suite transfinie d’ensembles
de nombres naturels.

Par

Waclaw Sierpinski (Warszawa).

N, et W, étant deux ensembles infinis de nombres naturels,
noug dirons que N, est presque contenw dans N; eb nous écrirons

Np#CHNy,

si ’ensemble N,—N,; est fini (ou vide).

Nous dirons que les ensembles N, et N, sont essentiellement
différents si Pensemble (N;—N,)+ (N,—XN,) est infini.

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théorémel). Il exviste une suite transfinie {Ngjeco de type Q
Aensembles infinis de mombres naturels telle que, pour a<f<Q, Ven-
semble Ny est & la fois presque conteny dams N, et essentielloment
différent de No.

Lemme. By, B,,... étant une suite infinie d’ensembles infinis de
nombres naturels telle que de deux ensembles Hj, et B, de cette suite
Vun (au moins ) est presque contenu dans Vautre, il existe un ensemble B
qui est presque contenw dams chacun et essentielloment différent de
chacun des ensembles Fy, By, ...

1) Selon une remarque de M. A. Mostowski, ce théordme peut &tre
exprimé en termes algébriques comme il suit: Si R esi un anneaw de Boole
formé de tous les ensembles de nombres naturels et I est un idéal des ensembles
finis, alors RB/I contient une suite {wg} detype L telle que, pour §<n <8, z, estun
diviseur de xg.
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