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Un théordme sur les familles d’ensembles et ses
applications.

Par

Wactaw Sierpiniski (Warszawa).

1. Soit m>x, un nombre cardinal quelconque que mnous
supposerons fixé dans ce qui suit.

Nous dirons qu’une famille @ d’ensembles quelconques jouit
de la propridté P, et nous écrirons & ¢ P, si tout produit d’un nombre
fini d’ensembles de la famille & est de puissance >m.

On voit sans peine que 8i @=2D est une somme de familles
croissantes @ e P, on 2 aussi @ ¢ P. D’autre part, il est évident que
si DeP et FCD, on a F e P.

Nous désignerons par ®-+(F) la famille qu'on obtient en
ajoutant & la famille @ 'ensemble E comme élément.

Lemme, 8i Vensemble B est une somme de deux ensembles,
E=F"4+H', el si F est une famille d’ensembles telle que F+(H) e P,
Vune au moins des formules F+(E%) eP ot F-+(E") e P est vraie.

Démonstration. Supposons le eontraire. Il existe done un
systéme fini My, M,,..., M; d’ensembles de la famille #, tel que
Pensemble M, M,... M, E® est de puissance <<m, et un systéme
fini N,,N,,..,N; d’ensembles de la famille ¥, tel que 'ensemble
N N,..N,E' est de puissance <m. Vu que m>>N, Iensemble

M Ms... M;N\Ny.. N\EC My My... M B°+N.N,.. N, B

serait de puissance <<m, ce qui est incompatible avee I’hypothése
que F+(E) e P.
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Théoréme 1. Soit Fe P la famille densembles (pas nécessatrement
distincts) formant ume suite tramsfinie quelconque de type ¢=w:

1) By, Boyeery By Botty s By oo (<)
et soit
E§=Eg+ B pour tout E<ep.
11 ewiste alors wne swite transfinie {ve} de type g, formée de nom-
bres 0 et 1 et telle que @ désignant la famille de tous les ensembles E;i

ot <@, on 0 DPeP.

Démonstration. On a d’aprés (2) E=E+El. Or, vu que
E.eF et que FeP,on conclut du lemme que l'une au moins des for-
mules F+(E‘f) ePet F —}—(Ei) ¢ P est vraie. Si ¢’est la premiére, posons
7,=0, sinon, posons 7;=1. Nous auronsg done toujours F-{—.(E?)el’:

Soit maintenant 1< a<g et supposons gue nous ayons défini
les nombres 7 pour £<a de maniére que P désignant la famille
de tous les ensembles By’ ot n<§, on ait
(3) O;+Fe P pour é<a.

Soit D,=)P;, Lot Pp+F=D/(D:+F). Selon la définition

i<a £<a

des familles @;, on a P;+FCP,+F pour &< »; d’aprés (3), on a done
B, FeP. Or Bl et daprés (2) ED,:.Eg—i—EL.I On conclut done
du lemme que P’une au moins des formules @Po+F () el et
@, F+(EL)eP est vraie. Si cest la premidére, posons 7e=0,
sinon, posons 7,=1. Nous aurons ¢;+F—|—(EZ“)6P, done, vu que
Bt (B ) =bay

{4) P+ FeP.

La suite transfinie {7.}«<, est ainsi définie par induction trans-
finie et on a la formule (4) pour a<<p. En posant @———;'@a, on aura

a<p
done @+FeP, d'ou, & plus forte raison, @eP. Or, comme P est

évidemment la famille de tous les ensembles By ol a<c @, le théoréme ‘

se trouve démontré.

2. Soit H un ensemble quelconque de puissance m =4, et sup-
posons tous les sous-ensembles de H rangés en une suite transfinie
de type o: )

(5) Hy,Hyy.oyHoyHogtyoony Hey .. (E< ).
Posons:

(6)  B:;=H, Bi=H,, Bi=H—H, pour £<g.
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Soit F' la famille de tous les ensembles B; o £<p. On a évi-
demment FeP et, d’aprés (6), on a les formules (2). D’aprés le th. 1,
il existe done une suite transfinie {t}sc, formée de nombres 0 et 1

et telle que @ désignant la famille de tous les ensembles E;é ol é<p,
on a PeP.

Soit HCH. 11 existe done un nombre ordinal E<gp pour lequel
E=H;. Or, d’aprés (6) (et vu que 7;=0 ou 1), on a soib ngEzf,
soit H—H,=H¢. Comme Hie®, on en conclut que Lon a soit Eed,
soit H—FE e®. Done: ,

(7) si HCH et Enoned, ona H—EFE cd.

Définissons maintenant la fonetion f(E) des sous-ensembles B
de H comme il suit:

(8) f(E):{l si He®

0 si Fnone®d.
11 résulte de la formule @e P (les éléments de la famille & étant

des sous-ensembles de I’ensemble H, qui est de puissance m) que

tout ensemble appartenent & la famille @ est de puissance m. On
a done

) HE)=0 pouwr ECH et B<m.

Soient maintenant M et ¥ deux sous-ensembles disjoints de H.
Je dis que
(10) HM+N)=f(M)+f(N).

Trois cas sont & distinguer:

1° Me® et Ne®d. Comme PeP, on a MN=m et les ensembles
M et N ne seraient pas disjoints, contrairement 3 I’hypothése. Ce
cas est donc impossible.

2° Mnone® et Nnoned. Daprés (7), on a donec H— M ¢ @
et H—Ne®. 8i 'on avait M+Ned, on aurait en raison de ®eP

(M+N) (H—M)(H—N) = m,

ce qui est impossible. On a done M-+-N none®, et, comme dans
notre cas Mnone® et Nnone®P, on trouve d’aprés (8):

f(M)=90, [(N)=0 et fM+N)=0,

de sorte que la formule (10) est vraie.
1*
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30 Toun seulement des ensembles M et N appartient a4 D,
p.ex. Me® et Nnoned. On a alors f(M)=1 et f(N)=0. Si l'on
avait M--Nnone®, on aurait d’aprés (1) H—(M+N)e® ect,
comme Me® et @cP, on obtiendrait

MA—(M+N)]>m,

ce qui eshimpossible. On a done M+Ne®, Q01 selon (8), HM+N)=1,
de sorte que la formule (10) est encore vraie.

" Tia formule (10) est ainsi établie pour tout systéme de deux
sous-ensembles disjoints de H, ce qui prouve que la fonction f(E)
est additive an sens rvestreint. Nous avons ainsi démontré ce

Théoréme 21), H dant un ensemble infini quelconque, il ewistc
une fonction f(E) définie pour les sous-ensembles de H, ne ' annulant
pas identiquement, ne prenant que les valeurs 0 et 1, s’annulant pour
tous les sous-ensembles de H de puissance inféricure & celle de H
¢t additive au sens resireint, c. & d. telle que :

JM+N)=f(M)-+f(N) powr MCH, NCH ¢t MN=0.

Notre démonstration de ce théordme, en tant que basée sur
1e théoréme de Zermelo sur le bon ordre, utilise I'axiome du choix.
Or, Dintervention de cet axiome y est essentielle, puisque, comme
j’ai démontré ailleurs?), si Pon pouvait nommer une fonction ()
satisfaisant an th.2 dans le cas le plus simple, & savoir o H est
T’ensemble de tous les nombres naturels, on pourrait aussi nommer
une fonction de variable réelle, non mesurable au sens de Lebesgue.

8. F, étant une famille de fonetions réelles définies dans
un ensemble B formé d@éléments quelconques, nous dirons avec
M. A. Tychonoff qu'une fonction f,(z) définie dans E (et apparte-
nant & ¥, ou non) est une fonction d'accumulation ’ordre mz=y, de la
famille F, ¢'il existe dans la famille F'y, pour tout >0 et tout systeme
fini @, s,...,Zm A'éléments de H, m fonctions distinetes f(z) telles que
(11) [flm)—folw)|<e

Théoréme 33). Toule famille Fy de puissance mz=y, de fone-
tions réelles | définies dans un ensemble B ef telles que 0<{f(w)<l
pour meB admet au moins une fonction d'accumulation dordre m.

pour d==l,2, ...,

1) Cf. A. Tarski, Fund. Math. 15 (1930), p. 42-50.

2) W. Sierpinski, Fund. Math. 30 (1938); p. 96.

3) Cf. A. Tychonoff, Math. Ann. 111 (1935), p. 764 (,Hiufungstellen-
prinzip®).
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Démongstration. Soit
(12) D13 @2y eeey Bioy Bt g veey Ly one (< @)

:.11]16 lsuite transfinie de type ¢ formée de tous les éléments différents
e B.

Nous définirons par induction (finie) pour chaque élément
de F et chaque n naturel un ensemble F,(z) de fonctions, un
nombre naturel i,(x) et une famille @, d’ensembles comme il suit.

Posons:

(13) Fi(z)y=F, et z)=1 pour zekE.

Soit » un indice donné et supposons que nous ayons déja défini
les ensembles F.(x) et les nombres t,(z) pour zeE de facon que

7()= ] e, ™ i)
7

z)—1 n
e <f@)< 2
e? que, pour la famille @, de tous les ensembles F,(x) ot zel, on
ait @.eP. Ces conditions sont, d’aprés (13), évidemment remplies
pour n=1.

Posons pour £<g:

{14) pour z<k

' Ey=F,(ze),
Bo= f F, 'n §)i < < 2tn(m§)""1
5) ! : E [ o Ty SIS ]
{ B 7 [fero 2L <piay <],
! 2

) Nous aurons évidemment les formules (2) et, d’aprés le th. 1,

il existe une suite transfinie {z;} de type ¢ formée de nombres 0 et 1,

telle que ¥ désignant la famille de tous les ensembles E:¥ ol

£<g, on a YeP. ' :
Nous poserons alors:

(16) Frpa(w) =EF b tyys(@) =2bn(we)—1+7; pour £<g.
D’apres (15) et (16), nous aurons
Tppr(2)—1 In
Fror ()= E [feli‘o, =1 n) <f@) < +1n(”) pour wel
7 2 2

et d’aprés (16), @P,,, désignant la famille de tous les ensembles
- Fopi(@) pour ze B, on a Ppp=Y¥, done &, 46 P.
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T.es ensembles Fn(x) et les nombres #, () sont ainsi définis par
induction pour toub zeE et n=L2,.., de fagon 3 remplir la
formule (14) et la formule @, P 130111 n=1,2,.

Posons maintenant

(17) m)=E[t—"(—2@5—l<y<1"-(§%] pour el et n=L,2,..

o
('est un intervalle fermé de longueur 1 2", et on a d’apréds (16)
8t () CBn () n=1,2,...
Le produit de la suite infinie descendante des intervalles
8y() 64() Bg() . ...
un seul point: désignons-le par fy(x)

fol@) € 8, (@)

pour zel et

ge réduit done & . 11 vient

(18)- pour n=1,2,...

Soient maintenant: ,s,...,%n un systéme fini quelconque.

d*éléments de E, ¢ un nombre positif et » un indice tel que 12" l<s.

Posons L
H = Fo(@1) Fr(@2) .. B ®im).

Comme @,eP et F () eP, pour i=1,2,...,m, o0 & E;m.
Or, soit feH. D’aprés (14) et (17), nous avons '

@) € Sa(m) pour i=1,2,...,m.

Done,
d’aprés (18) les formules -(11). La fonction fy(#) est par consé-
quent une fonction d’accumulation d’ordre m de la famille F,
e. q.f. d.

0n() étant un intervalle de longueur 1/2"'<g, ontrouve
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Remarques sur la note de M. Sierpiniski »Un théoréme
sur les familles d’ensembles et ses applications«”).

Par

-Andrzej Mostowski (Varsovie).

Des deux remarques qui suivent la premiére concerne les théo-
rémes 1 et 2 de M. Sierpinski et la seconde son théoréme 3.

1. Soit ¥ un ensemble quelconque. Toute famille héréditaire
et additive (au sens restreint) I de sous ensembles de E s’appelle
un idéal dans E?). Convenons de dire quune famille & de sous-
ensembles de E jouit de la propriété Pr si auncun produit d’un
nombre fini d’ensembles de @ n’appartient & I.

Or, le théoréme 1 de M. Sierpinski reste vrai si I'on y rem-
place la propriété P par Py, I étant un idéal quelconque dans E.
En raisonnant comme M. Sierpinski au §2 de sa note, on con-
clut que, pour tout idéal I, il existe une fonction f(X) définie
pour XCH, n’admettant que les valeurs 0 et 1, ne se réduisant
pas & une constante, additive au sens Testreint et telle que f(X)=0
pour X eI3). La famille des X CE pour lesquels on a f(X)=
forme un idéal premier J%) contenant I.

Le raisonnement de M. Sierpifiski peut done étre considéré
comme une nouvelle démonstration du théoréme fondamental de
Parithmétique des idéaux®).

1) Ce volume, p. 1-6.

»y M. H. Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 40 (19386), pp. 37 et guivantes;
A. Tarski, Fund. Math. 32 (1939), p. 50.

3) M. H. Stone et J. v. Neumann, Fund. Math. 25 (1935), pp. 353 et
suivantes, théoréme 14.

4 A d., si Xnoned, alors E—Xed.

5) On connait plusieurs démonstrations de ce théoréme, Comp. les tra-
vaux cités ci-dessus et aussi A. Tarski, Monatshefte f. Math. u. Phys. 37 -
(1931), pp. 30 et suivantes, théoréme 56 (démontré par A. Lindenbaum),
K. Godel, Ergebn. math. Koll., Wien 8 (1931), p. '20.
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