Théorémes sur I'homotopie des fonctions continues de
variable complexe et leurs rapports a la Théorie des
fonctions analytiques.

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Soit y=f(z) une fonction continue, définie sur un espace ar-
bitraire & (p. ex. sur un sous-ensemble ouvert du plan) et dont
les valeurs sont des nombres complexes finis ==0. Nous écrirons f~1
pour exprimer que ceite fonction admei une branche univoque (con-
tinue) de logarithme, c. & d. quil existe une fonction continue u{x)
telle que f(z)=eu®,

Bien que cette définition soit analytique, la propriété de Possé-
der une branche univoque de logarithme est de nature topologique.
Elle équivaut, en effet (cf. §1, N II), & la propriété d’dtre déformable
en une fonction constamie (donc en fonction identiquement égale i 1)
de maniére qu’au cours de cette déformation aucune fonction inter-
médiaire n’admette la valeur 0. En d’autres termes: elle équivaut
4 Pexisterice d’une fonction continue de deux variables h(zx,t), ot
ze & et 0<t<1, satisfaisant aux conditions:

0)=f(), Mw,1)=1, k(z,t)3=0 quels que soient z et t;
ce qui s’exprime d’une fagon plus bréve en disant que f est homo-
tope & 1 dans Pespace ﬂ’x (ol P désigne le plan & des nombres com-
plexes finis privé du point 0 et ol PF désigne P’espace des trans-
formations continues de & en sous-ensembles de P).
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La notation f~ 1 est empruntée & la Théorie des groupes. L'en-
semble & étant un groupe par rapport i la multlphcatmn, Pespace
% devient aussi un groupe en posant: ;

fs=F+/ 2

Les fonctions qui admettent une branche univoque de loga-
rithme formant un sous-groupe (&) de P%, 1a relation f~1 signifie
que f equlvmut a1l modulo I'(&). D'une fagon plus générale: fi~f,
veut dire que (f;/f)~1, c.ad. quon a f(x)=f(z)-e=), ou en-
core —en vertu du théoréme précité — que les fonctions f, et f,
sont homotopes. En identifiant les fonctions homotopes, on obtient
le groupe-facteur B(X)= P*/I(&F). Ce groupe étant un invariant
topologique de I’espace &, son étude fournit des résultats topo-
logiques importants. Si p. ex. & est un sous-ensemble fermé du
plan &, des nombres complexes (le point a linfini y compris), le
rang du groupe B(K) augmenté de, 1 est égal au nombre des com-
posantes de I’ensemble &§,—

Mais aussi au point de vue analytique ce groupe mérite d’étre
étudié. Ainsi p. ex., si & est un sous-ensemble ouvert de &, et le
nombre des composantes de &,—& est fini, chaque ensemble-élé-
ment du groupe B(&F) contient une fonction rationnelle; par consé-
quent, chaque fonction continue | définie sur & et qui ne s’annule en
aucun point (c. & d. que fe ﬁ’g) est de la forme

(1) fl@) =

r(x) étant une fonction rationnelle et u(x) une fonction continue,
convenablement choisies.

Ce dernier théoréme conduit & I'étude du cas plus général,
ol & est un sous-ensemble ouvert arbitraire de &,. On a dans ce

veut dire fy(r)=f(x)-fo(x) quel que soit .

T(.I)) . eu(.v)’

" cas le théoréme suivant, qui présente une analogie remarquable

avec le théoréme de Runge sur les fonetions holomorphes: a savoir,
f(z) est alors de la forme
(2) flx) = lim ry,(x) - (’,“n("'),
n=co -

les fonctions r, étant rationnelles, les fonctions u, continues et la
convergence étant uniforme sur chaque sous-ensemble fermé de &F.

Au théoréme de Weierstrass sur la décomposition d’une fone-
tion entiére en facteurs primaires vient correspondre l'énoncé sui-
vant: admettons que chague composante bornée du complémentaire
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s

S,—& de Densemble ouvert & est isolée (c’est bien le cas d’'une
fonction entiére, car alors les composantes bornées de S,—F se
réduisent amx zéros de cette fonction); chaque fonetion fe P est
alors de la forme

oo

(3) fla) = [] (w—p )",
k. étant des entiers (positifs, négatifs ou 0), u, des fonctions con-
tinues, p, des points de S,—& et la convergence étant uniforme
sur chaque sous-ensemble fermé de &.

De 14 on déduit que, si le point & Dinfini est le seul point d’ac-
cumulation des composantes de §,—&, la fonction f est de la forme

4) flz) = m

ot m(x) est une fonction méromorphe sur le plan & tout entier.

(@) €2,

Dans le § 4, nous envisageons la notion de multiplicité d'un
ensemble par rapport & une fonction; en symboles: . f. Soit d’abord
f une fonction rationnelle

()

X désignant l'un des zéros ou des poles p,,...,p,, p,f dé-
signe sa multiplicité dans le sens habituel: ypjfzkj 1). I1 en est de
méme lorsque X désigne le point & l’infini py=oc0; on pose alors
‘up]‘ ko=—(k1+...--%k,)?). Si X est un ensemble arbitraire, %
désigne le nombre des zéros et poles qu1 appartiennent & X, chacun
compté avec sa multiplieité, c. & d.:

:c-(w—pl)kl-..u(w——pm)k'" ou p;==p, pour j=l

/fo=kh—{—..,—’—kjn ol pjl,...,pjneX et j,=>0.

Passons au cas plus géneral, oll f e &7’0, G étant un ensemble
ouvert dont le complémentaire §,—@& est constitué par un nombre
fini de composantes C,,...,C, (ces composantes jouent i présent
le role des zéros et péles d’une fonction rationnelle). On a alors
la formule (1), donc f~r. Soit # une somme finie de composantes:
F=0y+...+ 0,  Nous posons p,f=p,r.

Cette définition est justifiée par le fait que r*(z) étant une
autre fonction rationnelle homotope & f(z) (sur @), il vient u o ¥ =

') Notons que la multiplicité d'un pble est ndgative par définition.
?) De sorte que u, flz)=pyf(1/z).
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On déduit facilement de (1) une relation de la forme
flx) ~ (Jn—po)k0 .-(x—pm)k’", kot ...+ km=0, pjeCj,
(en convenant que la différence x—p, doit étre remplacée par 1 si
p':oo). Il vient:

,ucjfzkj, lLlFf:kjl—f—‘...'-‘;-k. .

Jm

Si 'on ne fait aucune hypothése sur le nombre des compo-
santes de &,—@ et si F désigne un ensemble fermé-ouvert dans
So— @G (c. & d. que les ensembles F et 95‘2 G—F sont fermés), on
a la relation (2) et 1’on pose ,uFffhm upr,. Comme on prouve, cette

limite existe toujours et ne dépeud pas du choix des fonctions 7,.
La multiplicité de F' par rapport &  est done le nombre des zéros et pbles
appartenant & F dune fonction rationnelle r (chacun compte avec sa
multiplicité ), ot r approche la fonction | .suffisamment bien™ au
sens de Dégalite (2). :

La multiplicité u,f, considérée comme fonction de F variable
(pour f fixe), caractérise la fonction f au point de vue de I’homo-
topie, c. & d. que la relation f,~f, équivaut & I’hypothése, que I'on
a pour chaque F (fermé-ouvert dans S,— @) Végalité u.fr=p,fs.
On démontre aussi que chaque fonction »(F) & valeurs entiéres,
additive (c. & d. telle que y(F,+Fy)=wnF,)+v(F,) si FFy=0) et
normée (c. & d. telle que »(Fy—@@)=0) est la multiplicité par rap-
port & une fonetion f convenablement choisie; de sorte que u,f=»F)
quel que soit F. Autrement dit, il est toujours possible de definir
sur un ensemble ouwvert G donné une fonction f ¢ % par rapport i la-
quelle les ensembles F aient la multiplicité donnée en avamce (avec
les hypothéses d’additivité et de norme)3)

On déduit de 1a une caractérisation du groupe B(F). A savoir,
désignons par M) le groupe de toutes les fonctions »(F) additives
et normées ot F parcourt la famille des sous-ensembles fermés-
ouverts de & ef ol la composition de deux éléments », et v, de ER(&)
est définie par la condition:

vg=w-+v, veut dire w(F)= n(F)+vo(F) quel que soit F.

3) Le méme prubléx{ne dans le domaine des fonctions holomorphes reste
ouvert.
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On démontre que les groupes B(G) et N(S,— @) sont isomorphes,
Dans les cas particuliers olt §,—G est constitué respectivement par
n+41 composantes ou bien par une suite infinie de composantes dont
toutes, sauf une seule, sont isolées, le groupe B(G) est isomorphe
respectivement & G" (groupe des systémes de n entiers) ou biend G%
(groupe des suites infinies d’entiers). Hnfin, le groupe G” (groupe
des suites infinies ne contenant qu'un nombre fini de termes =0)
est isomorphe & B(F) ou F est un ensemble fermé dont le complé-
mentaire admet une infinité de composantes.

La notion de multiplicité u.f permet d’étendre de nombreux
théorémes de la Théorie des fonctions analytiques aux fonetiors
continues arbitraires. Remarquons d’abord que, g(z) étant une fone-
tion holomorphe ou, plus généralement, méromorphe sur un en-
semble H ouvert, et p étant un zéro ou un péle de cette fonction,
sa multiplicité au sens classique du mét coincide avec u g (en ré-
duisant la variabilité de l'argument de ¢ aux points de H différents
des zéros et poles; cf. aussi le renvoil), p. 318). Parmi les théoré-
mes de la théorie des fonctions holomorphes qui se laissent géné-
raliser & ’aide du coefficient u,f, citons le théoréme de Rouchd,
d’aprés lequel ¢ et g, étant deux fonetions continues sur un en-
semble fermé M, holomorphes & l'intérieur de M et satisfaisant
& linégalité |gy(a)|<<|g(x)| sur la frontitre de M, les fonctions g(z)
et g(w)+g,(z) ont le méme nombre des zéros & 'intérieur de M,
chaque zéro étant compté avec sa multiplicité. Nous le généra-
lisons au § 4, N XII.

Le coefficient u.f se laisse définir aussi d’une fagon plus géo-
métrique & Paide de la notion, connue de I’Analyse, d’indice d’un
point par rapport au parcours d*une courbe. Rappelons qu’étant don-
nés:une représentation paramétrique continue x=¢(t), o 0<{t<{1, d’un
continu (localement connexe) CCE” telle que £(0)=¢(1) et un point
p.situé en dehors de ', on a {(t)—p=e"d, Aot u(1)—u(0)=2ki.
Le nombre %, qui est indépendant de la fagon dont on a cho’si la
fonction w, est nommé lindice du point p relatif au parcours &;
en symboles k=ind; p 4).

%) On a done dans des hypothéses de régularités faites sur &

‘dx
111(1tp4—-—

_47lb L= ])
¢
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Dans le cas particulier ot pour chaque couple t==t’ autre que
0,1 on a {(#)==L(t'), le continu ¢ est une courbe simple fermée. Soit D
la composante bornée de &§,—(¢. On démontre que, le point p par-
courant la région D, on a soit constamment ind;p=1, soit con-
stamment ind;p=-—1. Dans le premier cas, nous dirons que le par-
cours ¢ est positif et dans le second qu’il est négatif.

Or, donnons-nous un ensemble ouvert GCd, tel gqu'une com-
posante de &§,—@ se réduise & un seul point isold p (par exemple,
@& est ensemble des points ol une fonetion holomorphe donnée ne
s’annule pas et p est un zéro de cette fonction). Soit D un cercle
de centre p tel que DCG-p; soit ' le contour de D. Btant donnée
une fonetion fe %P6 on a alors

,upf = ind,;O,

{ désignant un parcours positif ou négatif de ¢ suiva;ntv que P oo
ou p=oo (et f{ désignant la fonction superposée f[Z(«

La multiplicité se laisse évaluer par un procédé analogue
A l'aide de indice aussi dans le cas oL & est une région dont le com-
plémentaire est formé d'un nombre fini de composantes. F étant une
composante de S,—&, on peut la séparer de toutes les autres com-
posantes & 1’aide d’une courbe simple fermée €. On a alors

/LFI :ind,;O,

le parcours £ de C étant positif ou négatif suivant que F est contenu
dans la composante bornée ou non-bornée de §,—C.

Dans le cas ol @ est un ensemble ouvert arbitraire, on évalue
la multiplicité & I’aide de la notion de caractéristique (de Kronecker) 5)
d’une fonction relativement & un continu élémentaire. Appelons, en
effet, disque une région D (bornée ou non) dont la frontidre est une
courbe simple fermée. Appelons continu élémentaire tout continu 4
dont le complémentaire se compose d’un nombre fini de disques
Dy,...,D, tels que D;-D;=0 pour j==I. Evidemment, ¢; désignant
la frontiére de D; et B celle de 4, on a B=(y+...4+C, Le par-
cours f; de Cy, ot j=0,...,n, étant négatif ou positif suivant que D;
est borné ou non-borné, orientation de B est done positive (relative-
ment & Vintérieur de 4). Btant donnée une fonction f e 27, PposOns:

(5) carsf =indg, 0+ ... +indg, 0.

5) Cf. P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie I, Berlin 1935, p. 470.

Fundamenta Mathematicae. T. XXXHI, 21
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Appelons encore — d’une fagon plus générale — ensemble élé-
mentaire tout ensemble-somme d’un nombre fini de continug élé-
mentaires disjoints d=A4;+...+4,, et posons

carsf=carg f+...4+cary, f.

Or, en tenant compte du fait que chaque ensemble fermé

FCS, est le produit d’une suite infinie d’ensembles glémentaires,

on démontre qu’étant donnés: une fonction f e P% et un ensemble F
fermé-ouvert dans Sy— G, on a ‘
(‘H :upf :GaI‘Af,

A dlant un ensemble élémentaire tel que FCInt(4) et ACGH-F.

Dans le § 6, j'étudie les transformations biunivoques des en-
sembles ouverts. Je démontre, en particulier, que f élant une trans-
jormation homdomorphe d’une région R en un sous-ensemble de 2P,
7 est homotope & une homographie. En rapprochant cet énoncé du thé-
oréme général d’aprés lequel chaque fonction fe P" est homotope
A une fonection rationnelle, on parvient & la conclusion remarquable
que, dans le cas général (ou 'on ne fait pas ’hypothése de biuni-
voeité), le nombre des facteurs primaires de cette fonction dépend
en général du nombre des composantes de S,— R, tandis que, dans
le cas oil f est biunivoque, ce nombre se laisse réduire toujours & 2
(bien que &§,—R contienne une infinité de compesantes).

Notations.

& désigne I’ensemble des nombres réels, J lintervalle 0 <i<1, &2 le plan
des nombres complexes finis, S, le plan &% augmenté du peint & Uinfini, 2 le
plan &2 privé du peint 0.

Fx Y désigne le produit cartésien des espaces & et Y, c. 4 d. l’espace des
couples ordonnés 2,y ol we ¥ et ye Y, en entendant par limite de la swite Yy
le point x,y tel que x=limz, et y=limy, .

n==oQ n=co

:y&" désigne lespace des transformations continues de & en sous-ensem-
bles de Y.

Int(4) désigne Tensemble des points intérieurs de 4. Si A=Int(4),
A est dit owwert. A est dit commewe §'il ne se laisse pas décomposer en deux
ensembles disjoints, fermés dans A et non vides. Ensemble ouvert et connexe
est dit région. Tout sous-ensemble connexe d’un ensemble E qui n’est contenu
dans aueun autre sous-ensemble connexe de F est dit composante de E. '

Etant donnée une fonction y=f(z), la fonction partielle qui s’en obtient
en réduisant la variabilité de x & un ensemble A est désignée par le symbole f]4.

Au lieu de ,f|4 ~ 1%, nous écrirons aussi ,f~ 1 sur 4«

o(d, B) désigne la borne inférieure des distances [x—y| ot e d et yeB.
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§1¢). Existence du logarithme et son rapport a ’homotopie.

I. Généralités sur la relation f~ 1. Citons d’abord trois
propriétés élémentaires du logarithme:

1. R dtant un rayon issu du point 0, Videntilé est ~1 sur &*—R.
Bn conséquence, powr chaque fonction f e (E*—R)*, on a f~1. :

2. Btant donnde ume fonction e PT, & chaque point e cor-
respond un entourage G tel que x e @ et f~1 sur G.

3. Blant donnés une fonction f~1 et un point x,e &, on peut
assujettir la fonction u(x) telle que f(x)=e™ et us((‘,‘z)'g & la condi-
tion supplémentaire: u(wy)=¢, 0% ¢, est une valeur du logf(z,) don-
née en avance,

De plus:

4. 8i & est connexe, cetie condition determine la fonction u(x)
d’une fagon umivoque.

Plus précisément:
v(z) —u(®)=2kmi.

On a, en effet, e'@-20=1, donc v(x)—u(z)=2k(x)xi. La
fonection %(x) étant continue, définie sur un espace connexe et ayant
les valeurs entiéres, elle est constante.

D’aprés un théoréme bien connu (qui résulte facilement de 2, 3
et du th. de Borel): )

5. J désignant Pintervalle 0 <a <1 (ou, plus généralement, un
ensemble qui lui est homéomorphe), on a f~1 pour chaque fe

Dhypothése  f(x) = ev® = ¢ entraine

Par contre:

6. C désignant une circonférence jx|=r (ot z¢&’), on @ snon~1
sur C. Dune facon plus générale: z"non~1 sur € si n=0.

Soient, en effet, 4 la circonférence (' sans peint (r,0) et p(2),
pour x e A, la valeur de I’argument de z contenue entre 0 et 2.
Tl vient z =relr™ et qa ¢ &%, Bn supposant que gn~1 sur (, on aurait
an=rnet™ ot pe &°. Done, d’aprés 4, p(z)=np(@)+ 2kx pour 2 € A.

s) Dans sa Thése Transformations continues en circonférences et la iopo-
logie du plan, Fund. Math. 26 (1936), pp. 61-112, M. 8. Eilenberg étudie le
groupe SE ot § désigne la circonférence a?+y’=1. La majorité des théorémes
des §§ 1 et 2 se laissent déduire des théordmes correspondants de M. Eilenberg.
J*ai cru cependant préférable pour les buts de cet ouvrage de les démontrer ici
directement, en suivant en général la marche du raisonnement de eet auteur.
©f. aitssi ma note Sur les espaces des transformations continues en certains groupes
abeliens, Fund. Math. 31 (1938), p. 231. H
21%*
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Or, Ia fonetion ¢ ayant 'oscillation =0 au point (r,0), il en est de
méme de w; cette derniére fonction me saurait done étre continue
en ce point. .

Remarque. La deuxiéme partie de la propriété 6 se déduit
de la premidre en vertu du théoréme général suivant (qui résulte
facilement d’an th. de M. Eilenberg, op. cit., p. 89): la relation
f'~1 entraine f~1 pour n=:0.

7. Soient ¥ un espace compact et f"ef.l‘g', on n=1,2,..., une suite
de fonctions unijormément convergente vers f e PE. On a alors fu~T
pour n suffisamment grand.

Posons, en effet, f*=j |f. L’espace & étant compact et la
fonction f ne s’annulant en aucun point, on a [f(«)>6>0 pour =
suffisamment grand. On en conclut gue la suite f* converge uni-
formément vers Punité. Done, en désignant par R le demi-axe réel
négatit du plan &, on a f*e (62—R)* pour n suffisamment grand,
d’ot, selon 1, fi~1, c. & d. f,~/.

Les deux théorémes suivants concernent le prolongement du
logarithme:

8. Etant donnés un sous-ensemble fermé F de Vespace & et une
fonction | € P telle que f~1, il ewiste une ewtension f* ¢ PF de | telle
que f*~1.

En effet, on a par hypothése f(z)=e® et u e (&%) D'aprés
le th. de Tietze7), il existe une extension wu* e (62)3 de u et il suf-
fit de poser f*(x)=e"*® pour x ¢ &.

9. Soit jefl’g. 8i la relation f~1 a liew sur un ensemble A,
elle a liew aussi sur wn ensemble ouvert G contenant A.

En effet, on a pour ze A par hypothése f(z)=|f(x)e?™® ol
¢ &% D’aprés 2, 4 chaque point a A correspond un ensemb.e
ouvert G, tel que aeGq et une fonetion y, &% telle que
(&) =|f(z)|e¥a® pour we@,. En réduisant, au besoin, cet ensemble,
on peut admettre que

[va(@)—pa(@)|<x/2 et, pour @ e 4G, |p(@)—pla)<a/2.

On peut admettre en outre (cf. 3) que y,(a)=g¢(a).

") H. Tietze, Uber Funktionen, die auf einer abgeschlossenen Menge stetig

gind; Journ. f. Math. 145 (1915), p. 9. Cf. ma Topologie I, Monografie Matema-

tyezne (1933), p. 211.

g
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Nous allons montrer que la condition zeG,-G ol ‘aed
et b e A implique que y (@)=y,(#). Or, les quatre inégalités:

[pa(2) —p(a)l<n/2, |w,(z)—o(b)|</2,

lp() —gla)<m/2, |p(@)—p®)l<m/2
entrainent |y, (#)—v,()|<2w7, d’ol Videntité demandée en vertu de
la formule |f(2)je"® = f(z)=|f(x)e"*".

Exn désignant par @ la somme des ensembles G, pour a par-
courant 4, la fonetion y(x), identique & ya(x) pour @ e G,, est done
bien définie et Pon a f(@)=|f(z)e¥® ol v e(;‘}, c.ad. j~1 sur G.

Les théorémes qui suivent sont des théorémes d’addition 8).

10. Etant données une fonction fe PE ot une décomposition de
Vespace ¥ en ensembles ouverts disjoints G, st Pon a f~1 sur
chaque G, on a f~1 sur Vespace & tout entier.

On a, en effet, fl@)=e"", u, e (&Y%, sur chaque G.. En po-
sant u(@)=mu,(x) pour toutes les valeurs de Tindice ¢, la fonction u
est continue: u e (8%, d’ott f~1.

11. Soient F, et B, deux ensembles fermés dont le produit P,
est connexe. Biant donnée une fonction fe PEF telle que f~1 sur Fy
et sur By, on a f~1 sur Fo+Fy.

Soit, en effet, s, un point fixe de FoF\. Soient f(z)= 4,
wy e ()1, j=0,1. De plus, soit conformément & 3: (@) = tho(o)
Cette égalité entraine en vertu de 4 Pidentité wu,(z)=1uq(x) pour
chaque % ¢ FyF,. Done, en posant u(z)=u;(z) pour z ¢ F; out §=0,1,
w est une fonetion continue définie sur Fg-+F; d’ol f~1.

19. Soit F=0,+Cs+ ... une série infinie d’ensembles conmexes,
chacun situé & Vintérieur du sutvani. Soit f e P%. SiPon a f~1 sur
chaque Cn pour m=1,2,..., on a f~1 sur Vespace & tout eniier. \,

Soit, en effet, p ¢y, Posons f(z)= ¢, 4, (EH°n ot unp)=1u(D)-
¢, étant connexe, il en résulte que (@) =1uy(2) pour @eCy. On
a de méme Uni1(2)=1u,(®) pour e O,. La fonction «(x) identique -
3 wn(@) pour weCy ot n=1,2,..., setrouve définie aingipour chaque
rec%¥. Elle est continue, car & étant un point de &, donc un point
d’un 0, = est un point intérieur de Cnp1; la fonctiox‘l u étant
identique & #ny1 Sur Cni, la continuité de .41 implique celle
de % au point @. ) :

8) Dans le méme ordre d’idées, on consultera, outre la T]Tése citée de
M. Eilenberg, la note de M. Eilenberg et moi Théorémes d’addition concernant -
le groupe des transformations en circonférence, Fund. Math. 32 (1939), p. 193.
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13. Soient: G un sous-ensemble ouvert de ,°) 6t G=F,+F,- ...

une série d’ensembles fermés, chacun situé & Uintériewr du suwant.

Soit fe PC. 8i Pon a f~1 sur chague Fn, on a f~1 sur G-
Considérons d’abord le cas ol & est une région. On a a'ors

G=C,+ O+ ..., 0 CInt (Crpa),

oll 0, est un continu. En effet, &, étant congidéré comme la surface
d’une sphére, soit Ky, K,,... la suite des ,,cercles rationnels” (fermés)
contenus dans G- On définit 1a suite {C,} par I'induction: soit ¢,=K;
C,i supposé défini, soit (en vertu du th. de Borel) [, un indice =n
tel que C,CInt(E;+...+K;); Cnpr estb un continu qui s’obtient
en unissant les cercles K;,..., K, par des arcs CG.

Ceci établi, faigsong correspondre a C, (en vertu du th. de Bo-
rel) un F, tel que OnCF,n. Par hypotheése, f~1 sur ¥, , donc sur
Cp, done, selon 12, sur G. "

.Dans le cas général ol G est non connexe, on a G=G,+G,+ ...,
les @, étant des régions disjointes. Posons Fj,=0G;-F,. Il vient
Gy=Fr1+Frat ..., Fon=Fpn et

FrpnC Gy Int (Frppq) =Int (G- Frog) = Int (Fp ).

Comme nous venons de montrer, la condition f~1 sur F,,
ol n=1,2,..., entraine f~1 sur @ Cette derniére homotopie étant
réaljsée pour k=1,2,..., il vient f~1 en vertu de 10.

IT, Equivalence entre »f~1« et »homotopie de [ @ 1<,

1. Soitf e P%. Pour que Von ait f~1, il faut et il suffit que la
fonction f soit homotope &1 dans P, ¢. & d. qu'il ewiste une fonction
continue de deuw variables h e ST telle que

ay - M@, 0)=f(x), h(z,1)=1 et hizt)==0 pour xeF et teJ.

Afin d’établir la nécessité de cette condition, on n’a qu’h poser
fx)=e20 et h(w,t)=eu0—1,

- Admettons, d’autre part, ’existence d’une fonction he PP
satisfaisant & (1). Il s’agit. de prouver que f~1.

D’aprés I, 5, & chaque # correspond une fonction u_\.e(62)5
telle que A(w,t)=eu® et u,(1)=0 (cf. I,3). Posons v(x,t)==1ut).
Oomme. j(?v)zh(a:,l)):ev(-‘v"), la formule f~1 sera établie dés que
la continuité de la fonction v(z,0) sera démontrée.

T

R .
%) ou, plus généralement, A’un continu localement connexe.
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Soit 2y e F. Comme h~1 sur l'ensemble A4=x,xJ, il existe
gelon I, 9 un sous-ensemble ouvert G de ExJ tel que ACE et que
h~1 sur G. On a donc

Bty =™ pour (a,) e @, we(EHT et wlz,l)=0.

L’ensemble G étant ouvert et l’intervalle J compact, on con-
state aussitét qu’il existe dans & un entourage H du point z, tel
que HxJC@. On peut admettre en outre que H est suffisamment
petit pour que Pon ait |w(z,1)|<z pour z e H (vu que w(zg,1)=0).
Comme evts) =h(x,1)=1, il vient w(z,1)=0, d’olt w(x,1)=u.(1).
Cette dernidre égalité implique en vertu de la connexité de J que
(cf. I, 4) w(®,t)=1u.t) quel que soit ¢. On a ainsi v(z,t) = w(z,t)
pour chaque e H; en particulier »(z,0)=w(z,0). La fonetion w(x,0)
étant continue sur H et H étant un entourage de x,, la fonction
v(z,0) est done continue au point z,.

Remarque. Si & est un sous-ensemble ouvert de &, et fei’sF est une
fonction holomorphe ~ 1, la fonction f se laisse réduire & Punité (dans 2%) de
facon que toutes les fonctions intermédiaires soient holomorphes.

Ceci résulte directement de la premidre partie de la démonstration du
théoréme précédent.

Le théordme inverse est une conséquence facile du th. de Weierstrass

gur la limite d’une suite de fonctions holomorphes:

Si la. fonction | se laisse réduire & Vunité par Vintermédiaire des fonctions
holomorphes, ¢. & d. si he PEXT, Rz, 0) = f(x) et h{z,1)=1, la fonction h(x, 1)
étant holomorphe pour 0<<t<1, alors la fonction | est holomorphe.

Car la suite h(z,1/n) est uniformément convergente vers f(w) sur chaque
gous-ensemble fermé de &.

Le th. 1 se généralise aussitdt comme suit:
‘ 9. Les conditions: .f~g* et .f homotope & g (dans PE) somt
équivalentes.

Car elles sont équivalentes respectivement aux conditions:
Wfg~1¢ et ,f/g homotope 5 la fonction identiquement égale & 1°

Le théoréme suivant résulte du th. 1:

3. Soit fe P%. Silespace & est déformable en un sous-ensemble B
tel quion ait f~1 sur F, on a f~1 sur &.

En particulier, si & est déformable en un point, on a f~1 pour
chagque | e P%.

L’hypothése signifie, en effet, qu'il existe une fonction de deux
variables ‘ge%gxg telle que ¢(z,0)=x et g(z,1) e F (autrement
dit: Pidentité est homotope dans FZ 3 une fonction dont les valeurs


GUEST


328 C. Kuratowski:

appartiennent a F'). On a, d’autre part, pour chaque y ¢ F, f(y)=e*w
ot uePF. Done flg(z,1)]=els=Dl, d’on fg(w,1)~1 sur &. Reste
4 prouver que f(x)~fg(x,1). Or, en posant h(z,f)=f[g(=,t)], on
a he PP, Wx,0)=j(x) et h(z,1)=f[g(z,1)], dott la conclusion
demandée.

De 1& on conclut immédiatement:

da. Si & dénote le cercle (x| <1 ou lo plan & (ou bien un dos
ensembles qui lewr sont homéomorphes ), on a f~1 pour chaque f ¢ P

4b. 8i & est un cercle sans centre et (' en est la circonférence,
les conditions f, e P, f,e PT et fu~J, sur O enirainent fo~f, sur &.

5. 8i fe P on a f~1.

Car, en déeomposant &, en deux hémisphéres (fermées) A
et B, on a d’aprés 4a: f~1 sur A ainsi que sur B. Le produit 4B
étant connexe, on conclut de I, 11 que f~1 sur A+B, c.&d. sur ,.

Démonstration du théoréme fondamental de T Algébre10).

Supposons, par impossible, que le polynéme f(a;):m"-'ra"_lz""1+...—I—aa
ne s’annule pas. Posons g(z):a"__lm"_l-i—...-{—ao. Désignons par r un nombre
réel suffisamment grand pour que I’on ait [4">|g(z)] pour |z|=7.

D’aprés le th. 4a, on a f~1 surle cercle |z|<7», done sur sa circonfé-
rence 0. Comme, d’autre part, z"non~1 sur C (selon I, 6), il vient f non~ 2"
sur O,

Cependant, en posant h{z,t)=x"-+1- g(z) ot 0<i]1, il vient f~a" sur C.
Car h(=,0)=2x", h(x,1)=f(x) et, pour zeC, on a h(z,t)+0; en effet, en supposant
que h(x,t)=0, on aurait z"=—1-g(x), Lot |g"|=1|g(x)|, donc |x"|<|g(w)|, con-
trairement & la définition de 7.

§ 2. Fonctions homotopes aux fonctions rationnelles.

III. Cas otv X est une circonférence. Soit z=_{(t) une‘

représentation paramétrique d’un continu (localement connexe)
O sur Vintervalle 0 <t<C1; c.ad. que e (7 et O=((T). Admet-
tons en outre que {(0)={(1). :

Soit f ¢ P°. Comme définie sur Pintervalle, la fonction super-
posée fL(f) est ~1 (selon I,5). On a done f(t)=e®. Comme

£(0)=¢(1), il vient w(1)—u(0)=2nni. L’entier 2—31".[u(l)~u(0)] est

nommé Paceroissement A,f du logarithme de la fonction f par rapport

aw parcours L. On constate aussitét que le nombre 4,f ne dépend
pas du choix de la fonction w.

19) On rapprochera cette démonstration de celle qui se trouve dans le
Traité précité de P. Alexandroff et H. Hopf, Topologic I, p. 469.
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1. Soit € la circonférence du cercle de centre 0 et de rayon 7.
Pour chaque fonction fe PC, on a f(@)~z" 0wt n est un entier.

A savoir, en posant [(t)=re? pour 0 <t <1, on a n=A4f.

Il vient, en effet:

(1) f(re2mit)=eu), (1) =u(0)+2nami.

Faisons correspondre & chaque z ¢ € le point
Y = u(t) — 2nzit—mn log r,

27t étant I’argument du point z. Bien qu’au point z=(r,0) corres-
pondent deux valeurs de t, & savoir 0 et 1, celle de y est définie en
vertu de la deuxiéme égalité (1) d’une fagon univoque. En posant
y=un(x), on constate aussitét que la fonction » est continue: v e (&%°.
De plus, pour z=re?* on a ‘

f(m) —eul) of pt— enlogr—i-‘Znnit,

dolt  flax)/zn=e'®,

ce qui veut dire que f(z)~z".

D’une fagon plus générale, (par substitution z==z-+p) on
obtient 1’énoncé suivant: )

2. C désignant la circonférence |x—p|=r o p==oco, & chaque
fe @° correspond un n tel que f(x)~(z—p)"

Ajoutons que

3. 8i |g—p|>7, on a (—q)~1 sur C.

Car le rayon R paralléle au vecteur g—p ne contient aucune
valeur de la fonetion z—g¢ ot e C (ef. I, 1).

IV. Cas oiv ¥ est le plan S, privé d’un nombre fini de
points. Afin de simplifier les énoncés qui vont suivre, nous convenons
que, dans les produits de la forme (w-—po)k"-...- (x—p)'", si l'un
des points, p, par exemple, est le point & infini,la diffé-
rence z—p, doit étre remplacée par 1.

A dtant un ensemble fini de points Pogy...,Pn e Sy chague fonc-

ction f e P est de la forme
(@) = e (@—po)*- ... (8 — pa)'n, g+ e Ku=0,

ol Ty, ... kn sOME des entiers.
() est donec homotope & une fonction rationelle:

J(@)~(@— o) ... (@—pa)™.
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Dans le cas particulier ot A={oco,p), c.ad. ot la fonction f
est définie sur le plan & privé du point p, on a f(m)~(x—p)]’.

Procédons par induction.

1° Soit #=0. L’ensemble &,—p, étant homéomorphe & &%
on a f~1 selon I, 4a. Done k,=0.

20 Soit >0 et admettons le théoréme pour n—1. Il egh
légitime d’admettre que p,==co. Décrivons du peint p, comme
centre un cercle K qui ne contient aucun des points py,...,p,1. Soit
C la circonférence de’ K. D'aprés III, 2, on a sur (¢

f@)~(@—pa)'n,  done  f(@)-(w—p,) tn~1.

Le point p, étant en dehors du cercle K, on a selon III, 3
z—po~1 sur €. Par conséquent /(m)(w-—p,,)“k"(mwpo)k"~ 1 sur C.
Soit f*(x) une extension de cette derniére fonction sur K telle
que f*~1 (cf. I, 8).

Or, désignons par g(z) la fonction identique & f* sur K et
& f(#)(@— pa) *n(m—p,)*n sur Vensemble P =c,— Tnt (K)— (pq,...;Pn1)-
La fonction g() se trouve ainsi définie sur &—(p,,...,p._1) et elle
est continue (il est & remarquer que le quotient (z—p,)/(x—p,) est
défini pour chaque xedS,—p,—p, et n’admet que des valeurs
finies ==0). On a donc par hypothése:

g('r)'\ ('”““po)ln""'("B—pn—l)ln_l sur es’z_“(poa'“yp"vl) et l0+'--‘|“ln—1=0A

D’autre part, on a g(m) ~ f(@)(@—pa) *Me—py)*= sur F, ainsi
que sur Fy=K—p,. En effet, cette relation alieu sur 7, caril y aiden-
tité entre les deux fonetions envisagées; cette relation étant réalisée
sur C, elle I'est aussi sur K—p,=F, en vertu de I, 4b. Les ensem-
bles F et F, étant fermés dans leur somme F+F,=8,—4 et leur
produit FF,=( étant connexe, la relation considérée a lieu encore
sur §,—A (selon I,11). On a done

H(@)~ (@ — o)™ (@ — 1) (@ Puy) " (15— )

En posant Eg=ly—kn, =1y, ..., kp—1=ln—r, 01 & kgt ...4Tp=0.

V. Cas ot X est un ensemble fermé FCS,

1. Soit F=FCS,. 8i les points p et q appartiennent & la méme
composanie B de $;—F, on a (a—p)/(—q) ~ 1 sur P.
» On a done, i F est borné, x—p~ax—q et, si R est non borné,
‘o—p~1 (en posant g=oo). - .
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11 existe, en effet, un ensemble Z homéomorphe 2 & et tel
que FCZCJS,—p-—q. Pour s’en convaincre, identifions &, avec
la surface d’une sphére située dans l’espace & 3 dimensions, unis-
gons les points p et ¢ par une ligne (brisée) LC S, —F et posons
Z=&,—L.

Z étant homéomorphe & &% on a selon IT,4a (z—p)/(z—q)~1
sur Z, donc sur F.

Le théoréme inverse est vrai aussi. Plus encore:

2, Soit F=FC,. Soit pgy...,p, un systéme de points qui appar-
tiennent deuw & deuwx & des différentes composantes de Ss—F. Les

. xr— €Xr-— .. o =,
homographies pl, Y7Pn sont alors linéairement indépendantes
@

—Po ”"50.“730
(modulo J'f~1), c. & d. que les conditions
r
(@—p)® .. (@—p)~1, Kyt ...+ Ea=0,

. gy ;
entrainent ky=0, . . ., k,=0. En particulier, x_;; I non~1 pour j==l.
I

Si F est borné et si les points Dy, ..., P, appartiennent & des com-
posantes bornées de Sy—F, les translations &—py,...,2—Ppn sont don.c
lindairement indépendantes (substitution de oo & po) et on a, en parti-
culier, x—p;non~1.

Procédons par induction. Le cas n=0 étant évident, admettons
le théoréme pour n—13>0. En supposant que l'on a sur B

(L —po)* . (m— pa)n~1, kot 'vi‘{'kn:‘O?

il est done légitime d’admettre que k.= 0 et que p, == oo.

Posons f(w):(mﬁpo)'“-...‘(w~p,,)k". La fonction partie le f|¥
étant ~1 par hypothése, il existe (selon I, 8) une extension de. cette
fonetion f* € P, Désignons: par R la composante du p.omt D
dans &,—F, par K un cercle tel que px e KCR, par C sa c}rconfé—
rence et par g(«) la fonction identique & f* sur S:—R et & f sur
E—p, On adone ge @ Pn, d'ont (selon II, 4a) g~1 sur Sy— Pny
done sur (. Comme CCR, il vient, en vertu de la définition de g,
(m—po)k"-...~(m-—p,,)k"~1 gur O. Or, les points py,...,pn—1 €tant
situés en dehors du cercle K, en a (ef. III, 8):

s—po~1, ..., B—Pra~1 80T c,
done, en vertu de I’homotopie précédente, (w—p,,)k"~1 sur. C, ce
qui présente la contradiction prévue (avet le th.I, 6, par substi-

tution %=2z-pa).
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3. Lemme1t). Etant donnés un ensemble fermé FCS, et une
fonetion fe .EZ“F, il ewiste un ensemble fini ZCS,—F et une ewtension
e P de g ’

Remarquons d’abord que, 7' désignant un triangle, ¢ son
contour et p son centre, chaque fonction fe 2° admet une exten-
sion f*e "7, Pour s'en convaincre, remplacons 7' par le cercle

j#]<1 et posons 7*(95):]:(;_')‘

Oeci établi, passons & la démonstration du lemme. D’apreés
le th. de Tietze, la fonetion 7 admet une extension fle(éﬂ)"sg.
Soit & ’ensemble des # tels que f,(z)==0. ¢ est donc un ensemble
ouvert et on a FCE. .

Envisageons une triangulation de o, (congu comme surface
@’un tétraddre) en triangles aux cétés de longueur <o(F, 82— G).
Soit W le polygone-somme des triangles (intérieurs et contours
compris) contenus dans G Done FCW. Désignons par g la fonction
partielle f;|W; done geP”. Soient: 4 lensemble des sommets
(des triangles) contenus dans W et B celui des sommets contenus
dans $,—W. Soit enfin ¢ un point du plan & choisi de fagon que
le point 0 soit situé en dehors de tous les segments rectilignes unis-
tant ¢ & g(a) ot ae 4.

Définissons la fonction f* comme suit: 1° pour ze W, soit
M@)=g(z), 2° pour weB, soit f*(x)=g, 3° sur chaque ¢6té (d’un
triangle) non contenu dans W, * est lindaire, 40 p désignant le centre
d'un triangle T non contenu dans W, la définition de la fonction f*
sur T—p est lextension, conforme & la remarque faite au début,
de sa définition donnée sur le contour de T (définition qui se déduit
de 2° et 3%). Bn désignant par Z I’ensemble des centres des triangles
non contenus dans W, il vient f* e P57,

4. 8oit F =FC&,. Chaque fonction f e ¥ est homotope & une fon-
ction rationnelle (dont les zéros et les pbles sont situéds en dehors de F).

Plus précisément: soit Ry, Ry, ... la suite (finie ou infinie) des
composanies de S,—F'; s0it p;e Ry Il emwiste un n tel que

1) f@) = a—p)* .- @—pa)'n, . Tot .o ha=0, we (G
Considérons, conformément au lemme, un ensemble fini Z=

=(¢y--1q,) et une extension f* ¢ P de f- On a d’aprés IV:

@) @~ @—g) e @), Ty ... 1 =0

' ) CL.'S. Bilenberg, Un théoréme de dualité, Pund. Math. 26 (1936), p. 280,

7
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Soit # unindice tel que. Z C R+ ...+ R,. Partageons ensemble Z
en groupes (vides ou non), en rangeant ¢, dans le j-éme groupe
lorsque ¢, € Rj. Pour j fixe, soit Gy 114y, le j-éme groupe. Il vient
selon 1 sur F:

=g, z—q

1 —x
~ “~1, dou ($~q,1)111 “res (—gq, ) @—p) i~
w—pj T

.%“——p]

gy

olL k,=l,1+-~-+l,, (et kj=0 si aucun ¢, n’appartient & E;). En rap-
prodlmnt de (2) cette derniére homotopie (pour j=0,...,n), il vient
sur P

(3) fH@)~(@—po) ... (@—p)",  Tot ot Ba=lg+ ..+ lm=0.

Comme f*(z)=f(z) pour zeF, la formule (3) entraine (1)
(u peut étre supposé défini sur S, selon I, 8).

5. Dans le th. 4, les exposants kg, ky,... sont deéterminés d’une
fagon univoque. )

A savoir: g(z) étant une fonction rationelle arbitraire ielle que
f~g sur F, Dexposant k; est le mombre des zéros est des poles de

cette fometion qui appartiennent & R, chacun compté avec sa multi-

plicité.

Il en résulte que k; ne dépend pas du choix du point p;.

Soit, en effet, g(x)=c-(z— qi)li‘..n(m— q.,.)l’". Posons q2=oo
et ly=—{(l,+...+1m). On a donec la relation (2) (en ometta,n‘t 1 asté}-
risque). En outre, g; (pour j=0,...,m) est un zéro ou pdle & multi-
plicité . En partageant Pensemble gy...,q, €D g'r(fupes comme
dans la démonstration précédente et en posant E=bt ...+,
(avec kj=0 si le j-éme groupe est vide), il vient

@) Ao~ @—p) e @=p) Bt B=lot ot =0,

» étant un entier >n et tel que (qo,...,qm)CRo—i—...—kRy.
Posons k=0 pour j>n. Les formules (1) et (4) donnent

(@—po)o 0 () T~y (Ko—eo) - (KT =0,

Qon ko=Fks, ..., kv=F, selon 2. ‘ .
Lao deu’xién;e partie du théoreme résulte directement de la

définition du nombre k.
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'VI. Cas oit ¥ est un ensemble ouvert GCS, dont le com-
plémentaire n'admet guw’un nombire fini de composantes,

1. Lemme. Chaque ensemble ouvert GCS, est de la forme

(1) G:FI“}'—FQ*I'..., FII:FIICInt(FIl+1)j
o chaque composante de S,—F, admet des points communs avee
Sy— @ et, par conséquent, contient une composante de Sy— G.

De plus, le nombre des composantes de S,—F, est fini; il est
égal & celui des composanies de S,— G st ce dernier est fini.

En effet, &§, étant considéré comme surface d’un tétraédre,
envisageons une triangulation de &, en triangles (ouverts) aux cotés
de longueur <(1/n. Soit H, la somme des triangles (leurs contours
compris) contenus dans @. Soit R une composante de Sy—H,.
Elle contient évidemment un point p d’un triangle (cuvert) 7. Par
définition, il existe un g e T— @ L’ensemble 7-¢ étant connexe
et disjoint de H,, il vient T'+¢CR, done R— G ==0.

Posons By=H, et Fnyy=Hy,,, 00 1/knpy<lin et <o(Fy,S—).
On a donc la formule (1).

Admettons & présent que &y— GF=0C;+...4+Cp, c. & d. admet
in+1 composantes. Les ensembles 0; et ¢y+...+ €14 O+ ...+ Oy
étant fermds et disjoints, il existe un ensemble fermé A4; qui les
sépare?). Soit A=A4A,+ ...+ 4. D'aprés (1) (et en vertu du th. de
Borel), on a ACF, pour » suffisamment grand. Donc F, sépare
chaque couple (},C;(ol j=1) et, par conséquent, chacun des C;
o j=0,...,m est situé dans une autre composante de &,—F,. En
omettant les n— 1 premiers termes de la suite {F,}, la deuxiéme
partie du lemme se trouve réalisée.

2. Soit @ un ensemble ouvert donmt le complémentaire S,—@
est formé d’un nmombre fini de composantes C,...,Cn. Alors, chagque
fonction f e P2 est homotope & une fonction rationnelle (doni les zéros
et les pbles sont situés en dehors de G).

Plus précisément: soit p;e O; pour j=0,...,m; on a alors

1 Ry km 2\
flz)=¢" “')(m Do) "t e (D)™ Kot =0, ue (((5))( .
12y ¢. 4 d. que le complémentaire de A4 ; 8¢ compose de deux ensembles

ouverts et disjoints 'qui ‘contiennént respectivement les deux ensembles fermés
en question. '
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Soit, conformément au lemme 1, ¥,,F,,... une suite d’ensembles
termés satisfaisant & (1) et tels que Sy—Fn=Rpo+...+Bum OU
C;CR,; et ol Rug,..., Rnum sont les composantes de &y— F,. D’aprés
V, 4, on a sur ¥,

f(@)~ (@—po)"0 - .. - (w—pm)

Comme F,CF,, cette homotopie a lieu sur F;. On a done
d’aprés V, 5 kyy=Fky pour j=0,...,m. Posons ki; =k;. Par con-
séquent, f(@)~(@—p)0-. .. (@—pm)™ sur F, et la méme relation
a eusur @ en vertu de (1) et de I, 13, d’olt la conclusion demandde.

Tout comme dans le cas d’ensemble fermé (cf. V, ), les expo-
samis k.., km sont determinés dume fagon univogue. Nous allons
voir, en effet, dans le §4 que kaltcjf-

kn,o —+ .. + kn,m =0.

§3. Rapports aux théorémes de Runge et de Weierstrass.

VII. Rapports aw théoréine de Runge. Soit G un sous-
ensemble owvert de &,. Chaque fonction f e P° esi de la forme
f) =lim (@)™ on  w,e (62
n==co
et oi ru(x) est une fonction rationnelle. La convergence est uniforme
sur chaque sous-ensemble fermé de G; plus encore: & chaque ensemble
fermé FCQ correspond un ny tel que Uon a pour n=ng et xel
f(@) =ra(@)e™®.

Enfin, Cg,Cy,... clant une suite de composantes de S2— G telle
qwon a C-Cy+Ci4...50 pour chaque composanie C de S— G, et
PoyPuy--- Clamt une suite de points tels que pje Cj, les zéros et les
pbles des fonctions 1y,75,... appartiennent & la suite {p;}.

Soit, en effet, Fy,Fy,... une suite d’ensembles fermés satis-
faisant au lemme VI, 1. Soit Rno,Rni,... la suite des composantes
de ’ensemble &,—Fn. D'aprés ce lemme, R,; contient une compo-
sante de &Sy— @; il existe done (R,; étant ouvert) un indice t=1(n,7)
tel que C;-Rny==0, d’ont C;CR,j, donc p;eR,; On a par con-
séquent (d’apreés V, 4) sur Fp:

g € (%2

X) &,
(1) f(@)=e @)™ - (T Pary)

_D’autre part, F désignant l’ensemble fermé donné,. on a en
vertﬁ de (1), p. 334 (et du th. de Borel) FCF,, pout n, suffisamment
grand. La relation (1) est done vraie pour chaque n=7n, et eF.
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VIII. Rapports awu théoréme de Weierstrass.

1. Lemme. QSoient ¥ un espace connexe et Coy...,Cn un sy-
stéme d’ensembles connexes, fermeés et disjoints. Il existe un C avec k>0
qut ne sépare Vespace entre aucun couple Cp, Cy; ¢. & d. que pour chague
couple d’ensembles fermés F et H tels que =F-+H et FH=C,
on a sott, pour tout m, Cn,CF, soit, pour tout m, C,CH.

Procédons par induction. Le lemme étant évident pour n=1,
admettons qu’il soit vrai pour n—1 (>=1).

Supposons que l'indice k=1 ne satisfasse pas & la thése du
lemme. Il est donc légitime d’admettre que F. et H soient deux
ensembles fermés tels que:

(1) X=F+H, FH=(,, C,CF, (C,CH.

La somme et le produit des ensembles F et H étant connexes,
ces ensembles sont eux-mémes connexes13). En appliquant le lemme
(admis pour n—1) & ’ensemble H, considéré comme 'espace, et
au systéme I" des (; contenus dans H, on en conclut qu’il existe
un Crel’ avee k>1 qui ne sépare H entre aucun couple d’éléments
de I

Or, considérons une décomposition:

(2) X=M+N, M=M, N=N, MN=(, C,CHM.

Il s’agit de prouver que 0,,C M pour chaque m.

On a d’aprés (2) H=HM+HN, HMN=C, et ¢,CHM. On en
tire (selon la définition de k) C,CHM pour chaque Cyp el c.ad.
pour chaque 0,CH. Soit, d’autre part, ¢,CF. Or, les formules C,CH
et FH=C, impliquent que F(,=0, c. 4 d. FMN=0. On a donc
80it FM =0, s0it FN=0 (en vertu de la connexité de F); comme
C,CFM, il vient FN=0, d’olt FCM, done ¢,CM.

2. Lemme. BSoient R une région CS, et C,,...,C un systéme
de continus disjoints CR. FEn numérotant les continus Oy ey G
d'une fagon convenable, il ewiste m régions Ry,..., R, telles que, pour
k=1,...,m, on a
(3) BeCRy—Ch  CotCpatCrpat..+CrCRy (00 Re=R).

%) Cf. le corollaire VII de 'ouvrage de M. Knaster et moi, Sur les en-
sembles conmewes, Fund. Math. 2 (1921), p. 211.
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En effet, en substituant B % & dans le lemme précédent, on
en déduit 'existence d’un indice §,>0 tel que tous les C; avee j==1;
sont situés dans une seule composante @ de R—(,. On en conclut
aussitot qu'il existe une région R, telle que R,CQ et (,CR, quel
que 8oit j=F1;.

On définit d’une fagon analogue I, et R, (en remplacant dans
le raisonnement qui précéde R par R, et en supprimant le terme ¢,
du systéme Cy,...,(,), et ainsi de suite.

3. Lemme. Soit G un ensemble ouvert CS, dont le complémen-
taire S,— G est formé d'une suite infinie de composantes dont chacune,
sauf une seule Cy, est isolée. Il existe alors une suite infinie d’ensembles
fermés Fy,Fo,... tels que

() G=F+F,+.., F.CInt(Fop)

et que Sy—F, est formé de n-+-1 composantes contenant respectivement

les ensembles (Cop+ Cnyat Crga+...), €1y Csy.oey Cu (les  composantes

de Sy— @ distinctes de Oy élant numérotées d'une fagon convenable ).
Il existe d’abord une suite de régions Py, Py,... telles que

(5) Co=Py-Py-.c.y PpiyCPp,

et que, pour chague m et chaque composante ¢ de §»— @, on a soit
CP,,=0, soit OCP,,.

Considérons, en effet, &, comme surface d’une sphére et pro-
cédons par induction. Soit Py=d,. Admettons que CyCPp,—y1. Soient:
A, D'ensemble des x tels que o(x,Cy)=1/m et H, 1’ensemble A,
augmenté des composantes ¢ de §,— @ telles que CA,=+0. H,, est
done fermé et C(CPp—i—Hy,. Soit @, la composante de (, dans
P, 1—H,. Comme entourage de Cy, @n admet des points communs
avec toutes les composantes de &§,— @, sauf un nombre fini; chaque
composante de S.— @ étant supposée soit disjointe, soit contenue
dang P,y les composantes qui ont des points communs avec @
sont donc contenues dans Q.. L’ensemble Q,—@ étant compact,
il existe une région P, telle que Qn—G CPn et PCQu. Soit ¢
une composante de S,—@ telle que CPn=0. Donc, (Q.,=+0, d'ol
CCQu—GCPy.

La suite Pg,Py,... étant ainsi la suite demandée, désigngns
par I, le nombre (fini!) des composantes de §,—@ disjointes de Pp.
On peut admettre que 0=Il;<L<ly<... (en remplagant au besoin
la suite Py, P,,... par une suite extraite Pp, P, ...). Soit I'm la fa-
mille des composantes C de Sp—@G telles que CCPpy—P.m; leur
Fundementa Mathematicae. T. XXXIII, 22
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nombre est done l,—Ilnu—; et la série Iy +I',+ ... représente une dé-
composition de la famille de toutes les composantes de &So—&
différentes de , en classes disjointes et non vides. Nous allons
numéroter ces composantes, en effectuant la numération dans cha-
que I, séparément, et définir une suite de régions Ky, Ry, ... de fagon
que Ry,=Pp pour m=0,1,... et que, pour chaque n, on ait:

(6) Rn C Rn—1 "‘Om 0n+1 + Cu+2 ’JI‘ .. C —Rn-

A ce but, remplagons dans le lemme 2 (pour m fixe): R par Py,
C, par P, et le systéme (..., Cy par I'n. On peut done, en numé-
rotant d'une fagon convenable le systéme =0y, 4+1,--.,Cy,
définir un systéme de régions Ry, . ii1,...,Ry,-1 tel que, pour
N=lp+1,...,ln—1, Pon ait:

(7) RHCRH——i‘—On; Pm +0n+l+--~’+‘01mCRn~

La deuxiéme ineclusion pour n=1,—1 implique la premiére
pour n=I, (puisque R, =Pn).

On parvient aingi & une suite infinie de régions R, R, ... satis-
faisant & la premiére des inclusions (6). La deuxieme en est satis-
faite aussi puisque, pour j>l,, on a CO;CP,CR, (0u lnpa<n<ly)-
En outre, en vertu de (5):

) Co=Rq- By - ...

Pour passer & présent aux ensembles ¥y, Fy, ..., nous définirons
un systéme de régions R,o=R, R.i,...,Bnn ol n=0,1,..., comme
suit. En supposant, pour n fixe, que C;CR, ;; ol 1<<j<<n—1,
soit R,; une région telle que C;CR,j B, ;CR._1; et que, pour
chaque @ ¢ R,;, on ait o(x, C;)<<1/n. En outre, conformément & (7),
soit C0,CR,, et RpuCR. 1—R, Posons:

anRn,0+---+Rn,n7 ﬁYnZCSz‘“Gn-
On a Rn,j'R,,,i=0 pour @<j<'ﬂ Car Rn,jCRj,]CRj_q—-Rj et

R CRy;CR—R,CR_,—Ry si
Rn,o . Rn,j C R,,Rj_.].—'_Rj'—' 0

i>0;

Les régions Rpg,...,R.. sont donc les composantes de G,
Puis, FoCInt(Fny), ¢ 2 d. que &,CG,y. Car R, ;CR,y;
pour 1<j<<n—1 et

En,():Rn C Rn~l,0 C Gk—h Rn,n C Rn—l,ﬁ C Gn—-l-
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' in tenant compte de (7'), on déduit facilement des inclusions
précédentes que Gy-Gy-...=Cy+C+..., c.ad. que G=F +Fy,+...

Enfin: )
(7'") C;C Ry pour j=1,...,n et
selon (6) 14).

Cot+Crp1+Copa+...CR,p

4. T hg’oréme. G dtant wn ensemble ouvert satisfaisant aux
hypothéses du lemme 3, chague fonetion e @Y est de la forme

oo k,
z—p \"
(8) f(ac):[ (__n> D on e (E et e
":! r— po n ( ) po o
La convergence est uniforme sur chaque sous-ensemble fermé
de @; plus encore, & chaque ensemble fermé FC G correspond un n, tel
que, pour n=ng et x e X, on a

T—P,\ A Z—p
9 flo)= ) IR
=Dy, XD,
Dans le cas ol oo € Cy, on peut omettre dans Pénoncé précédent
le terme x—p, (en posant py=oo).
Etablissons, conformément au lemme 3, une numération
Gy, Cyy... des composantes de &,— G différentes de €, et considé-
rons la suite des ensembles fermés Fy,F,,... satisfaisant & (4). Soit
Bnoyeiey By le systéme des composantes de S,—Fn; on a les inclu-
sions (7"). Soit p, e C . Done p e R ,,...,p, R .
D’apres 4, p. 332, on a sur F,:
2—P \rn1 Z—P,
fla) = ) I ML
z—p, z—p,
et, comme F,CF,.4, il vient sur F,:

. kn N —_— kn -
f(m)~(: Pl) ERU (ﬂb) i
—po . $_po
Le dernier facteur est ~1 (selon V, 1, p. 330), puisque d’apreés
(7") les points p, et p,+1 appartiennent & la méme composante de
Sy—,, & savoir & Rno. En vertu du théoréme d'univocité (5, p. 333),

on a done:

kﬂ
(
) ey () = Uy (@)U ().

kﬂ,ll ¢
) &'n™ ol v, € (62)°

kmlzku—l«i.i: sy kn.n=kn+l,n
et, en posant k,,=k, pour n=1,2,..., on a la premitre des éga-

lités (9) pour chaque x ¢ F,.

14) Dans le cas particulier oli ¢ est une région, la démonstration du lemme 3
devient bien plus simple.
22%
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Soit, d’: "autre part, F=FCG. D’aprés (4), il existe un n, tel
que FCF, pour n>n, La premiére des égalités (9) est done réalisée
pour chaque # ¢ F. Il en résulte la eonclusion demandée en posant
Uy (@ )-%( %) et %, (®) = va (@) —Vu—1(2)-

. La convergence du produit infini (8) est absolue. Elle ne dé-
pend donc pas de Pordre des factewrs. Bn conséquence, on peut admetire
que la suite Do, Py,... st une suite donnée en avance de points extraits
um & un de toutes les composamtes de Vensemble Sy—@ (avee py e Oy ).

Car, pour chaque @, il n’y a qu’un nombre fini de facteurs

[{#—pn)/(@—po)1ne™™ différents de 1.

Une hy])othese plus restrictive que celle du lemme 5

de déduire du théoréme 4 le suivant:

permet

6. Soit G un ensemble ouvert CS, tel que le point & Vinfini est
la seule Vimite des swites comvergentes de points ewtraits des différentes
composantes de S,—G. Chagque fonction feE[?G est alors de la forme

Ue (('52)6,

o m(z) est une fonction meromorphe sur le plan &* tout entier.

(@) =m{@)e,

En posant dans (8) py=oc0, il vient

(10) f(z)

oo

=[] (a—p,)ne",

P1yDgy--- 6tant une suite de points extraits un & un des différentes

composantes de S,—@. Soient: L,l,... la suite des indices pour

lesquels k;,>0 et 7y,7y,... celle ol %, <0. Admettons que les deux

suites soient infinies (le cas ol 'une des suites est finie est analogue).
Comme lim p,=oo, il existe deux fonctions entiéres:

n==00

(11) m)«n (2—p, ) e, h(w)=ﬁ(m-—p,">“’*"newrn"".

La fonetion méromorphe m(x)
demandée.

Désignons, en effet, par g (x) et h.(z) les n-iémes produits
partiels des produits infinis (11). I1 vient:

() = lim g, (2)/lim & (2) = Lim [g, (@) h, (=),

x)/h{z) est alors la fonction

Soit F=FC@. On a donc sur F, pour » suffisamment grand
(cf. 7, p. 324):

m(w) ~ g,(@)[h,(x) ~ (w—p,l)“’l- . -(as—-p,n)k"'(:c—p,,i) - (a—p, )™

n
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En désignant ce dernier produit par @ (x), on a (en tenant
compte de la convergence absolue du produit (10)):

f(m) = lim ‘pn(x) eull(x)-h..+u1"(x)+u,1(x)+...+u,.n(.r).

On a donc sur F pour # suffisamment grand (cf. 7, p. 324)
fl@) ~ 9, (2) ~mz), d'ou f(z)~m(w).
Considérons la suite Fy,F,,... d’ensembles fermés satisfaisant

4 (4). L’homotopie f(x)~m(z) étant réalisée sur chaque terme de
cette suite, elle ’est sur I’ensemble @ selon 13, p. 326.

§ 4. Multiplicité d’un ensemble par rapport & une fonction.

IX. Fonction feP" oit F est fermd, Etant donné une
fonction rationnelle r(2) et un ensemble X, nous avons défini dans
PIntroduction la multiplicité de X par rapport & » comme le nombre
uyr des zeros et poles de la fonction v appartenant & X, chacun compté
avee sa multiplicité. Dans le cas général ol fe PF, F=FCS, et
ot ¢ est un ensemble-somme de composantes de S,—F (c.a d.
un ensemble fermé-ouvert dans &5,—F'), nous définissons le symbole
45/ en posant

ﬂgf =g

r() étant une fonction rationnelle arbitraire homotope & f(x) sur F.

D’aprés le th. 5, p. 333, p.f ne dépend pas du choiz de la. fone-
tion 7; en outre, si Ry, Ry,... désigne la suite des composantes de
S,—F et si Uon pose:

f(@) ~ (m—py)" Tyt y...=0,

on o ngf:kj et ,uafzkll—[—k',!—i—... pour G=R,+E,+...
On établit facilement les six propriétés suivantes de u.f:
1. (norme) Uf =0=ti5_pf;
2. (additz"uité) fu(}l-l-(ij:'uaj—{_'u&f st G1Gg=0§
3. (homomorphie) vl fy = Bl tels

4. (invariance) st fu~Tu om o pefy =gl
done,

Iy
(L—p)" .y pstj,

f~1 entratne pof=0 quel que soit &;
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. (caractérisation de homotopie) 8i puf=upgpfy powr chagque
(*omposante R, on a f,~f,; par conséquent (cf. 4), Uhomotopie fi~f,
équivaut & la condition

bgly = ngly quel que soit G.
En particulier: f~1 éguivaut & la condition que p f=0 quel
que soit @.
6. (continuité) St 11m fa=1f, la convergence étant uniforme, on o

noly= el pour n au}’fzsammefnt grand.
(Vest une conséquence de 7, p. 324, et de 4.

7. Soit R une composante de Sy—F. Pour que la fonction fe 7
admette une extension f* e PR 4l faut et il suffit que p,f=0.

Posons R=R,. D’aprés 4, p. 332, la fonction f* ¢ P satis-
fait & ’homotopie

(@) ~ (@—p) (@—p ) .. O kgt+Ryt...=0 eb

La fonetion f* étant supposée une extension de f, la méme
homotopie a lieu pour la fonction f (sur ). Done ,uRmf=0.

km =0.

Inversement, admettons que u R, f=0 et que pour x ¢F':

f(z) = 6@ (m—p ) (@—p)*- ... oL wme (&%

Désignons le membre droit de cette égalité par f*(x). Comme
km=0, la fonction f*(x) ne s’annule en aucun point de E,. La fone-
tion f(x) admet donc l’extension demandée sur F+R,,.

X. Fonctions |« P° ot G est ouvert. Soit F un ensemble
fermé-ouvert dans S,—6@, ¢.ad. que P=F et S,—G—F=F,—G—F.
D’aprés VI, p. 335, il existe une suite de fonctions rationnel-
les 7,(x%),75(x), ... dont les zéros et pdles appartiennent & §,—@G et que

(1) fle) = e (69,

Hm 7,(x) e2nt),

n==00

ol la convergence est uniforme sur chaque P*=F*C 6.
Nous admettons par définition que

{2) ppf=Ym ppr .
n=000

Il g’agit de démontrer que cette limite existe et qu’elle ne
dépend pas du choix des fonctions 7,.
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Soit F* un ensemble fermé qui sépare les ensembles F et
Sy—G—F. 1l existe done un G* fermé-ouvert dans S—F* qui
contient F et est disjoint de §,—G—F; d'ot FCG*CE+F, done
F=@G*-@. Soit f* la fonetion partielle f|#*. D’aprés 7, p. 324, on
a f*~vr, pour nz=n, Donec, selon 4, p. 341: o=t Mais
Mg, = Hyt,, DPuisque F=@*—(@ et aucun zéro ni pole de 7,
n’appartient & ¢. On parvient ainsi & la conelusion que, pour n3=n,,
pupr, » une valeur constante égale & ted*s donc indépendante
du choix des fonctions 7, c. q.f. d.

Nous avons démontré en méme temps que

F* étant un sous-ensemble fermé de @, et G* un ensemble fermeé-
ouvert dans Sy—F* tel que F=G*—@, on a

(3) bpl = pgudf* ol f*=f|F*.

Cet énoncé permet de réduire la définition de la multiplicité
par rapport & une fonction définie sur un ensemble ouvert 4 celle
ol la fonetion est définie sur un ensemble fermé.

Posons dans la formule (1):

(4) ra(@) =0, (@—p )0 (2—p,, )

ol p, =00 i 0o e Sa—G eb ol knot ...+ Koy, =0.
On a done selon (2)

(5) e =lim (k4 o)

Ol P, Py oo appartiennent a F.

Dans le cas particulier o &y—6G=Cy+...4+Cn (nombre fini
de composantes), on a selon 2, p. 334:

fla) = (z—py)™
kO"‘ et o :07

- (@—p,)m e,
u e (825, D€ (}.,

Posons dans la formule (1): (z—p, Yem
il vient
(6) fpf = kjiv+...—{—76jy, ol Pjaeos

Remplagons G par F et F par & dans les th. IX, 1-4. Les
th. X 1-4 ainsi obtenus montrent donc que les proprietés de norme,
d’additivite, d’homomorphw ot dinvariance subsistent aussi dans le
cas ot f € P, G élant owvert. Leurs démonstrations s'en déduisent
facilement.

7 (@) = (@—p,)"-

pjsEF, donc ,ucjj=7cj.
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Le théoreme sur la caractérisation de Dhomotopie est également
vrai:

5. 8t wpf,=ppf, pour chaque F, on a f,~f,. Ces deux condi-
tions sont done équivalentes (en vertu de 4).

En particulier, la condition f~1 équivaut & la suivante: Hf=0
quel que soit F.

Posons, en effet, f=f:f,. Supposons que fnon ~1. On en
déduit en vertu du th. 13, p. 326, qu’il existe un ensemble fermé
F*C@ tel qu’en posant f*:f|1f’*, on a f* non ~1. Il existe done
selon 5, p. 342, un G* fermé-ouvert dans S,—F* tel que pgnf* 0.
Posons F=G*—@. Cet ensemble est évidemment ouvert dans §— @,
mais il y est aussi fermé, car

G=GF—TF*, ot F=GF—F—G=GF—G.

11 vient d’aprés (3), pplf =0, Aol ppf = pupf,

Soit »(F) une fonction qui fait correspondre % chaque sous-
ensemble fermé-ouvert ¥ de §,—@ un nombre entier. Admettons
que cette fonction soit assujettie aux deux conditions suivantes:

a (norme) ¥(0)=0=9(S— ),

B (additivitd) »(F+Fy)=v(Fy)+o(F,) si FF,=0.

D’apreés 1 et 2, le coefficient 4yl congu comme fonction de F,
satisfait aux conditions « et f. Comme on verra aussitot, le théo-
réme inverse a aussi lieu; ces deux énoncés caractérisent donc la
notion de multiplicité (congue comme fonction d’ensemble).

6. 4 chaque fonction »(F) normée et additive correspond une
fonction fe P telle que . f=v(F) quel que soit F.
Soit, conformément & 1, p. 334:

(M) G=F{+Fi+.., Fi=FiCInt(Fi.,),

ot §,—F} n’admet qu’un nombre fini de composantes et ou
RE—@=0 pour chaque composante B de §y—F=.
Chaque composante E étant contenue dans une composante

de &,—Fr 4, on peut les numéroter & Paide d*un nombre fini de
gystémes 4;...1, composés de » entiers >0 de sorte que l'on ait:

(8) S$—Fy = ERii.A.f,,s

la sommation étant étendue aux systdmes 4,...4, (n tixe) pour les-
quels R, ; est défini.

Byt C Ry s
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Pogons:
(9) 'Ev"l"'in :Ril'"in“G'
Comme

(10) Ri.iy=2 Ri_;,; (sommation finie),

il vient pour chaque n:

(11) 17'11.‘.1"=$Fi,,..i,,j,
(12) Fi]...l,, By, =0 81 (dy..dy) (L. )y
(13) Qgg’—G IZFI‘IA..{”;

car d’aprés (7) et (8): $— @ = S,—Fi—G = IR, ., —6.

Selon la définition de F%, ona R, ;—& =0, c.ad. Fi.a, 0.
Soit done
(14)

Dty EFil‘..in'
Fil,_‘,-" étant, d’apres (9), (12) et (13), fermé-ouvert dans
S5—@, posons:

(15) kil.,.i,,-_— ”(Fir..i")-
Il vient d’aprés g, (11) et (12):
(16) kilv.vi,,:jz?kil...i,,;

et, d’aprés a et (13), on a pour chaque n
2ky.q,=0.

Consgidérons la fonction rationnelle

(x7)

(18) ra(@) = [1@—p,,_, Pt

Ta() ~ Tqpr(2) sur FJ.

En effet, d’'aprés (14), (11) et (9), on a Dyini€ Ril...in‘ Or,
Ry, étant une composante de $,—F7 contenant les points Pyt
et Doty il vient (cf. 1, p. 330) (a:-—pilmin)/(w—p,l_”lnj)~1 sur I,
d’olt (a‘——pilmln)kll..‘i,lj/(m—-«pllml”i)kil...inj~ 1. Done, en vertu de (16):

(2—p

kg Kiyotpd ~
l'1--~in) llmln/g(”"ptl.,i,,j) veind ~ 1,
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d’ott la formule (19). Conformément & cette formule, s0it 1w, e (&)™
tel que

(20) Tp(@) = Pap1(@) ent1®  pour reFy, uy(@)=0.
Posons:

(21) I (@) =7, (@) el fug,
Il vient suivant (20) et (21):

(22) f.(2) = f,1+l(a:): ... poar xelF7j.
Par conséquent, en posant

(23) fl@)=F (w) pour xeF},

on définit la fonection f sur & de fagon univoque. En vertu de (7),
cette fonetion est continue: feP%.

On a
(24) "

=k, ..
Fq,.‘i,,f iy

En effet, selon (3) et (9) on a u, f:“Rz lﬂFﬁ et comme
il-in 1-+in

selon (23) f|F%=f |[F» on en tire: u, f=p, f|F*=pu
Nty n

r
1yl n?

Riy...ip

=F,
d iy

n

puisque fo~7, sur Fy (cf. (21) et théor. 4). Enfin u, 7
..l

dn
en vertu des formules (18), (14) et (9). )

On a ainsi p,f=»(F) (cf. (15)), si F est de la forme F=F .

Dans le cas ot F est un ensemble arbitraire fermé-ouvert
dans §,—@, il existe un F* fermé qui sépare les ensembles (fermés
et disjoints) F et §,—G—F. En vertu de (7), il existe un » tel que
F*CF;. On peut done admettre que F*=F}. Partageons les systé-
mes d’indices ¢,...%, en deux groupes, suivant que FRy. . 0
ou FRy ;=0, done ot ($,—G—F)Ry;. ;0 (puisque Ry, —G=R0).
Ces deux groupes sont disjoints, puisque les ensembles R, .., sont
connexes et ’ensemble ¥ sépare F de §,—G—F. Par conséquent,
%...1, appartenant au premier groupe, on a (GS’Z—G—F)RH_J”=0,
d’ot By, —GCF, e ad. By 4,CF. On en conclut, en tenant
compte de (13), que F est la somme des ensembles By i, 00 4y,
parcourt le premier groupe. D’ott en vertu de g, (12) et (24), Dégalité
/,cl,j‘:v(F). :
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XI. Caractérisation du groupe B(G). On a le suivant
théoréme de dualite:

1. GC S, dtant ouvert, les groupes B(G) et N(S,—G) sont iso-
morphes 1%). Une isomorphie entre eux s’obtient en faisant correspondre
@ chaque fonction fe @Y la multiplicité #tp I, congue comme fonction
de F. )

Pour s’en convainere, on n'a qu’a tenir compte des théo-
remes X, 1 - 6.

Considérons deux cas particuliers:

2. 8i le complémentaire Sy—G est formé de n-+1 composantes,
le groupe B(G) est isomorphe au groupe G" des poinis entiers de Ues-
pace cartésien ¢ n dimensions 18).

3. 8i §,—G est formé dune suite infinie de composantes dont
toutes, sauf une seule, sont isolées, B(G) est isomorphe au groupe G%
des suites infinies de nombres entiers.

En vertu du th. 1, il s’agit de démontrer que

2. 81 E=C¢t..+Cpn les nt+1 sommandes eétant conmexes,
fermés et disjoints, N(K) est isomorphe & G

3. 8t £=C0y+0,+... est un espace compact, la suite de ses com-
posantes etant infinie et seule la composante C, admetiant des poinis
@ accumulation des autres, R(F) est isomorphe & GN

En effet, dans le cas 2’, on fait correspondre & la fonection
v e &) Pélément k(v)={»(Cy),...,»(C,)} de G". On constate faci-
lement que A(v4v')=k(v)+k(»') et qu’a chaque point {k,...,%.}
de G" correspond un v tel que »(0,)=ki,..., »(Cr)=k,; car on pose
v(O)=—(ky+...+ k) et, pour P=Cj+ ...+, v(F)=ky+ ...+ k;,
ou ky=u(C,).

D'une facon analogue, on pose dans le eas 3':

k("):{v(ol)> 7’(02>1--‘}'
Ttant donnée une suite {ky,k,,...} e G, posons:
w(F):kh-}—...—}— kjm pour F:Cj1+ ...—Q—ij (7,>0);
dans le cas ou F n’est pas de cette forme, son complémentaire X—F
se laisse représenter de cette fagon; on pose alors »(F)=—y(E—F).

Il s’agit de prouver que veR{Z), c. 4 d. que la fonction v est
additive. Soit donc F, -F,=0. Si les deux ensembles F, et F, sont

15) Pour la définition du groupe (S,— @), voir Introduction, p. 319.
6) Cf. un théoréme analogue de M. Eilenberg, loe. cit.. p. 106
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formés d’un nombre fini j>0 de composantes (;, on constate aussi-
tot que (I, + F,) = »(F;) + v(F,). Si l'ensemble (fermé-ouvert)
F, contient une infinité de composantes, il contient nécessaire-
ment O (en vertu des hypotheses faites sur & et ;). Les ensem-
bles F, et F, étant disjoints, on peut donc admettre que F, se

compose d’un nombre fini de composantes F,=C;+...4-C; et que
E—Fy=0y+...+0;, ot m=mn. Il vient E—(F+Fp)=C;,, +...+C,
ot W F\H-Fo)=—F, , ki,

D’autre part, »(Fy)="lk;-+...+k;, et »(F,)
o(Fy)+v(Fy)=w(F,+F,), Aot » e N(K).

Ajoutons que le th. 1 reste vrai en remplagani I ensemble ouvert G
par un ensemble F fermét?). La démonstration en devient bien plus
simple. En effet, pour établir dans ce cas le th. X,6, il suffit de
faire correspondre & la fonction » e W(S,—F) la fonction rationnelle:

(1) Hle)=(x—py)* Bu=2(R,)

Ry, Ry,... étant la suite des composantes de I'ensemble ,—F. Le
produit (1) n’est infini qu’en apparence, car il n’y a qu'un nombre
fini d’indices n pour lesquels k,==0 (8'il existait une infinité des R,
pour lesquels k,>0, le nombre » correspondant & leur somme serait
infini). @ étant un ensemble fermé-ouvert dans S,—F, on a
G=R;+R,+..., doir (cf. IX, p. 341):

pol =k, +k +... :w(Rll)—l—'u(RLJ)—}- coo=v(G).

Le th. 2 reste aussi vrai en remplacant @ par F.

A la place du th. 3, on a le suivant: si $,—F contient une in-
finité de composantes, le groupe B(F) est isomorphe au grouwpe G°
des suites infinies de nombres entiers dont chacune ne contient qu’un
nombre fini de termes ==0. Ajoutons que la base du groupe B(F)

=—kj—...—Fk,, done

-(m—pl)k‘<... ou et pne R,

est définie par la suite des homographies d ZZ; 1 8Dy
graphes peuvent d’ailleurs étre relnplaheées,0 par ges translations
B—P1, &Py ..., 8 00 € Ry.
Enfin, au th. 3’ correspond le suivant: si Pespace & est forme
@'une suite infinie de composantes owvertes, NWF) est isomorphe & G°.
Remarque. L’importance topologique des th. 2 et 3 pour le cas de F

fermé tient surtout au fait qu’ils impliquent Pinvariance du nombre des compo-
sam.tes du. complémentaire; le théoréme de Jordan en est un cas particulier.

..; ces homo-

17) Cf. ibidem, p. 93.
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XTII. Rapports & quelques théorémes sur les fonctions
analytiques, On a les énoncés suivants:

1. La notion de multiplicité est une notion locale: on n’altére
pas la valewr de uf en rédwisant le domaine des x & un ensemble owvert
qui, augmenté de F, constitue un entourage de F.

D’une fagon plus générale:

Soient: G et G, deux ensembles ouverts tels gue GCGCSy, F et F
deux ensembles fermés-ouverts dans S,— @ et So— @G, respectivement
et tels que F=Fy—@. Soit f e P°. On a alors

/'Lpf ol f(]:.ﬂGo

=lim r,(x)eun®, la convergence étant uni-
noo

tpfo=
Soit, en effet, f(x)

forme sur chaque sous-ensemble fermé de @ et r,(x) étant une fone-
tion rationnelle. D’apres (2), p. 342, on a p, fi=p,r, et el =ppr,
pour n suffisamment grand. Comme aucun zéro ni pole de r, n’appar-
tient & @, les mémes zéros et poles appartiennent & F et & F,. Selon
la définition de la multiplicité, il vient u.r =p.7,, d’ott la conclu-
sion demandée.

2. g étant une fonction holomorphe sur un ensemble ouvert et p
un zéro K7 de cette fonction, on a

/Lpg*xky

g* désignant la fonction g réduite aux x tels que g(x)=+0.

On a, en effet g(x)=(x—p)*g,(x) olt g,(#)==0 dans entourage
de p. En prenant pour cet entourage un cercle (ouvert) @, on a done,
(x—p)* sur Q—p; d’otr la con-
clusion demandée en vertu de 1 (en substituant p & F).

Le méme théoréme s'étend aux fonections méromorphes (en
tenant compte toutefois de la remarque p. 318, renvoi 1).

Remarque. Dans les hypotheses du th. 2, on a done
Ho g >0 Cependant dans le domaine des fonctions continues arbi-
trmres, un zéro (isolé) peut avoir la multiplicité 0, ou méme une
multiplicité négative. Les deux fonetions suivantes en fournissent
des exemples:

1
10 g(a)=e ™, g(0)=0. On a pg*=
1

20 g(m):mﬁneﬁm, g(0)=0. On a p g*=—n pour p=0.

0 pour p=0.
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3. Théoréme de Rouché géneralisé. Soient: M un sous-ensemble
fermé de Sy g et g, deux fonctions-éléments de (&Y telles que Don
ait |g,(w)|<|g(x)| pour chaque x appartenant & la frontiére de M.
F et F* désignant respectivement 'ensemble des zéros de g(x) et de
gr(@)=g(x)+yg,(x), on a

tpf=ppf* %),
ol f=g|¢, [*=g*|6*, G=Int(M)—F et G*=Int (M)—F*.

Désignons, en effet, par 'y 'ensemble des « tels que |g(x) | <[ gy(w)|.
Il vient F(CInt (M), FCF et F*CF,. On en conclut que les ensembles
F,F* et F'y sont fermés-ouverts respectivement dans Sy—&, S,—G*
et I—Gy ot Gy=Int(M)—F, Cela résulte des décompositions
suivantes (en couples d’ensembles fermés et disjoints):

Sy =Sy —MAF, S—F=S,—U+F*, S—G=&,—MH+F,.
En outre, F =F—@ et F*=F—G*, car P—G=F—Int(M)+F
et Fy—@*=F—Int(M)+F*. En appliquant le th. 1, on en tire
frfo=tigf et ppfi=pmalt, on fy=flG, et =6,
Reste a démontrer que :”n,fo‘: ,u,F“f;‘, done, suivant 4, p. 341,
que f,~f+ sur F . Or, cette homotopie est réalisée en posant
h(z,ty=g(x)+1g,(2) pour 0<it«1,
car pour e @Gy:
W,0) = g(z)=f (), W(z,1)=g(x)+g,(x)=f5(x) et h(x,t)=0,

puisqu’on aurait autrement |g(z)|=1[g,(z)], donc [g{x)|<|gi(®)],
d’olt z € Fy, contrairement & x e G,.

4. Corollaire. Soient M=MCS, e g (&) oh n=1,2,..
une suite de fometions wuniformément convergeant vers ume fomction
g(z) qui ne s’annule en aucun point frontiére de M. F, ¢t F' désignant
respectivement Vensemble des zéros de g (z) et de g(z), on a pour n
suffisamment grand

pgl=pg f, ot f=g|lInt (M)—F] et f =g |[[Int(M)—F ]

) On constate aussitét (en tenant compte du th. 2) que dans le cas o
les fonctions g et g, sont holomorphes sur Int (M), ppl €6 upf* désignent respecti-
vement les nombres des zéros des fonctions g et g*, chaque zéro étant compté
avec de sa multiplicité.
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En effet, n désignant la borne inférieure de lg(x)| olt @ par-
court la frontiére de M, on a par hypothése 5>0. Il existe done
un ng t 1 que [g,(#)—g(x)|[<y pour n>n,. Posons k (z)=g (z)—g(x).
11 vient |ha(2)|<|g(2)| sur la frontiére de M. En appliquant le th. 3,
on obhtient la coneclusion demandée.

5. La multiplicité p.f est invariante par rapport & homo-
graphie; c. & d. que b étant une homographie, on a
Hmigmy M) =10, (9)-

Ce théoréme sera établi sous une forme plus générale dans
le N XXI. Une démonstration directe ne présente non plus de diffi-
culté (on peut, d’ailleurs, en vertu des théorémes du N X, se borner
au cas ol f est une fonction rationnelle).

§ 5. Rapport de la notion de multiplicité a celle d’indice.

XITI. Définitions et notations. Soit x=_Z(t), ol 01,
une représentation paramétrique d'un continu CC&* sur I'interval-
le J. Soit £(0)=Z(1). Soit peds—C. Ona par définition (cf.p. 328):

1) ind; p=d(z-—p).

Autrement dit, on a, en posant {(I)—p=e9 et ue(E%):
. 1
(2) lndg—p:%[u(l)nit(ﬂ)].

En outre, ind;co=0.
Inversement, Paccroissement se laisse définir & I’aide de Il'in-
dice: soit fe 2% on a
(3) Agf=indg 0,
f¢ désignant la fonction superposée f[{(t)].
D'une fagon analogue, si g ¢ (6%)° et p e Sy—g(C), on a
(4) Aelg(w}—pl=indg: p-

La transformation ¢ de Vintervalle I détermine une transfor-
mation (® de la circonférence |z|=1 (que nous désignons par &).
A savoir: 2at étant l’argument de z (ol 0<{t<{1), nous posons
&a)=t(t). On constate aussitét que la fonetion ¢® est continue:

(5) (&), H=C et (=L().
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Inversement, si g ¢ (&Y%, on a
(6) {(@)=g(z) en posant {(t)=g(e2).

1. 8t indg p=n, on a @)—p~a" (sur S).

Soit, en effet, {(I)—p=e1® olt u(1)—u(0)=_2nas. Définissons
la fonction y=w(z) en convenant que y=u(t)—2nnit o0 x= e~
On a done

pe (6 et v(ermit)=u(f)—2namit.
En posant x=e#, il vient

.‘rn’.u(x) — gznm‘i ) ell(f)»~2nﬂi[: eu(t) —_ co(m) __p

2. Pour que la fonction I soit une homéomorphie, il faut el
il suffit que Don ait £(t)==L(t') pour chaque couple t==1t', sauf lorsque
[t—t"] =1.

En effet, si ¢(:)=¢(#), on a CD(m)zéo(as’) pour g==e2rit gt
#'=e En supposant, que {° est une homéomorphie, il vient
z=ua', d’0h soit t=t’, soit |t—1'|=1.

Inversement, si (%(x)=("(2') et w=et, g’ =g, on g
{@)=((¢'). On a donc soit t=t', soit [t—t'|=1, d’olt e27it= g2nit
done z=uzx'.

X1V, Théorémes auxiliaires,
1. Soit ged,%, & eétant un espace compact. 8i les points p
et q appartiennent & la méme compos;mte de S,—g(%), on a

g(@)—p
1) . @) —q~ 1 (sur &).

8i p appartient a la composante non-bornée de S.—g(&E), on a
g(@)—p~1.

On a, en effet(p.330,V,1): g:—‘z~l sur g(&). Il vient y%pze"@),

v e (&), done gg—g—:—zze“"" olt wu(w)=1vg(z), d’ot la relation (1).

La deuxitme partie s’en déduit en posant g=oco.

2. Dans Vhypothése supplémentaire que la fonction g est biu-
nivoque, le théoréme inverse est vrai, c. & d. la condition (1) implique
que p et g appartiennent & la méme composante de Sa—g(&F).

8i g(x)—p~1, le point p appartient & la composante non-bornde
de (’Sg“‘g(&j).
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Soit, en effet, x="h(y) la fonction inverse & y=g(z). En ad-

mettant (1) et en posant v(y)=uh(y), on a -g—g%zl;::e”m, done
y—p ‘

v q:ev@? sur g(&), don YL,
) D’aprés V,2, p. 331, p et ¢ appartiennent & la méme com-
posante de &§,—g(&).

En particulier, si g=o0, on en conclut que p appartient 3 la
composante non-bornée.

3. 8t p et q appartiennent & la méme composante de Sy—C
ol C={(J)CSp, on a indyp=ind;q. 8¢ p appartient & la compo-
sante non-bornée, on a ind;p=0. 8i {® est une homéomorphie et p
appartient & une composante bornée de §y—C, on a ind; p =0.

Posons, en effet, dans les énoncés précédents: g=¢° et F=d.
Tl vient £(w)—p ~"(x)—g sur &, d'on ind;p=ind;q en vertu
de XIII, 1. En particulier, si g=oo, il vient ind; p=0. Si ¢° est une
homéomorphie, on a selon XIV,2, %2)—p non ~1, d’ou selon
XIII, 1, ind:p==0.

La derniére partie du th. 3 sera précisée (cf. XV,1) en vertu
des théorémes qui suivent.

4. Soient: {(T)=C, {* une homéomorphie, 12 e P eS—C.
8i ind; p=1 et Adcf=n, on a flz)~(z—p)"

Posons, en effet, {(1)—p=e"9, w(1)—u(0)=2n% et fi(t)=e"®,
v(1)—(0) =2n=ni. Définissons la fonction y=w(z) pour zeC, en
admettant que w(x)=v(t)—nu(t) ol 2={(t). Bien qu’h x={(0)=L(1)
correspondent deux valeurs de ¢, la fonction w est définie d’une
fagon univoque, puisque v(1)—nu(l)= (v(O)+ 2mz'£) — (Enni—]— nu(O)) =
=v(0)—nu(0). Done w e (E)° et wl(t)=v(t)—nu(t). Il vient

(Z(t)_p)newé(f) — M) | pu—nuld) _ o(0) =f£(t),
d’olt (z—p)er@=f(x), en posant z=,(%). .

5. Soient A la circonférence |z—p|=r et g e (&) une transfor-
mation homéomorphe de A en la courbe simple fermée C=g(A). 8i q est
un point de la composante bornée D de S,—C, on a g(x)—q~ (mh«p)ﬂ.

Envisageons d’abord le cas ot ' est une circonféremce de
centre ¢ et de rayon s. Porons ((f)=p+re2"® ol 0<{i<<1l. On
a donc A=¢(J). Il vient

go(8) — g =gt () — g0 = 70,

ot ¢ est une fonction continue & valeurs réelles.
Fundamenta Mathematicae. T. XXXIIL. 23
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Supposons, par impossible, que lp(1)—@(0)]>1. 11 existe alors
un i, tel que i@(ty)-—@(0)|=1. Par congéquent:

9L (o) =45(0), L(t) =£(0).

De 1a résulte, selon la définition de ¢, que emth=1, ce qui
est impossible puisqu  0<Zp<C1.

On a done |p(1)—p(0)| <1, d’ol indg g1

D’autre part, indg; ¢=0. Cette inégalité résulte de la derniere
partie du th. 3, en tenant compte du fait que, pour {==i et [t—t'|<1,
on a gt(t)F=gl(t’) (cf. aussi X111, 2).

Ainsi, indg ¢=-1. En substituant dans 4: C=A, fley=g(x)—q
et en tenant compte de XIII (4), il vient g(@)— g~ (m—p)*".

Dans le cas général, désignons par 4,la circontérence |z—p|=7/2
et par C, la circonférence d'un cercle déerit du centre ¢ et contenu
dans D. D’aprés un théoréme de la topologie du plan, ’homéomor-
phie g de A en C se laisse étendre 3 une homéomorphie g* des deux
»anneaux circulaires® compris respectivement entre A, et A et entre
C, et C; de sorte que g*(4,)=10C,.

Posons:

h(@,t) =g*[p+(z—p) 1—)]— 1

e2aiplty) = ¢2mip®,  d’oll donc

0<i<<l et wed.

+
1 vient h e @**7, h(w,0)=g(x)—q et, en posant go(m).—.g*(@_i_),
on a h(w,1)=g,®)—g. Donc g(@)—q ~ g{2)—9q et, g, étant une
transformation homéomorphe de A en Cp on a — comme nous
venons de montrer — go(m)—q~(m—p)i1, d'ott g(z)—g~(z—p)*

XV. Parcours positifs et négatifs. Soit ¢ C&2 une
courbe simple fermée et y={(?), 0<<1<<1, £(0)=¢(1) sa représenta-
tion paramétrique. Si ¢® est une homéomorphie et i ’on a indyp=1
pour chaque point p appartenant & la composante bornée D de
S0, ¢ est dit un parcours positif de la courbe C.

Si Uon a constamment ind; p=—1, le parcours est dit négatif.

1. 2° étant une homéomorphie,  est soit un parcours positif,
soit négatif de la courbe C={(J).

Remplagons, en effet, dans XIV,5, A par S et gpar . I
vient £°()—p ~a~", Aot ind; p=-1 en vertu de XIIL,1. En outre,
d’aprés XIV,3, ind;p a une valeur constante (pour p e D).
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Si le parcours y={() est positif, le parcours y={(1—1) est
négatif. Chaque courbe simple fermée admet done deux parcours:
Pun positif et 1’antre négatif.

Le th. XIV, 4 impligue le suivant:

2. Soient { un parcours positif de la courbe €, fe PC et peD.
8i Agf=m, on a f(z)~(z—p)"

On encore: si ge (&) et geSy,—g(0), on a

9(@)—g~ (z—p)" .

XVI. Rapport a la multiplicité, Le th. XIII, 1 entraine
aussitét Pidentité:

1. inds p = pug[C(@)—p] ok Q désigne le cercle |x|<1.

2. Sotent: & un parcours positif de la courbe CCE?, D la compo-
sante bornée de Sy—C et feP°. On a :

1) pipf=4,f=ind 0.

Parsuite: si g e (8°—q)°, on a #plg(@)—g)=indy g.

Soit, en effet, p ¢ D. Soit conformément & V,4, H@)~(@—p)".
Done selon IX, p. 341, u,f=n. D’autre part, 4;f=n selon XV,2.

D’une fagon analogue:

2'. 8i D, est la composante non-bornée de S,—C et &y est un
parcours négatif de C, on a !‘p,f:Ag,fzindfg,()-

Soit £(8) =&,(1—1t). ¢ étant un parcours positif, la formule (1)
est réalisée. Comme ny+,¢le=0 (cf.IX, 1 et 2) et dgf=—Af,
on en tire la relation demandée. :

Soit GC, un ensemble ouvert. Admettons que p soit un point
isolé de Densemble S;,—@G. On peut donc Pentourer d’un cercle
(ouvert) D de centre p tel que D—pC@G. Soit € le contour de D;
on peut admettre que coed,—C. On a le théoréme suivant:

3. Pour fe@% on a p,f=df*=ind,;0, ot f*=f|C et 0% {
est un parcowurs positif ou négatif de C, suivant que p=Foo 0 p=0c0 19y,

19) On voit ainsi qu’étant donnés: une fonetion ge (6% et un zéro isolé p
de cette fonction, et qu’en désignant par f la fonction g réduite aux z tels que
g(x)+0, la multiplicité ,u,pf coincide avec ,lindice* du point p dans le sens
employé par MM. Alexandroff-Hopt, op. cit., p. 470 (,Index* oder ,Viel-
fachheit einer 0-Stelle«).

4i Pensemble F des zérog de la fonction g est fini, upf coinecide done
avee le ,nombre algébrique des zéros* de g.

23+
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On a, en effet, /upf:,upf* selon X (3), p. 343, et ,uD]"*=A€f*
selon 2 et 2.

Soit, & présent, B une région dont le complémentaire est formé
dun nombre fini de composantes: Sy—E=Cy+...+C,. Chacune
.de ces composantes étant un continu qui ne coupe pas &y, on peut
1a séparer de toutes les autres & 'aide d’une courbe simple fermée.
En raisonnant, comme auparavant, on a le théoréme suivant:

1. Soit { e PF. Si la courbe simple fermée K CE® seépare le con-
tinu C; de tous les Oy avec 1=E], et 53 D désigne la composante de Sy— K
qui contient Cj on a

o= Acf"=ind, 0 oi f*=f|K,

¢ étant wn parcours positif ou négatif de K suivant que D est borné
ou non-borne.

Le th. 3 permet aussi de caleuler u,f dans le cas ol f est dé-
fini sur un ensemble fermé:

5. Soient F=FCd,, R une composante de S,—F, pe R et fe P
Soit f, une ewtension de | sur Despace S, privé d’un ensemble fini Z
de points tel que ZR=p (f, est p. ex. le membre droit de la formule
V,4 (1), p- 332). On a alors pyf=puf,.

(Pest une conséquence directe de X (3), p.343, en y rem-
plagant G* par R, F* par P, F par p, f par f, et @ par §,—Z.

XVII. Continus et ensembles élémentaires. Leur ca-
ractéristique. Soit D,...,D, un systéme de disques tels que

D;D,=0 pour j 1. Soit 4 le continu ,élémentaire” Sy— (Do+ ...+ D)

(cf. p. 321). Par définition, la frontiére C; de D; est une courbe
simple fermée. En désignant par B la frontiére du continu 4, on
constate aussitét que:

1. B=0g+...4C,
En posant I=Int(4) et E;=dS,—D;, on a
2. I=E,—(Dy+...+D,),

ear I=8,—Dy+... + D,= &8, — Dy—(Dy+...+D,,).
3. '8—B=I+D,+..+D,,

les sommandes étant les composantes de §,—.B.
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La multiplicité de I relative & une fonction fe P® s'évalue
facilement & 1’aide de 1’indice. On a, en effet:

4. P‘zszgofo+"‘+A;"fn:indgo 0+...+ ind];n 0,
on f}.: fIO’j et on {; désigne un parcours négatif ou positif de €, suivant
que D; est borné ou non-borné.

Autrement dit (ef. Introduction, formule (5), p. 821):

u,f = car f.
* Emn effet, il vient selon IX, 1, 2 (p. 341) et XVII, 3:
il o f4tpy, =0

D; étant fermé-ouvert dans &§,—C;, on a (selon la définition
du coefficient u):

/‘Djfzﬂpjfj et 'uDj-fj:hAgjfj
en vertu de XVI, 2 et 2'.

Le th. 4, rapproché de IX,7 (en y substituant B & F et I 3 B) implique
les deux suivants:

5.8 feP4, on a Agofo+...+;l§nfn=0”), e.& d. car, (f{B)=0.
6. Si feP ot A fot-trdy ,=0, la fonotion f admet une extension fre 24,
Soit 4 un ensemble élémentaire:
A=A +...+Am
les sommandes étant des continus élémentaires disjoints.

En désignant par I Pintérieur de A4, par B sa frontidre et en
conférant un sens analogue aux symboles 4; et B, on a

7. I=I+..+I, e B=B}..+Bn
En conséquence:
8. I, est une composante de &,—B.
Soit e 5. En posant f,=f|B,, on a donc ‘ulzf:'ufrf" d’ol
en vertu de 7 et IX,2:
pf = pp f4 et F=ppfib ety fo
%) Dans des hypothéses de régularité faites sur f et le contour B de 4, on a
_1 (1@
Agr—ﬁf—f(—:ﬁ(h
B

et le th. 5 résulte alors du th. de Cauchy de la Théorie des fonctions ana-
lytiques.
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Comme car,f=car, f+...+car, f, on a finalement:
A A, m

9. u,f=car,/,
formule qui permet de caleuler la multiplicité & Paide de Pindice.

Remarques. Soient A un ensemble dlémentaire et g e (&M
Admettons que g(z)==0 pour z<B et posons f=g|B. 8i cary f=0,
il emiste un m, tel que g(xo)=0"%).

(Pest une conséquence directe du th. 5. Plus précisément:

Si Vensemble F des zéros de la fonction g est fini, le ,mombre
algébrique” de ces zéros (cf. le renvoi, p. 385) coincide avee caryf,
done avec p,f®).

Ce dernier énoncé est un cas particulier du théordéme suivant:

Soient M=MCS, et he 8. Désignons .par I Vensemble
des w tels que h(x)=0 ou co. Admettons que, B désignant la frontiére
de M, on a FB=0. Alors, en posant h|B=f, I=Int (M) et G=I—F,
on a Dégalite
(1) l"’pf::up(h[G)-

Il existe, en effet, un ensemble ouvert HHOM et une extension
1* ¢ S5 de h qui ne s’annule en aucun point en dehors de M; car en
vertu du th. de Tietze, la fonction f admet sur un entourage de B
une extension qui ne s’annule en aucun point.

Or, Q’aprés (3), p. 343 (en remplagant F* par B, f par k¥ H—F,
G par H—F et G* par I), il vient p f=p (h*|H—F) et d’aprés XII,1
(en remplagant G, par G, @ par H—F, f par W*H—F et F,par F),
on a p (h*|H—F)=py(h|@), dob Pégalité (1).

XVIII. Fvaluation de u,f a Vaide de Pindice, pour
jeP% ot G est ouvert. Nous établirons d’abord quelques lem-
mes topologiques,

1. R dtant une région dont le complémentaire S,—R est wn con-
tinu, il ewiste une suite de disques Dy, D, ... telle que

(1) R=D;+Dy+... o0& D,CDpy1

En effet, §,—R étant un continu qui ne coupe pas &, on
démontre facilement qu’il est le produit d’une suite infinie de dis-
ques Hy,Hy,... tels que B,D B,y 11 suffit de poser Dp=Sy—E,.

a1y Cf. le ,théoréme d’existence de Kronecker¢ (cas n=2) chez Ale-

xandrofi-Hopf, op. cit., pp. 467 et 470.
22) Cf. ibidem, p. 472, th. II.
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2. Chague continu CCS, est de la forme
(2) C=A4,-4,-... ot A,,CInt(4,),
A, édtant un continu élémentaire.

Soit, en effet, R,,R,,... la suite des composantes de &,—C.
Comme &,—R,, est un continu??), on a selon le lemme 1:

(3) Ryn:DmI+Dm2+~~- ol EmnCDm,n+la
Dy, étant un disque pour tout m et n. Posons:
(3’) An: 52_(D1n+D2n+-~-+Dnn)-

Il vient en vertu de (3):

DSy —A, :.Z;Du‘}-z;Dzj—I-m:R1+R~z+-~:52*07
J= J=

n=1

d’on la premiére des formules (2). La deuxiéme résulte de (3') et (3):

Sy—A4, = Dig+ ..+ Dua CDingr+ oo+ Duntt + Dattinrr = Sp— Anta-

Enfin, 4, est un continu élémentaire, ecar
Djlz'ﬁln CDj,"_H '-DI,n+1 CR]".RIZ 0
3. Chague ensemble fermé F C S, est de la forme

(4) F=A4,-4,-..

(7 ==D).

ot Anpr CInt (4,),

A, étant un ensemble élémentaire.
Nous allons représenter F d’abord sous la forme

(5) F=F,-Fy-.. ot FouCInt(F,) et F,=Fyt+..+Fu,

les sommandes étant des continus disjoints (en nombre fini).

On a évidemment F=G;-Gy-... et G,  CG, ol G, est ouvert.
801t Ry1,Rusy... la suite des composantes de G,. En vertu du th. de
Borel, il n’existe qu'un nombre fini d’'indices j tels que FR,; == 0.
Désignons par G leur somme et posons F,=G@% On constate fa-
cilement que les conditions (5) sont réalisées.

Passons & la définition des ensembles 4,. Soit, conformément
8 2, Ay 4, un systéme de continus élémentaires disjoints
tels que

(6) F,;CInt(4y) et 4,CInt (Frey) (o Fy=d,).
28) (f. Sur les ensembles connezes de M. B. Knaster et moi, Fund. Math. 2
(1921), th. X.
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Posons A,=Ap+..+A4u,. On a donc
F,=Fp+ ...+ Fn,ClInt (4,)
et la deuxiéme partie de (6) entraine
Anpr=Ani11+ o+ dugs, iy, C Int (F,) CF,CIng (A.,,).
Enfin, 4,1 CF,CA,, d’ot D’égalité (4) en raison de ().

Les lemmes établis, donnons-nous un ensemble ouvert G Cd,,
un ensemble F fermé-ouvert dans S,—@ et une fonction fe P°.
Les ensembles F' et S,—G—F étant fermés et disjoints, il existe
en vertu du lemme 3 un ensemble élémentaire 4 tel que

FCInt(Ad) et A-(Sy—G—F)=0, c.ad. ACGLF.

En désignant par B la frontidre de 4, on a donc B C@, de
sorte que la fonction f est définie sur B. Soit f*=f[B. L’ensemble
I = Int (4) étant fermé-ouvert dans §,—B, on a selon (3), p. 343
(en remplagant F* par B et G* par I) upl =, f*. Rapprochée
de XVII, 9, cette éga’ité donne le théoréme suivant:

4. ppf = car, f*,

qui rameéne la définition de la multiplicité & celle de la caractéri-

stique, donc & celle de ’indice.

§ 6. Transformations homéomorphes.

XIX. Transformations des courbes simples fermdes.
Soient: OC &* une courbe simple fermée, D une composante de Sy— C
et f ¢ P° une homdomorphie. Si le point 0 appartient & la composante
non-bornée de Sy—f(0), on a p,f=0. §'il appartient & la composante
bornée, on a p,f=41, suivant que le parcours f¢ de f(0) est positif
ou négatif (£ désignant un parcours positif ou négatif de ¢ suivamt
que D est borné ow non-borné }; par conséquent, si D est borné, on a
@) ~ (@—p)*' pour p e D. ’

Comme 5,5 =—u,f, 11 suttit de considérer le cas olt D est
borné.

En posant n(t)=fi(¢), la tran:formation (=), ol zed, est
une }mméomorphie. Car 2 étant Pargument de 2, on a selon la dé-
. finition de #° lidentité n%2)=n(t)=Ff{(t); I'hypothése 7°(2)=n%z")

entraine donc fZ(t)=fi(t'), d’olt {(ty=¢(t’), done t=t' ou [t—t'|=1.
D’aprés XII1,2, #° est une homéomorphie.
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Si le point 0 appartient & la composante non-bornée de ,— f(C),
on a (’aprés XVI, 2 et XIV,3: p,f=ind 0=0. 8’1l appartient
3 la composante bornée, il vient (en substituant dans XV,1 f£ &
et 0 & p) indp0 =41, suivant que le parcours 7 de f(C) est positif
ou négatif; on a donc selon XV,2 u f=1 ou u,f=-—1 respecti-
vement.

XX. Rapports aux homographies. On a d’abord le théo-
réme suivant:

1. Théoréme. A dtant un continu élémeniaire, chaque homéo-
morphie f e P* est homotope & une homographie.

Soit Sy—A =Dg+ ...+ D,, somme de disques tels que D;D;=0
pour j==1. Soit p;e D;. On a selon V,4 p. 332:

f@) ~ @—p)to-. .. (@—p ), ket ...+ k=0

Il s'agit de démontrer que |k;]<1 et.que la condition k;=0
entraine k;=k pour j==I. En supposant qu’il n’en est pas ainsi,
on peut admettre que soit |kg|=>2, soit [ke+ %,]>2. Désignons par k
le nombre k, cu le nombre k,-+k,, suivant le cas qui se présente;
d*une fagon analogue, soit G =D, ou @ =Dy+D;; enfin, soit
H=d,—A—@G.

Il existe évidemment une courbe simple fermée C C&? qui
sépare @ de H. On a donc ¢ CA et, en désignant par D la compo-
sante de S,—C qui contient @, il vient

pel = pp(f10) et Jup(fIO) <1
gelon XIX. D’autre part (cf. IX,2, p. 341), u,f=F et, en vertu de
la définition de k, |k|>2, d’ol la contradiction demandée.
Un théoréme analogue concerne les régions. Nous allons en
baser la démonstration sur deux énoncés qui suivent:
2. Chaque région RCS, est de la forme

1) R=A,+ Ay+... oi A,CInt(dnp),

A, dlant un continu élémentaire.

En effet, on démontre facilement qu’il existe une suite de
continus A¥,A$,... satisfaisant & la condition (1). D’autre part
en vertu de XVIII, 2, on peut faire correspondre & chaque A% un
continu élémentaire ¢, tel que A45CInt(C,) et C,CE. Or, défi-
nissons les continus élémentaires A, par induction: soit 4,=0;
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A,C B supposé défini, soit k,>n un indice tel que 4,C A} (’existence
de k, résulte du th. de Borel) et posons A,4;=0C,. On a done
A, CA; CInt (0 )=1Int (4,1).

3. Soient GCS, un ensemble owvert el fe P% Si la multipli-
cité upf n'admet (pour F variable) que trois valewrs ¥, 0 et —k%),
on a

(2) () ~ (ff{;)h

Désignons par Fy, X7, et F_; les trois familles d’ensembles F
pour lesquels u.f est égal respectivement & &, 0 et —#%.

Nous allons montrer d’abord qu’étant donné un systéme d’en-
sgmbles Fy,...,F, appartenant & la famille ¥, leur produit 7,-...-F,
lui appartient aussi. Procédons par induction, Notre énoncé étant
évident pour n=1, admettons qu’il soit vrai pour un indice n(>1).
Soient F, e ¥y, ..., Fpyre Fy. Posons P=F,-...-F,; et considérons
la décomposition F;=P+-(F;—P) en deux ensembles disjoints et
fermés-ouverts dans §,—@G. Il vient (selon IX,2, p. 341):

(3) k:,quf:ﬂPf+/LFj_Pf,

Done, en supposant que u,f=0, on aurait Up_pf =k pour
chaque j; d’ou A5 —py1 (r—py] =2k, contrairement & l’iypothése.

En supposant que u,f=—Fk, on tire de (3) bp _pf =2k. Le
seul cas possible est done celui ol upf=k, c. & d. ol ‘lgPe xI.

Ceci établi, on en déduit I'existence d’un point p qui appartient
kY ’_nous les ensembles-éléments ¥ de k). D'une fagon analogue, il
existe un ¢ qui appartient 4 tous les ensembles-éléments de I,L.

Le complémentaire &,—G—F d’un élément de ¥, appa,rtienlt
& Fyy (selon X,1) et il en résulte que ¢ n’appartient A aueun 61é-
ment de Ky, ni p & aucun élément de F_,. /

Inversement, si p e F et ge §,—7F, on a F ¢ F,. Soit, en effet
F, e Fy. Doncp e F, et g e §—Fy, d’ott (F,—F) ¢ I, et (F—H) € F’
Comme F,=(F,—F)+-FFy, il vient FF, ¢ Fy, Aol Fe F, en lra,iso(;
de Didentité F=(F—F,)-+FF,. '

*) Dans la démonstration du htéordme 4, qui suit, on pose k=1.
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On parvient ainsi & la conclusion que F; est la famille des
ensembles F (fermés-ouverts dans &,— @) tels que p e F et g € So—F;
de méme, F_; est celle des F tels que geF et peS,—F; enfin, I,
est celle des B tels qu'on a soit peF et geF, soit pedp—F et
ged—F.

T— DIk
En posant r(a:):(i——%) ,on en conclut aussitot que g r est
égal & &, 0 ou —k, suivant que F appartient & Fy,F, ou F_,. On
a done u,f=p,r quel que soit F fermé-ouvert dans d.—G. Cela
implique en vertu de X,5, p. 344, que f~r.

4. Théoréme. R CdS, dlant une région, chagque homéomorphie
f e PR est homotope & une homographie.

En vertu de I’énoncé 3, il suffit de prouver que |u,f|<1 quel
que soit F' fermé-ouvert dans S,—R. Or, F et Sy—R—F étant fermés
et disjoints, il existe un F* fermé qui les sépare. En raison de
Pénoncé 2, on peut admettre que F* est un continu élémentaire
(puisque F*C A, pour n suffisamment grand). Le complémentaire
de F* étant formé de deux enmsembles ouverts disjoints dont T'un
contient ¥ et Pautre S;—R—F, désignons par G* le premier de
ces deux ensembles. Selon X (3), p-343,on a u f=ugf* ol f*=fF*.
Or, f* étant d’aprés le th. 1 homotope 4 une homographie et la
multiplicité relative & une homographie ayant évidemment la va-
leur absolue <1, il vient en raison de X,4 |ugf*|<1, dolt JupfI<L.

XXI. Homéomorphies positives et négatives.
1. GC S, dtant un ensemble ouvert et ge (&) une homéomorphie,

on a
1) yp[g(w)—-g(p)]z 41 quel que soit p e G ).

De plus, si G est une région, la valour de ,up[g(w)—g(p)] est
constante 28).

Soit, en effet, p un point donné de G. Posons h(z)=g(z)—g(p).
Tia fonction h ne s’annule gu’au point p. En posant H=6G—p et
h*=h|H, on a done 7* e P” et p est un point isolé de S—H.
Soient: D un cercle (ouvert) de centre p et ¢ sa circonférence. Ad-
mettons que D+CCE. La fonction h étant une homéomorphie,

%) Bien entendu, la variabilité de = est restreinte dans cette formule & G—p:
) Voir Alexan droff-Hopf, op. cit., p. 475.
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I'ensemble h(D) est borné, »(C) est une courbe simple fermée et le
disque h(D) est (en vertu de I'invariance de la notion de point in-
térieur) la composante bornée de Sy—h(C). Comme 0=h(p) € k(D),
on a selon XIX, 1 u,(hl0)=-=+1, d’ott 'égalité (1) (cf. X (3), p. 343).

Admettons & présent que G est une région. Soient p,ed,
p,e@ D un disque tel que pg,p,eD, DCG et ¢ la frontiére
de D. Posons hj(w):g(w)—g(pj) pour j=0,1. Il vient, comme
guparavant, ijhj:pD(hj[C). Comme g(p,) et g(p,) appartiennent

4 g(D), qui est une composante de S,—g¢(C), on a d’aprés p. 352,1
9(@)—g(po)~9(2)—g(ps) sur C, c.8d. (he|0)~(1|C), ol (ct. p.341,4)
MD(hO[C'):/,LD(hl]C'), done '“)lnho:fup,hl'

Définition. RCJ, étant une région et ¢ une transformation
homéomorphe de R en sous-ensemble de &, ¢ est dite une homéo-
morphie positive si 'on a ,upl'_g(m)——g(p)]:l pour chagune point p
tel que g(p)=roo.

8i Pon a pu,[g(@)—g(p)]=—1, ’homéomorphie g est dite né-
gative.

L’ensemble R privé d’un seul point étant une région, chaque
transformation homéomorphe ge Sy est—en vertu du th. 1, qui
précéde — une homéomorphie soit positive, soit négative.

On voit aussi que, pour démontrer que ’homéomorphie ¢
est positive ou qu’elle est négative, il suffit de connaitre la valeur
de ,up[g(w)*g(p)] pour un seul point p (tel que g(p)==co).

Il en résulte en vertu du th. XVI, 3, p. 355, et p. 351 (4) que

- 2. D étant un cercle (ouvert borné) de centre p tel que DC @ et
gue indg g(p)=1 (o { est un parcours positif du contour de D),
Phoméomorphie g est positive.

Les homéomorphies positives sont donec bien les transformations
qui n’altérent pas Porientation de la région considérée.

Envisageons & présent quelques cas particuliers.

3. RC &’ étant une région telle que E'—R est connexe et g e (EHF
wune homéomorphie, la condition nécessaire et suffisante pour que g soit
une homeomorphie positive est que 'on ait pour chagque p € R

(2) 9(@)—g(p) ~2—p sur R—p.

On a, en effe::, selon p. 334, 2 (en posant py=o0) la relation
9(#)—g(p) ~ (@—p)’, et comme u [g(x)—g(p)l=F, il vient k=-+1,
suivant que I’homéomorphie est positive ou négative.

icm

Homutopie et Fonctions analytiques 365

On démontre d’une fagon analogue que
4. Une transformation homédomorphe de &, en &S, est positive
dans le cas et seulement dams le cas ot Uon a

i

SUr So—p— Py OU )= oo.
P 2 —P—"Po 9(Do

gla)—g(p) ~
En particulier, si p,=oco, on a la relation (2).
Tl en résulte que toute homographie est une homéomorphie positive.
Car
ax—>b

cx—d

ap—b T—7P
ep—d A

R d
et ol po=
et ol A est une constante (on suppose que ad—be==0).

Comme exemple d’une homéomorphie négative de sy cONSi-
dérons la fonction g(a-+1if)=a—if, c. & d. g(a:):}aof:w. On constate
aussitét que, pour £(t)=e>", on a indy 0=—1, d’otl la conclusion
demandée en raison du th. 2.

Le th. 2 implique aussitét le suivant:

5. Etant données dewx régions B;CR et une homéomorphie g Sy,
si la transformation partielle g|B, est une homdomorphie positive,
la transformation g Pest également. ‘

6. La tramsformation inverse & ume homéomorphie positive est
une homéomorphie positive.

Plus précisément: soient B ume région et y=g(x) une homéo-
morphie positive transformant R en Q; alors, la transformation in-
verse x=h(y) est une homdomorphie positive.

Soit, en effet, D un cercle (ouvert borné) de centre p==0 tel
que DCR et oo S,—g(D). Posons g=g(p) et H=g(D). On a par
hypotheése u,[g(x)—g(p)l=1. La méme égalité a lieu en restreignant
la variabilité de # & D (cf. th. 5). Donc, selon th. 3, on a

g(x)—g(p) ~2—p

sur D—p, ¢ & d. g(a)—g(p)=(@—p)e=.

En substituant h(y) & @, il vient y—g~h(y)—h(g) sur H—yq,
done pg[h(y)—h(g)]=1 en vertu du th. 3. D’olt la conclusion de-

mandée.
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7. Soient: GCS, un ensemble owvert ou fermé, F unm ensemble
Fermé-ouvert dans S,—G et { ¢ P°. La multiplicité u,f est invariante
par rapport auz homédomorphies g positives tramsformant &, en Sy;
c.ad. que 'on a

(3) ey 19(2) = pp f(Y)-

En particulier, la multiplicité est un invariant de ’homographie.
Considérons d’abord le cas ol f(y) est une fonction rationnelle:

) =My —q)" .- (y—q ) ol ky+.ky=0.

En désignant par pg,ps,...,P» les points tels que

9(py)=00, 9(p,)=4y; 9(P))=Gy - - -, 9(P,)=0,
il vient en vertu du th. 4:
fo(@) = g@)— g1 - . . . - [9(@) — g(pa)]" ~ .
~ (@=pa)ft - (@) - ()T = (a—p) L (),

puisque k,+ ...+ k,=0.

Soit Gyl le systéme des points g qui appartiennent & F.
On a donc MFf:kj1+ "‘+kin, d’apres la définition de la multiplicité.
Or, les conditions qjeF et pjeg”(F) étant équivalentes, il vient

pal@—p)" e @p Y] =y et Ry

Comame g1, fg(®@) = s —1pll@—p)* .. .- (@—p)"], on en
déduit Dégalité (3).

Le cas of f est une fonction rationnelle étant établi, passons
au cas général. En supposant que @ est fermé, il existe selon p. 332,4
une fonction rationnelle 7(y) telle que f(y)~r(y), d’on fglz)~rg(x).
Par conséquent (cf. p. 341, IX, 4):

wef)=pr(y) et gy fo@)=p s pre(@),
de sorte que I'on est ramené au cas particulier qui vient d’8tre en-
visagé.
Enfin, si G est ouvert, il existe un ensemble fermé F* qui

sépare les ensembles F et §,— G—F. Son complémentaire se compose
donc de deux ensernbles ouverts disjoints dont I'un — désignoris-le
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par G*—contient F' et ’autre contient &,—G—F. Par conséquent,
lensemble g—1(G*) contient g~—Y¥) et il est fermé-ouvert dans
Sa—g~YF*). D’apres (3), p. 343:

ppf=pglfIF*) et p _apmfg=p, —1gyfolg~(F*)].
Les membres droits de ces égalités étant — comme nous venons
de montrer — égaux, on parvient & la formule (3).
De 1a, il résulte que
8. L'indice est wn invariant des homéomorphies positives g
transformant & en &% c. 3 d. que ind g(p)=ind, p 27),
En effet, d’aprés XVI, 1, p. 355:

(4)  ind, p=p [%=®)—p] et ind .g(p) = po[9"(@) —g(p)}-

Par hypothése (ef. th. 3), g(y)—g(p)~y—p sur &—p. Par
conséquent, go(z)—g(p) ~ *@)—p sur & (la courbe YS) étant
située dans &—p). Cette homotopie implique en vertu du th. IX, 4
que les membres droits des égalités (4) sont identiques; d’ol la
conclusion demandée.

Les invariants des homéomorphies positives (de 3, ou de (5’2)
peuvent &tre nommés invariants de la Topologie orientée. Tels sont,
comme nous venons de voir, la multiplicité d’un ensemble, l'in-
dice d'un point. )

Par suite, les valeurs absolues de ces invariants sont des in-
variants des homéomorphies arbitraires; elles sont donc des notions
topologiques (bien que leurs définitions fassent usage des notions
non topologiques).

Tel est aussi accroissement du logarithme. On a, en effet,
gelon XIIT (3), p. 351 (I"homéomorphie étant positive ou négative):

Ag;fg‘1 =ind, ., 0=ind, 0= A;f.

27) Voir Alexandroff-Hopf, op. cit., p. 476.
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