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Il est & remarquer qu’on peut démontrer ce

Théoréme 2. Toute sphive 8 est une somme de 2™ ensembles
disjoints dont chacun est = 8.

Démonstration. Soientrespectivement M, et N les ensembles
M, et N; pour t=0 et soit M Pensemble qu’on obtient de M, en
remplagant son point p, (qui forme Pensemble M(I,) par le point O.
On voit sans peine que (0)+M§=50(N;+N§) et on en déduit faci-
lement que M(I]:HNO:S.

On a en outre le

Lemme 37). A, B et C dtant trois ensembles tels que ADBDC
et A=C, on a An—__ﬁB'

Ceci étant, posons R=8—> M, Comme MoM,=0 pour 0<i<I,
0Lt

on a SOROM,. Il résulte de Mo%8 et dulemme 3 que STR. La
gphére § est done somme de 9% ensembles disjoints, & savoir R et M,
(0<t<1), dont chacun est <=8. Le théoréme 2 se trouve ainsi dé-
montré.

?) Voir ma Note Sur le paradoxe de M M. Banach et Tarski, ce volume,
p. 230, Lemme 1; cf. 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), p. 252,
Corollaire 9.
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Sur la division des ensembles de P'espace par les plans
et des ensembles plans par les cercles.

Par
Hugo Steinhaus (Lwéw).

1. Les ensembles 4,B,0,...,E,..., dont nous aurons & parler
dans la premiére partie de cette étude, seront des ensembles de
I’espace, pourvus d’une mesure finie de Lebesgue; ils seront bornés
sauf avis contraire. Leurs mésures respectives |4}, |Bl, |0|,... seront
désignées par des minuscules correspondantes:

[dl=ga, |B|=0b, [C]l=¢, ...

Nous dirons qu’un plan I7 sépare un ensemble E d’un autre
ensemble F si presque tout point de B est situé d'un coté de IT
et presque tout point de F du coté opposé.

Séparabilité de 4,B,0 ou condition S: il existe un plan
qui sépare 4 de B+ C, un qui sépare B de (44 et de méme un,
séparant ¢ de 4+ B.

En supposant que 1’on ait choisi un cété d’un plan I7, la lo-
cution abrégée: IT découpe n de B signifie que celle des deux parties
de E, séparées par II, qui se trouve du c6té choisi, a la mesure 7.
En disant que IT décowpe a,f,y de A,B,(C, nous entendons que II
découpe « de 4, § de B et y de 0, le coté choisi étant le méme.
Nous désignerons un tel plan par I7(a,B,y).

Théoréme 1. La séparabilité de 4,B,C est ndoessaire et suffi-
sante pour que le plan IT(a,B,y) ewiste,quel que soit le triple (a,B,7)
assujetti auw indgalités .

(1) 0<aa, 0<A<h, Osy<e.

La thése impliquant lexistence des plans I1(a,0,0), II(0,d,0)
et I1(0,0,¢), la nécessité de la condition § est immédiate. L’objet
principal de cette étude est la démonstration que la condition S
est suffisante.
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9. Définitions et remarques préliminaires. En désignant
par K(p,X) Dintérieur de la sphere de centre X et de rayon ¢>0,
tout point X tel que 5K (0, |

. |EB-K(p,X)
2 lim ——— " =1
(2) >0 43 mo®
est appelé point de densité de B. Nous désignons dans la suite 1’en-
semble des points de densité de E par E*. La théorie de la mesure
enseigne que les relations - :
(3) |E—EB*|=0 |E*-E|=0, E** = p*
sont vraies pour chaque F mesurable au sens de Lebesgue.

Appelons le moindre ensemble convewe contenant E le produit
de tous les ensembles convexes contenant E; désignons cet ensemble
par y(E). Or, on peut définir (&) d’une antre maniére: en designant
par ¢(E) Pensemble formé de tous les points des segments rectilignes
dont les extrémités appartiennent & F, on peut. écrire

4) W B) =¢*B) = plplp(H))-
Nous convenons de désigner les ensembles p(A*),p(B*),p(C*),...

par les lettres correspondantes 4,B,C,...
Remarquons qu’un ensemble E ne contient que des points

intérieurs. En effet, ¥ étant la frontiére de B, un point X de F-

n’est jamais un point de densité de E, car la fraction (2) ne surpasse
pas 1/2 en ce cas. Or, ED E*, done E*D E**=F*; il s’ensuit que F
et B* n’ont pas de points communs; par conséquent E—F est un
ensemble convexe qui contient E*; E étant, par définition, le
moindre ensemble convexe contenant E*, on a nécessairement
E=E—F, donc EF=0. Il s’ensuit que 4, B, C,...,E,... sont des
domaines convexes. '

Deuxidme remarque bien simple: il y a équivalence [entre
la séparabilité de 4,B,C et celle de 4,B,C.

La troisidme remarque & faire porte sur les plans d’appui d’'un
ensemble de type F; la théorie classique des corps convexes en-
seigne qu'a tout plan I7 correspondent deux plans d’appui de E
paralleles & II; ces plans sont d’ailleurs confondus quand E est
vide, ce qui se présente seulement pour |H|=0. Par une droite
extérieure & E on peut mener deux plans d’appui de E, qui sont
distinets, sauf le cas signalé tout & 1’heure.

On peut donner & la condition S une forme équivalente, mais
plus simple: il n'y a pas de droite qui passe & la fois par 4, B et C.
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Pour démontrer cette équivalence, il suffit, d’aprés la denxiéme
remarque, d’établir ’équivalence entre la séparabilité de 4,B,C
et. la non-existence de la droite en question. Supposons d’abord
que la droite 4 passe par les points Py, Py, P; appartenant respecti-
vement &4 4, B, C; or, la premiére remarque, jointe & la séparabilité
de 4,B, C, implique que ces ensembles sont sans points communs.
deux & deux; les points P,,P,, P, sont donc distincts et on peut
supposer que P, est gitué entre P; et P;. Le plan IT qui sépare B
de A+ C n’a pas de points communs avec ces domaines; ainsi Py
et P, ce trouvent séparés de P, par II, ce qui est en contradiction.-
avec ordre de ces points sur 4. )

Supposons maintenant qu’il n’y ait pas de droite qui tra-
verse A, B et C. Alors pour P e d et Q ¢ B, le segment PQ serait
entitrement extérieur &4 C et Iensemble ¢(4-+B) n’aurait pas de
points communs avee €. Or 4 et B étant des domaines convexes,
¢(A-+B) lest aussi. Dés lors, il est évident que I'on peut séparer
C de p(A+B) par un plan; ce plan sépare C de A4-B; D'existence
des deux autres plans séparateurs se déduit de la méme maniére.’

T1 est ainsi démontré que la condition S pour 4,B,C équivaut
4 la non-existence d’une droite traversant 4, B et C. ’,

Le symbole B(g). Désignons par »E lensemble obtenu par
1a contraction de JB vers son barycentre, » étant le coefficient de
contraction. Soient 0<<p<<1 et ’

(8) E()=E—(1—0)E, E(o)=E+E(e)
par définition. Il est évident que 'on a
(6) ECECE

et que Pon obtient F(g) en ajoutant & E un cerfain ensemble dont
la mesure tend vers 0 avec g. :

La relation (6) montre aussi que la séparabilité de 4,B,C
est équivalente & celle de 4,B,0(e). - : i

Il est important pour la suite de savoir qu'un ensemble tel
que E(g) jouit d'une propriété que nous appellerons cohédrence:
goit IT un plan extérienr & E; aprds avoir choisi le cOté de I7, opposé
4 B, on peut considérer /T comme un plan mobile et le déplacer de
manidre qu'il reste paralléle & sa position primitive; quand JI passe
de la position II;, ol il est un plan d’appui de E, b la position Il ou
il en est le second plan d’appui, la partie de E découpée par IT
ne déerott pas; or, la cohérence exige qu’elle soit croissante; de méme,
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quand T tourne autour d’une droite extérieure & E, en passant
d’une position d’appui I7; & 'autre II, par ’angle diedre qui con-
tient F, on exige que la monotonie de la partie découpée de E par IT
soit stricte.

Il est évident que E(p) est cohérent, donc E(g) I'est aussi,
car H(p) contient E(p) selon (5).

Unicité. Supposons que ¢ soit cohérent; alors il n’y a qu’un
seul plan orthogonal & une direction donnée et découpant y de ¢
du coté indiqué par cette direction. De méme, une droite extérieure
4 C étant donnée et un sens de rotation autour de cette droite étant
choisi, il n’y a qu’un seul demiplan délimité par cette droite et dé-
coupant y de C du c¢oté indiqué par la rotation; quand on' parle
d’un plan tout entier passant par la droite, le c¢oté choisi est dé-
terminé par le demiplan qui coupe C. Cette unicité est en défaut
pour y=0 et y=c; dans ces cas, nous la rétablissons en demandant
que les plans cherchés soient les plans d’appui de €; pour un plan
passant par une droite extérieure, le c6té choisi est déterminé par
le demiplan tangent. ‘

Cette convention sera toujours sous-entendue dans la suite,
quand il y aura question d’unicité.

~ La relation 1i_)11; II,=1II. signifie que pour tout point P de
Pespace les projecgions orthogonales £; de @ sur IT; (i=1,2,...,00)
remplissent la relation Iijn Pr=Poo; en disant que 1, est un plan
daccumulation de II(g) pour p—0, nous affirmons I’existence d’une
suite {o } avec lim o =0 et l_i>m II{p,)=I1,. 8il’ensemble des distan-
ces entre I7(o) et un point fixe est borné, il existe au moins un plan
d’accumulation de J7(p) situé au fini.

Les démonstrations des théorémes 1, 2, 4 et 5 comportent
plusieurs lemmes géometriques trés simples; elles tirent parti, en
outre, de deux propositions de topologie, relevant d’un principe
classique que voici:

P=g(Q) étant une transformation continue définie pour une
courbe de Jordan J du plan (@) et pour son intérieur I , et Py P étant
un vecteur issu d'un point fixe P; du plan (P), on suppose que
l'angle de ce vecteur avee une droite fixe du plan (P) éprouve une
variation non nulle, quand le point @ a fait le tour de J dane un
sens donné et d’un mouvement continu; alors, il existe un Q, dans
tel que Py=g(Q,) '
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La démonstration du principe en question utilise le fait qu’en
niant ’existence d’un @, tel que Py=g(@,) et en remplacant J par
une courbe trés proche, située dans I, on change peu la variation
de P’angle; cette variation étant un multiple de 2=, elle ne change
done pas du tout. En réduisant J de plus en plus, on obtient une
courbe J' voisine d’un point @’; son image g(J’) est done voisine
de P'=¢(Q') o P'==P,. Mais alors la variation est nulle, car P, est
extérieur & la courbe Jy; comme elle n’était pas nulle au début, elle
a dft changer, contrairement & ce qui vient d’étre constaté.

Proposition I. P=g(Q) étant une transformation continue,
définie pour J--I comme tout & ’heure, on suppose que R=g(J)
est aussi une courbe de Jordan parcourue sans réculs par P, quand J
est parcourue de la méme manidre par @. Alors tout point P, in-
térieur &4 R est 'image d’un aun moins @, de I:

Py=9(Q,) ol @el.

Cette proposition est une application immédiate du principe
envisagé.

Proposition IT. P=g() étant une transformation continue,
définie pour @ appartenant & J+I, o J est un cercle et I son in-
térieur, on la suppose telle que les images P;=g(Q;) et P,=g(Qy)
de deux points Q, et Q, diamétralement opposés sur J soient toujours
symétriques par rapport & un point fixe P,. Alors P, est I'image
d’un au moins @, de J+I.

Pour établir cette proposition, il suffit de remarquer que
l'angle du vecteur P,P avec une droite fixe subit une variation

.égale & kn; & étant impair, quand @ fait un demitour de J; en effet

la. position finale P, de P est symétrique, par rapport & P, & 89
position initiale P,. Quand @ continue son chemin en faisant le
second demitour, P passe de P, & P, en parcouraut un chemin con-
gruent avec P;P,; son chemin P,P, s’obtient en tournant P, P,
d’angle = auntour du point P,. La variation de Tangle est donc la
méme pour les deux chemins et la variation totale est égale a 2kn,
done non-nulle, car % est impair. Ainsi,la proposition II se réduit
au principe général.

Nos raisonnements seront facilités par D’emploi des figures,
A savoir par des projections orthogonales sur un plan orthogonal
aux plans qui y seront représentés. Les droites du dessin seront
donc des images de plans, et les points des images de droites, les


GUEST


250 . Hugo Steinhaus:

ensembles de 'espace étant remplacés par leurs projections. En
disant p. ex. que la droite [T découpe y de C, nous exprimerons
le fait que le plan désigné par la méme lettre découpe y de €. Ce
langage, approprié aux figures, ne prétera donc & aucun malentendu.

8. Démonstration du théoréme 1. Supposons ' cohérent
et a,b,c positifs; ces restrictions seront supprimées a la fin.

Dans ces conditions, on a avant tout les conséquences sui-
vantes de S: '

Lemane 1. Il existe un plan II'=11(a,0,0).

Lemme 2. II existe un plan [I°=1I1(a,0,c).

Les deux lemmes résultent immédiatement de S.

Lemme 3. Pour 0y <e, il ewiste un plan [I’= II(a,0,y).

Examinons d’abord le cas ol I ' coupe IT" suivant une droite 4
et choisissons un plan orthogonal & 4
comme plan. de projections. Les droites
! et H’ de la fig. 1 représentent ces
plans et la droite 17 y désigne un plan
mobile qui tourne autour de 4. Quand b
passe de la position 7' & la position J7?
en balgyant I’angle qui contient C' et son
angle opposé, la partie de € découpée
par II change d’une maniére continue;
si Pon convient que le c¢6té choisi soit
toujours & gauche en regardant vers les
pointes des fléches, la partie en que-
stion est nulle au début et ¢ & la fin; elle est done égale’d y pour
une position intermédiaire II° dé la droite IT ; II° est bien un
II{a,0,7), car la droite mobile I7 ne cesse d’avoir 4 & sa gauche
et B 4 sa droite. L

Le cas ot II' et II° sont paralléles exige le choix d'un plan
de projection orthogonal & IT' et I7% et d’un plan ‘mobile I7 parallele
4 IT' et II° qui balaye le domaine compris entre eux; la fig. 1 éprouve
alors une modification, 4 étant % D’infini, mais le raisonnement
reste le méme. ‘

Lemme £ Il eviste un plan IT'=I1(a,6,0) et un plan
II*=II(a,b,y) paralléle & IT'. :

Lexistence du plan II'=II(a,b,0) résulte immédiatement de S.

Lensemble €' étant borné, il existe un plan I7" =II(a,b,c) paral-
Rle & IT'. - :
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Les droites II' et IT'" de la fig. 2 en indiquent la situation,
le plan de projection étant orthogonal
a IT' et IT"”. Le dessin montre une
droite mobile I7 se déplacant paralle- @
lement & /1’ de II' & IT''; la continuité ,
delapartie de ¢ découpée par IT impli- 7 —
que lexistence d’une position intermé- 7 ———
diaire de I7, & savoir IT*= IT(a,b,y).
Lemme 5. Il
I1°=11(0,b,y).
Ce lemme résulte du lemme 3 par
le changement de lettres.
Lemme 6. Il existe un plan II*=11(0,0,y).
Posons ¢—y =9'; le lemme 4 fournit un plan Il(a,d,y"), que 1’on.
peut désigner par J7(0,0,) en fixant convenablement son coté choisi.

e — B

existe un plan 1"

Fig.2

Lemme 7. Le plan IT° du lemme 3 coupe le plan II* du lemme 4.

En effet, ces deux plans ne sont pas identiques, car I sé-
pare 4 de B et IT* ne le-fait pas; ils ne sont non plus paralléles, car
le coté choisi de JT° et de IT* est celui olt se trouve 4; la partie dé-
coupée de (f étant la méme pour I7% et II*, 1a paralléléité serait in-
eompatible avec la cohérence de C.

La fig. 3 montre les droites II’ I7? et II* des lemmes 3 et 4;
le plan de projections est ortho- »
gonal & Dintersection I' de w A
et I7*. @ s @

Lemme 8. En désignamt /8 A
par 8, Vangle entre les directions 17 ——’—_72]'3—:72_4-_’—'.
positives des droites IT' et IT, L
par 8 Pangle entre les directions
positives d*une droite mobile IT
et de la droite fize IT'y il y @
pour tout & donné emire O et & T g3
(0<K0<8,) une et une seule droi- .
te IT découpant v de C1). Fig.3

Ce lemme résulte de 'la ' " .
cohérence de (; pour 8=0 et 6 =0, /T se confond avec ' et II
respectivement. . :

1) En tenant compte des conventions antérieures.
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Lemme 9, Pour tout § assujetti aux inégalités 0<d< 6y, le
point 4, intersection de IT avec I’ est situé sur IT' & droite du point A,
en lequel IT' est coupé par gl

En effet, si 4 était & gauche de 4; ou sur 4,, Uintersection @
de IT avee IT° serait située & gauche de I7' ou sur II’; on aurait alors
deux droites, /7 et JIg, dirigées vers le coté gauche de II' et passant
par un point @ situé 4 gauche de JI' ou sur I7', chacune d’elles
découpant y de C; or, C est entiérement & droite de II'; on aurait
done une contradiction avee l'unicité garantie par 1a cohérence
de C. . '

Lemme 10. Quand 6 diminue de 83 @ 0 sans atteindre la valeur O
(83220>0), e point A se meut vers le positif sur II' en partant de A,.

Ce lemme peut étre démontré par le méme raisonnement que
le lemme 9.

Lemune 11. Lo distance A,4 est une fonction continue de &
pour 8, 2=0>0. : )

La monotonie de la fonction en question ayant été établie
dans le lemme 10, une discontinuité serait nécessairement un saut;
en ce cas, on aurait pour un 6 =4, deux positions-limites distinctes
du-point 4, & savoir 4, pour §+0 et 4, pour 8¢—0; 4,==4,. En
menant par 4; et par 4, des droites faisant avec I’ Pangle 6,
on obtiendrait deux droites découpant y de C, car chacune d’elles.
est une limite de telles droites; on aurait ainsi une contradiction
avec l'unicité exprimée dans le lemme 8. .

Lemme 12. Le mouvement de la droite IT .est continu pour &
variant de 8; & 0 (J;=>020).

En vertu du lemme 11, on n’a qu's étudier le déplacement.
de II(6) pour ¢ tendant vers 0. L’ensemble des distances entre II(d)
(8;2>6>0) et le point I, est borné, car chaque droite 7(6) coupe C;
il y a done des droites d’accumulation au fini de I1(3) pour 6—0;
la discontinuité exigerait qu’il y ait au moins deux droites d’accu-
mulation distinctes; ces droites, dont chacune découperait y de O,

seraient paralléles & [T" et dirigées comme IT ';il y aurait done contra-
diction avec le lemme 8.

Lemme 13. Pour 008, A reste enticrement & gauche
de I7(9).

Ce lemme résulte de ce que 4 est & gauche de 17’ et de Ha, de
la remarque terminant la page 251 et du lemme 9.
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Lemme 14. La partie de B découpée par II(0) varie de 0 & b
dune mdniére continue et non décroissante avec O variant.de 0, & 0.

La continuité résulte du lemme 12; quant 4 la monotonie,
remarquons que B est situé sur le plan de projections entiérement
A gauche de I’ et & droite de JI°; en vertu du lemme 10, cette partie
du plan est balayée par II(6) de maniére que si 6;220,2>6,>0, la
portion balayée pour d;2>8 >4, contient celle balayée pour 6;>6>6,.

En désignant par I1(&,n,y) le plan II{é), dont il est question
dans les lemmes 13 et 14, le résultat démontré est done le suivant:
pour § variant de 8; & 0, ce plan se meut d’une maniére continue
en restant orthogonal & un plan fixe et, au cours de ee mouve-
ment, & reste égal & a, tandis que n varie d’une maniére continue
et monotone de 0 & b.

Ceci établi, reprenons la démonstration du théoréme. Introdui-
sons un plan cartésien auxiliaire (P), les points P(£,4) de ce plan
ayant &,n pour coordonnées rectangulaires. A tout plan JI(&,7,7),
on peut faire correspondre le point P(£,n) comme image. Les }emé
mes 3,4, 5, 6 établissent ’existence de quatre plans e, I, I
dont les images sur (P) sont respectivement les points P(a,0), P(a,b),
P(b,0) et P(0,0); nous les désignerons par Py, P,, P; et Pg. Ils sont
les sommets d’un rectangle R du plan (P). .

Quand IT(Z,5,y) passe de la position JI* & la position I7* en
effectuant le mouvement continu examiné tout & I’heure, son image
P(&,7) déerit le c6té P,P, de B d’un mouvement continu et sans
réculs. Il est évident que I’on peut trouver d’une maniére analogue
un mouvement continu de II(&,7,y), qui relie ainsi les positions
IT* et IT°, puis un autre qui relie IT 5 et II°, et finalement encore un
de II° & I7%. Nous obtenons un mouvement continu de II(&,7,y)
pendant lequel P(&,%) fait le tour de R, continu et sans réculs. .

Considérons une sphére £. A tout point § de Z, 0}1 peut faire
correspondre un plan unique II(Q)=II{{7,y) p.ara,ll‘ele au plan
tangent & X en @ et dont le ¢6té choisi soiti celui qui correspond
au coté du plan tangent occupé par le centre de . C&-}ttej congspo_n-
dance est biunivoque. Elle est continue; en effet la discontinuité
impliquerait Dexistence de deux limites distin(‘:te-s pour H(Q) au
voisinage de @ =@,; il y aurait alors deux plans dlst-lnct§ ll*emphssa;nt
les mémes conditions que II(Q,), contrairement & l’ur'uc.lté.

TLa correspondance entre @ et IT(£,7,7)=II(Q) défm}t un ‘couple
de fonctions continues £=£(Q), n=7(@) de @ et attribue & tout
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point @ de X un point P(£,7) sur (P). D’autre part, le mouvement
envisagé s T [P T I1° du plan [1(&,7,y) fournit un mou-
vement continu du point correspondant @ sur ZX; la trajectoire
de @ est donc composée de quatre arcs des grands cercles, car
IT(&,n,y) passe d’une position II® 3 la suivante en restant ortho-
gonal & un plan fixe I7; (i=3,4,5,6). Il existe donc sur X un
quadrilatére sphérique dont les sommets @, Q,, @5, @¢ sont liés par
des arcs de grands cercles et dont les images données par le couple
de fonctions £=£(Q), n=n(Q) sont les sommets Py, P,, Ps, Py de R.
Quand @ parcourt le circuit de J, g(Q):P(E(Q),(n(Q)) fait le tour

de R, continu et sans réculs. Or, J n’est pas entrecroisé; en effet, si -

D ex. les cOtés @40, et Q.0 avaient un point commun @,, 'image P,
de ce point appartiendrait & la fois aux cotés opposés PP, et PP
de R, ce qui est impossible.

J est done une courbe de Jordan, puisque R=g(J). Deés lors
la proposition I s’applique & la transformation P=g¢g(@); done, tout
'point P intérieur & R est 'image d’un (au moins) point @ du domaine
sphérique I que J délimite sur X. Or, B tout entier est 'image de J;
done, tout point P du domaine fermé rectangulaire composé de R
‘et de son intérieur est image d'un point @ de X; en particulier,
le point P(a,f) (0<<a<<a, 0<<A<Ch) en est une d'un certain point Q,;
le plan 71(Q,) est donc bien le plan I1(e,p,y), dont l'existence est
affirmée par le théoréme 1.

Restent & supprimer les hypothéses supplémentalres, faites
au début de la démonstration.

Pour nous débarasser de la restriction que € soit cohérent,
admettons que ¢ ne l'est plus et désignons par [, (a,f,7) le plan
relatif aux ensembles 4,B,C(g); rappelons que pour 0<p<l1,
C(o) est par définition toujours cohérent et différe peu de C. Par
conséguent, d'une part le plan I7, (q, 8,7) existe pour 0 <p<1, comme
nous venons de le montrer, et d’autre part, ce plan coupe l’en-
semble € ou en est tout au moins un plan d’appui; il est donc & la
distance bornée d’un point fixe de I’espace; le plan d’accumulation
de Iy(a, B,v) pour p—0 est par suite un plan au fini, qui est le J7(a, g, y)
cherché pour 4,B,C.

L’autre restriction éfait celle que a>0, b>0 et ¢>0. Or, ad-
mettons que certains de ces nombres soient égaux & 0. Remplagons
les ensembles A4, B, € relatifs 4 ces nombres par des sphéres Ay, B, C,
‘de rayon g (0<p<1), placées de manidre que les plans de sépa-
1ation de 4,B,0 ne cessent pas séparer les ensembles ainsi mo-
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difiés. Il existe évidemment pour tout ¢ (0<<p<1) un plan 7 a,p,y)
relatif & 4,,B,,C,. Il y a deux cas & distinguer: ou bien C,=C
alors le plan II, coupe ol touche €, ou bien (), est une sphére,
alors 17, est & la distance ne dépassant pas 1 du centre de C,. En
tout cas, il existe donc dans le fini un plan d’accumulation de
I, (a,B,y) pour ¢g—-0.

Ainsi le théoréeme 1 se trouve établi en toute généralité.

4. Le théoréme suivant ne suppose pas la séparabilité de
4,B,0:

Théoréme 2. Le plan II(a/2,b[2,c/2) existe toujours, méme
dans le cas ow 4,B,C ont des points communs?).

Démonstration. Supposons d’abord que les ensembles 4,B,
soient bornés, restriction qui sera supprimée & la fin.

Le théoréme étant évident pour a=b=c¢=0, nous j)ouvons

‘admettre que ¢>0. Remplacons € par ’ensemble cohérent C(p).

Considérons le plan auxiliaire (P) et la sphére X, employés dans

Ja, démonstration du théoréme 1. Posons y=¢/2; & tout point @

de ZX, vient correspondre un plan unique JI(Q)=II(£,7,¢/2) et un
point P(&,n) de (P). Cette corespondance est univoque et continue.
Considérons sur X deux antipodes @, et @,; les deux plans (@)
et IT(Q,) sont identiques, comme paralléles et découpant ¢/2 de C(o);
II(Q,) est opposé & celui choisi de II{Q,), con-
formément aux conventions du début. Il s’ensuit qu’en écrivant

I(Q) = (Eynyef2) et JH(Qy)=IT(&ymas0e(2),
on obtient ’
(7) Litb=a et =0,
et les points Py=g(Qh) =P(&ym), Pa=g(Qa)=P(&,ms), ¢. & d. images

respectives de @ et @, sur (P), sont symétriques par rapport au
point P,=P(a/2,b/2). En prenant pour J P’équateur de X et pour I
I’hémisphére délimitée par J, on peut appliquer immédiatement
2 g(@) la proposition II, qui assure 'existence d’un point @, sur X
tel que Py=¢(Q,). Or, les coordonnées de P, sont {,=a/2 et 7,=0/2;
on aura donce

H(Q0)=

2) (e probléme, proposé par L’auteur, a été résolu d’abord par M. Banach
4 I’aide du théordme de MM. Borsuk et Ulam (voir K. Borsuk, Fundam.
Math. 20 (1933), p. 177 et suivantes, Satz ILI); la solution a été publiée dans
une Note due & la collaboration de plusieurs auteurs (Z topnlog;z, Mathesis
Polska 1933, en polonais). :

(a2,b/2,¢/2),
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ce qui prouve Pexistence du plan en question pour 4,B,C(¢). En
le désignant par I7(g), on n’a qu’a répéter le raisonnement ern-
ployé p. 254, qui assure lexistence d’un plan d’accumulation de
II(g) pour p—~0 dans le fini; ce plan est précisément le plan
II(a/2,b/2,¢/2) dont il s’agit pour établir le théoréme 2.

Reste & supprimer la restriction que 4, B et ¢ soient bornés.
Constatons d’abord que la démonstration s’applique sans chan-
gements aux cas ot 4, ou B, ou tous les deux, ne sont pas bornés;
par contre, ’hypothése que C est borné y intervient d’une fagon
essentielle. Or, si ¢ n’est pas borné, on peut admettre que ¢>0,
car, pour ¢=0, on peut remplacer ¢ par un ensemble borné quel-
.conque sans changer le probléeme. En désignant par (. la partie
de ( contenue & lintérieur d’'une sphére S, de centre fixe F et de
rayon », et en écrivant ¢, pour |C,/, on se trouve dans le cas oll
D’existence du plan II,=I1(a/2, b/2, ¢,/2) relatif & 4,B, (, vient d’étre
démontrée.

11 suffit donc de montrer que la distance entre /I, et I’ ne
surpasse pas une borne finie quand r—co. Déterminons r, par la
condition

l Orul = 30/ 4;

pour r>r,, o0 aura ¢,>3c/4, d'olt ¢,/2 >3¢/8. D’autre part, la partie
de O extérieure & S, est de mesure c¢/4, done la partie de C, (r>r;)
extérieure & S, & une mesure qui ne surpasse pas ¢/4; or, on a

e/4 < 3¢/8 < e,/2;

il est donec impossible que le plan I7,, qui divise C, en deux parties
de mesure égale, soit extérieur & 8,; il s’ensuit que la distance
entre I, et F ne dépasse pas r,, quel que soit 7>7,.

Le plan II,=II(a/2, b/2, ¢,/2) posséde done, pour 7— oo, un plan
d’accumulation [I(a/2, b/2, ¢/2) au fini, ce qui achéve la démonstra-
tion du théoréme 2.

Théoréme 3. Les mesures positives a,b,c de A,B,C et les
nombres a,f,y dtant donnéds d’avamce, on peut trouver toujours 3
ensembles A,B,C bornds, sans points communs deux & deux et tels
que le plan II(a,f,y) n'existe pas, sauf pour chacun des 3 triples
(ayB,y) exceptionnels:

(8) 19 (0,0,0), 2° (a,b,¢), 39 (a/2,b/2,¢/2),

pour lesquels le plan II(a,B,y) existe toujours.
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Démonstration. Llexistence de I1(a,f,y) pour les triples 10
et 20 résulte immédiatement de ce que A4,B,C sont bornés; pour
le triple 39 elle est garantie par le théoréme 2; reste 4 montrer que
les triples (8) sont les seuls exceptionnels. .

Considérons d’abord le cas 0<y<ce. Soient: ¢ une sphere fixe
de volume ¢ et B une couche sphérique concentrique avec ¢ dont
les rayons sont liés par la condition que le volume de B soit égal
4 b. Quand les rayons de B croissent, II(a,f,y) ne cesse pas couper
la sphére invariable ¢; il s’ensuit que la partie découpée par I7 de B
g’approche indéfiniment de b/2; si f était choisi différent de b/2,
le plan II(a, B,y) n’existerait pas pour une couche sphérique B d’un
rayon suffisamment grand. On a par conséquent A=5/2, et de
méme a=a/2; le méme raisonnement conduit maintenant & y=¢/2.
EBvidemment, Phypothése 0<a<a ou 0<p<b fournit encore la
méme conclusion.

La question se réduit ainsi &4 8 triples que I’on obtient en don-
nant respectivement & a, §,y leurs valeurs extrémes: 0 ou a, 0 ou b et
0 ou ¢. Deux de ces triples sont identiques & 1° et 2°; chacun des 6 qui
restent contient un 0 et un nombre positif.

Considérons p. ex. le triple (a,0,¢); si 1’on prend pour B et ¢
les solides définis tout & I’heure, on voit aussitot que (a,B,y)
n’existe pas. Les 5 autres triples peuvent étre traités de la méme
maniére. Le théoréme 3 se trouve ainsi établi.

* * *

5. La deuxiéme partie de cette étude porte sur des ensembles
plans 4,B,C,... Les notations et les moyens employés seront ana-
logues & ceux de la premiére partie, mais le probléme ne s’en obtient
pas par la simple réduction du nombre des dimensions; il y aura
ici encore trois ensembles 4,B,C que 'on cherchera de diviser par
un cercle, en convenant de considérer la droite comme un cercle
avec centre & l’infini; il fandra done entendre le mot ,.cercle”
dans ce sens étendu, sauf avis contraire. Le cercle K(a,B,y) dé-
coupe, par définition, o de 4, f de B et y de C, les parties découpées
étant intérieures au cercle; quand le centre de K est & I'infini, les
parties découpédes sont toujours du coété du centre.

La séparabilité de 4,B,C signifie I’existence d'une droite
qui sépare 4 de B+, d'une autre qui sépare B de O+4 et d’une
troisieéme sépamnt C de A+ B. Ici encore, la séparabilité équivant
a la non-existence d’une droite qui passe & la fois par 4, B et C.
Fundamenta Mathematicae. T. XXXIIL. 17
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T2 définition de Pensemble plan cohérent C(g) est tout & fait
analogue & celle adoptée pour espace. Si E est un ensemble cohérent,
Q un point donné et # un nombre assujetti aux inégalités 0<n<l|E,
il y a toujours un seul cercle de centre qui découpe 7 de E; pour
=0 et pour n=|H|, cette unieité subsiste quand on econvient
de choisir le cercle maximum qui laisse E a lextérieur, ou bien
le cercle minimum qui contient F. L'unicité s’étend aussi au cas
ot  est & Dinfini, en tenant compte du sens attribué au terme
cercle; @ étant défini alors par une demidroite, le cercle cherché
devient une droite orthogonale i la demidroite @ et découpant 5
de E du coté indiqué par @; pour les valeurs extrémes de 7, la droite
en question est, par définition, une droite d’appui de E.

La relation lim K,=K., est facile & définir pour les cercles

n-»ca

de rayons finis: elle signifie que les céntres et les rayons des K,
tendent respectivement vers ceux de K. Dans le cas ol il y a parmi

les Ki(i=1,2,...,00) des cercles derayon infini,larelationlim K,=Ke

n-»oco
est & définir par lim K=K, en désignant par Ki(i=1,2,...,00)
neo

le cercle obtenu de K; par l'inversion, le centre d’inversion étant
choisi en dehors de tous les K;. La notion de cercle d’accumu-
lation de K(g) pour o—0 est analogue & celle du plan d’accumu-
lation. Si I’ensemble des distances entre K(p) et un point fixe est
borné, il existe au moins un cercle d’accumulation.

Nous appelons cercle infini I’ensemble de points & Iinfini;
deux points diamétralement opposés sur ce cercle sont, par défi-
nition, donnés par deux demidroites de directions opposées.

Théoréme 4. Lo séparabilité de A,B,C est nécessaire et suffi-
sante pour que le cercle K(a,p,y) existe, quel que soit le triple (a,B,y)
assujetti aux inégalités (1).

Démontrons-en la nécessité. En supposant que la sépara-
bilité est en défaut, il existe une droite I passant par 4,B et C;
désignons par L,M,N trois points sur L appartenant respective-
ment & A4,B,C; soit p. ex. M situé entre I et N. Le cercle K(a,0,¢)
n’est pas une droite, car il sépare L et N de M; d’autre part, il con-
tient 4 et ¢ dans son intérieur en laissant B 4 I’extérieur; il contien-
drait donc L et N & linbérieur et M & Pextérieur, ce qui est im-
possible. La nécessité de la condition est ainsi établie.
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La démonstration de sa suffisance se réduit aux considérations
analogues & celles qui ont servi pour démontrer le théoréme 1. En
supposant que C est cohérent, on utilise les lemmes 8-14, don-
nant cette fois aux termes droite et point leur sens ordinaires.
On obtient ainsi le résultat suivant:

A toute direction du plan, définie par son angle 6 avec une
direction fixe, correspond une droite unique, ayant cette direction
et découpant & sa gauche y de (.

En employant les notations du lemme 8 et de la fig. 3, on
peut prendre II' pour la direction fixe; J7 représente alors la droite
unique. Quand § déeroit de 6, & J;—2z, I tourne d’une maniére
continue et revient & sa position initiale.

On a maintenant une difficulté de moins: on peut tracer les
droites I7°, IT*, IT° et IT°
sur le méme plan, ce qui ~
n’¢tait pas possible dans \775 ’
le cas de Despace, car N\

¥ \ ! /d'i

les projections des en- \__ /63
sembles séparables ne *’\ /./
le sont pas toujours. 4 3
La fig. 4 montre m /// c\) o

les droites en question; e
d5 est I'angle entre I’

et II°. Quand & décroit

de d; & 0, la partie de 4
découpée par II reste

égale & a, la partie de B découpée par I7 varie de 0 4 b; pour
0220205, la partie de A varie de a & 0, celle de B restant égale & b,
pour §;226>—m= la partie de 4 reste égale & 0, celle de B variant
de b & 0; enfin, pour —w>d>d0;—2x la partie de A varie de 0 & a,
tandis que celle de B reste égale a 0; chacune des variations énumé-
rées est monotone.

Désignong par K(&,7,y) le cercle de centre @, qui contient
dans son intérieur y de C. Le rayon 7(Q) de ce cercle est une fonction
continue de @; en effet, une discontinunité de »(Q) pour @=¢, impli-
querait I’existence de deux rayons-limites r; et 7, au voisinage de Q,;
on aurait alors deux cercles concentriques découpant y de O, con-
trairement & l'unicité. Cette continuité subsiste pour les @ infinis,
quand on Iui donne le sens suivant: pour @ tendant vers @, & 1'infini

A )\

Fig.4

16*
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le cercle K(Q) tend vers la droite K(Q,). En effet, si la convergence
4tait en défaut, on aurait deux droites-limites paralléles et de méme
sens, découpant y de C, contrairement & unicité. '

Les deux derniers résultats prouvent que, K(Q) désignant le
cercle de centre @ découpant y de C, 1a relation

9 K(&n,y)=K(@)

détinit deux fonctions &(@), 7(Q) continues sur le plan (@), y compris
le cereleinfini, et telles que, @ effectuant le tour de J,le point P(&,7)
aux coordonnées £=¢&(Q) et n=(@), qui est 'image de @ sur le
plan cartésien (P), fait le tour continu et sans reculs sur le
rectangle R & sommets (a,0), (a,b) (b,0), (0,0). La tmnsf‘ormatiAon
P=g(Q)=P(&(Q), 7(Q)) obéit done 4 la proposition I, ce qui entraine
immédiatement lexistence de K(a,B,7). La restriction concernant
la cohérence de ¢ peut &tre enlevée comme dans le cas de D’espace,
ce qui achéve la démonstration du théoréme 4 en toute généralité.

Théoréme 5. Le cercle K(a]2,b[2,¢/2) existe toujours, méme
dans le cas oi 4,B et C ont des points communs.

Démonstration. Pour appliquer les raisonnements qui ont
servi & la démonstration du théoréme 2, il suffit de montrer que
la transformation P=g(Q), définie dans la démonstration du théo-
réme 4, jouit dans le cas ol y=e¢/2 de la propriété de symétrie:
4 savoir, Q,Q. désignant deux points opposés du cercle J et
P,=g(Q,)="P(&3,m), Pa=g(@s)=P(&;,,) leurs images respectives, on
a les relations (7). En effet, il est bien évident que les cercles
K(Q,), K(,), dont les eentres ¢),@, sont des points & 'infini déter-
minés par deux demidroites opposées, sont des droites orthogo-
nales & ces demidroites, donc paralléles; elles découpent ¢/2 de C
de part et d’autre; elles sont donc identiques, sauf en ce qui concerne
leur e6té choisi, qui est pour K(Q,) celui de @; (¢=1,2). On a en
vertu de (9)

KE(Q)=E(&,m1e/2),
d’olt les égalités (7).

Dés lors Panalogie avec la démonstration du théoréme 2 est
compléte et le théordme 5 peut &tre considéré comme établi. I'ex-
tension au cas ol 4,B, 0 ne sont pas bornés n’exige que la répétition

du raisonnement employé pour le théoréme 2; on n’a qu’a remplacer
la sphére S, par un cercle S,.

E(Qo)=E(Exm5,0/2),
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Théoréme 6. Les mesures positives a,b,e de 4,B,C et les
nombres «,f,y clant donnés d’avance, on peut trouver toujours 3
ensembles plans A, B, bornés et sans points communs deuz & deua,
tels que le cercle K(a,B,y) n'existe pas, sauf pour ehacun des 3 triples
exceptionnels (8), pour lesquels le cerele K(a,f,y) existe toujours.

Démonstration. L'existence de K(a,8,7) pour les triples (8)
résulte du théoréme 5 et de ce que les ensembles 4, B, ¢ sont bornés.
Pour montrer que les triples (8) sont les seuls exceptionnels, consi-
dérons d’abord le cas olt 0<<f<<b et 0<<y<ce. Soient B et € des
disques circulaires, et A un anneau circulaire concentrique avee B.
Admettons que le rayon intérieur de A croit indéfiniment et que
la distance entre le centre de (' et celui de B est égale au carré de
ce rayon; on voit facilement qu'un cercle K(a, 8,9) qui passe par B
et ¢ découpe de 4 une partie aunssi proche de /2 que I’on veut.
On a parsuite a=a/2; le méme raisonnement fournit f=5/2 et
'}/:C/Q.

Restent 4 cas:

1) ﬁ‘—"b, y=0, 2) ﬂ:b, y=0C,
3) =0, y=0, 4) p=0, y=c.

L’exemple d’un disque circulaire ¢ entouré d’un anneau con-
centrique B prouve que le cas 1) est impossible; il faut de méme
réjeter 4). L’exemple d'un disque 4 entouré d’un anneau B montre
que f=»> implique a=a; done,le cas 2) conduit & a=a, f=b, y=c,
c. & d. & (8)20 L’exemple de trois anneaux concentriques 4,B,C
disposés de maniére que A soit entre B et C, la distance entre B
et ¢ étant fixe et tous les rayons tendant vers Vinfini, mortre que
le cas 3) implique un « arbifrairement petit, done a=0; c’est le
triple (8) 1°. Ainsi le théoréme 6 est établi.

6. Problémes et remarques. Dans le méme ordre d’idées,
on est conduit & plusieurs problémes, ainsi qu’aux résultats, dont
la démonstration ne comporte pas de nouvelles difficultés.

1. Soient 4, B, ¢ des domaines convexes de ’espace, bornés, non
vides et séparables, Le théoréme 1 établit ’existence du plan I1(p, ¢, 0)
relat'’f & A4,B,C; le plan d’accumulation de II(g,g,0) pour ¢—0
est un plan d’appui commun & 4,B,C. Les plans II(a—o¢,0, 0),
II{g,b—p,0), II(g,0,c—¢) fournissent trois autres plans de ce genre.
Ainsi on a 4 plans d’appui communs; il serait intéressant de dé-
montrer qu’il y en a 8.
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2. On peut étendre le théoréme 2 & une mesure généralisée;
on peut p. ex. considérer une fonction (x,y,2) définie en tout point
de 4, non-négative et intégrable; une autre y(xz,vy,2) pour B, et une
troisitme y(z,y,2) pour C. En posant

fffga(w, ¥, 2)dz dy dz=a, ///zp(uc, y,2)dx dy dz = b,
A B

[ [ ey, )0y dz =,
c

on obtient Dexistence d’un plan qui divise 4 en deux parties 4,
et A, B en B, et By, ¢ en ) et C,, telles que

f‘/../@(m, y, 2)dw dy dz = a/2, fffzp(m, y,2)dedy dz =b(2,
A, B,

///7(&0‘, Y, #)dw dy dz =c[2.
¢,

Signalons une conséquence de cetbe remarque: on peut, pour
un solide donné, trouver un plan qui divise en deux parties égales
simultanément p. ex. son volume, sa masse eb L'aire de sa surface.

3. On peut démontrer par le théoréme 4 Pexistence de 8 ¢ ercles
tangents communs & trois domaines du plan convexes, bornés, non
vides et séparables. On obtient les cercles en question comme ceux
d’accumulation de K(a,p,y) en posant:

a=g¢ O0u a—g, f=0 ou b—g

et laissant tendre p vers 0.

y=g¢ ou ¢—¢

4. Pour &tendre le théordme 5 aux ensembles 4,B,( sibués
sur une sphére 2, on remarquera d’abord qu’a tout point @ de £
correspond un cercle K(Q) de centre @ qui divise ¢ en deux moitiés.
Ce cercle comprend dans son intérieur,c. & d. dans celui des deux
domaines sphériques qui contient ¢, une partie £ de 4 et 5 de B.
La transformation P=g(§), définie en faisant correspondre & @ le
point P(£,5) du plan (P), constitue une représentation continue
de @ sur le plan (P). Il est évident qu’en désignant par €,@Q, deux
antipodes et par P(&,7), P(y7,) leurs images ¢(@), 9(@q), on
obtient les relations (7). D’autre part, un théoréme de MM. Ulam
et Borsuk concernant la représentation continue d’une sphére
giir un plan, garantit l'existence d’une paire d’antipodes @y,Q,
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telle que g(@1) =¢(@:)*); il sensuit immédiatement que & = a/2
et == 15/2, de sorte que le cercle K(Q,) divise 4,B et ( en
moitiés.

5. En prenant pour ¢ la sphére Q toute entiére, on tire de 4. le
corrollaire suivant:

Il y a sur le globe terrestre. un grand cercle qui divise en
moitiés le Vieux et le Nouveau Monde.

3) Qe thé.or'em.e a été appliqué A la démonstration du théoréme 2; sa dé-
n}mlstratloxl a été simplifiée par M. H. Auerbach, un des auteurs de la Note
citée au renvoil).

On pemf réduire ce théoréme & la proposition II. En effet soit P=h(Q)
la représentation continue de & sur (P). Convenons d’écrire en abrégé

P=P—P,
s% Pr«(s“lj-m, Eo—ma)y Py =(&1, 1), et Py= (&, 7,); définissons une transforma-
tion continue P=g¢(()) en posant

9(@) = MQ)— h(@"),

olt Q7 désigne I’antipode de @ sur £. On voit immédiatement que 'image P’ de )’
est (—§,—9) si I'image P=g(Q) de @ était (£, ). En prenant pour J I’équatenr
de @, pour I une hémispheére délimitée par J et pour P, le point (0,0), on tire

de la proposition TI D’existence dun Q, tel que g(Q,)==(0,0), Qolt MQ)=h(Q{),
e q.f d.
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