176 W, Sierpinski.
Il existe ainsi, dans les espaces (V), une certaine dualité
entre les ensembles ouverts et les ensembles denses en soi.

Or, il en existe une autre.

K étant un espace (V), un ensemble ECK est dit.ensemble
frontiére dans K si, pour tout élément a de E et tout ensemble
VeD(a), on a V—E==0. L’ensemble BECK est dit isolé dans K §il
existe, pour tout élément aeX, un ensemble VeCI)(a) tel que
VE—{a}=0.

On démontre sans peine que le théoréme qui vient d’étre établi
peut étre complété par le suivant:

K étant un espace (V) dense en s0i, il ewiste un espace (V), soit K*,
satisfaisant & la thése du théoréme qui précéde et tel que la famille
de tous les ensembles frontiéres de K coincide avec celle de tous les
ensembles 1isolds de K*, en méme temps que la famille de tous les
ensembles isolds de K coincide avec celle de tous les ensembles fron-
tidres de K* ' »

11 existe donc aussi une dualité entre les ensembles frontitres
et les ensembles isolés dans les espaces (V).
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Introduction.

La notion de bout premier (,Primende”) d’'un domaine borné
et simplement connexe du plan est due & M. Carathéodory?).
M. Kaufmann?2 Pa généralisée et. développée en introduisant les
bouts premiers d'un domaine borné de Pespace euclidien n-dimen-
gionnel. Dans ce mémoire, j’expose une théorie des bouts premiers

1) ¢. Carathéodory, Math. Ann. 73 (1913).

2) B. Kaufmann, Math., Ann. 108 (1930), p. 70-144 (c’est le mémoire
principal, qui sera désigné dans la suite par ,Kaufmann 1%) et Math. Ann. 106
(1932), p. 308-342. M. Kaufmann considéreles domaines bornés de R, et R,
mais sa théorie s’applique sans aucune modification aux domaines de E,. Comp.
aussi: 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 26 (1936), p. 272-279.
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qui, tout en se rattachant & celle de M. Kaufmann par ’emploi
des idées et des méthodes introduites par cet auteur, en différe
en plusieurs points. Notamment: 1° au lieu d’un domaine de ’espace
euclidien, je considére une variété topologique u-dimensionnelle;
20 4 coté de bouts premiers de M. Kaufmann, j'introduis les bouts
premiers que j’appelle topologiques; 3° j’évite entitrement 1’emploi
des nombres transfinis; 4° j’arrive & une définition axiomatique.
des bouts premiers.

Chapitre premier: Recherches préliminaires.

I. L’espace R.

1. Nous allons considérer une variété topologique u-dimen-
sionnelle R, c. & d. un espace topologique R séparable, connexe et
localement euclidien de dimenmsion p. Un tel espace est metrisable
et semi-compact.

Nous supposerons que R n'est pas compact.

Les points de R seront désignés par les lettres =, y, #, t.

2. La métrique dans R. Btant donnée une métrique con-
forme & la topologie de R, et o(s,y) désignant la distance, nous dé-
gignerons, pour ACR et >0, par 8(4,p) Pensemble des z ¢ B tels
que o(z,A)<f, et par §(4) le diametre de A.

Posons o*(x,y)=1Inf 6(C), olt ¢ parcourt les continus contenus
dans R et contenant » et y. La fonction o*(z,y) est la distance
dans une nouvelle métrique qui est encore conforme 4 la topologie
de R 3).

Définition. Nous appelons naturelle toute métrique o de R
telle que o(z,y)=o*(x,y). ‘

Quel que soit la métrique o, la métrique p* est naturelle.

Si la’ métrique o est naturelle et ’ensemble ACR connexe,
S(4,f) est un domaine (c. & d. ensemble ouvert et connexe).

Nous supposerons que ’on a fixé pour R une métrique natu-
relle p.

3. GCR étant un ensemble ouvert, nous désignerons sa fronticre
par F(G). On a ¥F(@)=G—@G.

%) Comp. 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 1 (1920), p. 167-169, ou j’appelle
o*{z,y) ,.distance relative“.
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4. Arcs simples. Les ares simples 4 extrémités z et y situés
dans R seront désignés par J(z,y) avec des indices. On supposera
les points de J(#,y) ordonnés de maniére que le point # en est le
premier. Jy(z,y) étant un are déterminé et 2z edy(x,y), nous dési-
gnerons par Jy(z,z) la partie de Jy(z,y) & extrémités z et z.

IL Les systémes recouvrants %),

5. B détant séparable et localement euclidien, il ewiste une
base de E°*) dont les éléments sont des domaines & fermeture compacte.
R étant semi-compact, il résulte facilement d’un théoréme de Men-
ger?®) que, pour tout k naturel, il existe un systéme recouvrant de R:

(1) {Gin}

possédant les propriétés snivantes:

i=1,2,...,

{2) Gix est un domaine & fermeture compacte,
(3) o(Gir) <1k,
(4) Ls G‘,‘J;:O 7).

i-poo

11 vésulte de (4) que, 4CR étant compact, Pensemble des Gir
{avec k constant) tels que 4G, ;== 0 est fini.
Nous supposerons qu'un systéme (1) a €t fixé pour k=1,2,...

6. Posons pour i=1,2,...:

(5) G=D Gy o Gy 8(Gin1fE) =0
J
(6) GH=23 G ot Gu8(Gtr2/k) +0

) Grr=3 @i o GHGL+0.

J

) Systéme recouvrant (,Uberdeckungssystem”) de R est une suite d’en-
sembles ouverts dont la somme contient R. Ces systémes remplacent les décom-
positions en cubes et les ,Auflosungsgebiete” de M. Kaufmann (Kaufmann 1,
p. 98-99). .

5) Base de R est une suite d’ensembles ouverts telle que chaque ensemble
ouvert de B est une somme de certains termes de cette suite (comp. C. Kura-
towski, Topologie I, Monografje Matematyczne, 1933, p 101).

¢) K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig 1928, p. 46.

7) Le An désigne la limite supérieure de la suite d’ensembles A;,4, ...

>
{voir Cﬂn Kmuratowski, op. cit., p. 152-153).
12*
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On obtient trois nouveaux systémes recouvrants de R et on
vérifie sans peine que:

(8) Gy, Gir et QI sont des domaines;
9) (G < B[k, O(GFF)<10/k, O(GF*) << 26/k;
(10) 8(Gin, 1/k) C Gins

(11) S8(Gir,2/k) C S (G, 2/k) C G

7. Lemme 1. Soit j un mombre naturel fme. Parmi les en-
sembles

(12) F(GJJ;)F(GH) o 1=1,2,...
1=

tels que Gix C Gy iU 0’y a guw’un nonbre fini d’ensembles différents.
On a en effet:

(13)  F(60 F(GI)=F(Gyu) — SF(60) Gie 0l G C G

D’aprés 5 (2), ensemble F(G;;) est compact; il n’existe done
qu’un nombre fini de domaines @, satisfaisant & F(Gyz)Gir == 0;
désignons-les par K,,K,,...,K,. On aura:

(14)  F(G)F(Gh) =TF (Gi) ZF(G,,,)K, ot K;C G.

Le membre droit de (14) ne peut représenter que 2"+ ensembles
différents, ce qui démontre le lemme.

Un lemme analogue subsiste si I'on remplace les Gf par
les G¥E.

8. Lemme 2. {H,} étant ung suite particlle de la swite {G¥n}

ou de la suite {G7FF}, Densemble Z,' F(H,) est ferme’

En effet, supposons le contraare, et soit 2 € Z’ F(H, Z F(H,
On peut déterminer une suite de points {z,} e% une sulte d’lndlces
{m,} de maniére que }:}rgwnﬁw et z, e F(H,, ). 11 résulte de 5 (4)
que F(Hpn) CZ,'F ) eb GxC Hy; & chaque # on peut done faire
correspondre un in tel que Gy, CH,, et @, < F( Hy,) F(Gy, 1), 8ila
suite {¢,} n’était pas bornée, on aurait z, ¢ Ls I (Gix) en contradmtlon

o0
avec 5 (4). Done, cette suite est bornée et il existe par conséquent
un indice j tel que, pour une infinité d’indices 7, on & les relations:
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@y, € F(Hy,,) F(G;z) eb G CH,, . Mais d’aprés 7 (lemme 1), parmi
les ensembles F(H,, ) F(G; ) tels que G; 1, C Hy, iln’y aqu’unnombre
fini d’ensembles différents. Done, la sulte {m,} contient un indice p
tel que F( mn)F(G7 k)= F(HP)F(Gj 1) pour une infinité d’indices n,
d’ou @, ¢ F(H,), done x ¢F(H,), contrairement & la supposition.
Le lemme est ainsi démontré.

o

Corollaire. Les ensembles | F( %) et O F(GE) somt fermés.
=1
10. Posons 8):

(15) Mn:G'L'n,kny

i=1

M G* —_ G**

Tnslon? inkn?

les indices i, et'k, étant déterminés par la relation:

(16) = (”'n"‘k —1)2(7’11‘1"1" - )+l,,

Les trois suites: {M,}, {M:},

{M3%*} sont des bases de E.

III. Les suites.

11. Classification des suites. Les suites de points de R
seront désignées par les lettres ¥, X, Z, T.

Une suife ¥={w;} sera appelée?®):

suite v, si elle converge vers un point de R;

suite asymptotique, si elle ne contient auncune suite partielle y;

suite a, si elle est asymptotique et satisfait & la condition
L. (2, ;) = 0;
i,j-00

swite B, si elle est asymptotique et me contient aucune suite
partielle «;

suite (a,y) si elle est une suite a ou y; suite (a,f) si elle est une
suite a ou f, enfin suite (a,f,y) si elle est une suite o,f ou y.

Désignons par 2, ensemble de toutes les suites de points
de R, par 2 celui de ses suites asymptotiques; enfin, les ensembles
des Smt’es o, B, 9, (a,9), (%f) et (a,B,y) par Qo 08,2;5 Quipy Lap
et 2,5, respectivement.

8) Comp. Kaufmann 1, p. 105-106.
») Comp. Kaufmann I, p. 81-82; je modifie ici un peu la terminologie
de M. Kaufmann.
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12. Les ensembles de suites seront désignés par des majus-
cules grecques.
Définition 1. J'appelle héréditaire un ensemble @CLQ, si les
conditions: Xe® et X, est une swite partielle de X entrainent X, e®d.
Définition 2. Soit X={x} €Q,; jappelle faiscean de
suites %) p(X) tout ensemble de suites {y} tel que 1_1}13 o(x,y,)=0.
Si Yegp(X), on a ¢(X)=
identiques ou disjoints.
Définition 3. Jappelle régulier un ensemble PCQ, 81 X ¢ P
entraine ¢(X)C ®.
Définition 4, Soient @;CQ, et P,CL2y; je dis que @, recouvre Dy
sl chaque suite X €@, contient une suite partielle X, e @;.
Définition 5. Soit @ CQ,; j'appelle enveloppe de © et je dé-
signe par &* le plus grand sous-ensemble héréditaire de 2, qui est
recouvert par @. Cet ensemble peut étre vide. S’il existe des ensembles
héréditaires recouverts par @, alors @* est évidemment leur somme.
On vérifie sans peine les résultats suivants:
(I) Si @, recouvre @, et @, recouvre D,, alors @, recouvre P,.
(II) Si @ est héréditaire, on a @ C O*,
(III) Si @ est régulier, alors @* est régulier.
(IV) Si @,@,=0 et I'un des ensembles P, P, est héréditaire,
alors @rdf=0.
(V) On a (9*)*=0*.
Définition 6

@(Y); done, deux faisceaux sont

. J’appelle clos un ensemble héréditaire si & =P*.
13. LI’ensemble 2 est héréditaire, régulier et clos. Les en-
sembles Qq, 25, 2, sont héréditaires et réguliers. On a les relations:

@an Qty=20, Qtg,=0.

14. Chaines. @ étant un ensemble ouvert, nous dirons que
la suite X={=;} est essenticllement contenue dams G'1) si & contient
presque tous les points de X, c.a d. §'il existe un 4, tel que i1,
entraine @; e G.

L’ensemble des suites essentiellement contenues dans G sera
- designé par O(@). C’est un ensemble héréditaire et clos.”

Nous dirons que l’ensemble de suites @ est essentiellement
contenu dans Vensemble ouvert @ si @ CO(R).

) Comp. Kaufmann 1, p. 82; (X) est sa ,,unbewallte f-Gresamtheit*.
1) Comp. Kaufmann 1, p. 76,
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Définition. Nous appelons chaine une suite de domaines {G4}
telle que @iy C G Nous dirons que la suite X est essentiellement
contenue dans la chaine {@;} si elle est essentiellement contenue
<dans tout domaine G4 L’ensemble des suites essentiellement conte-
nues dans la chaine {G} sera designé par @({G}); on a par suite:

{18) o({a}) =_£11@(G,)

Cest un ensemble héréditaire et clos. S’il est régulier, nous
dirons que la chaine {G} est réguliére. 3’il ne contient que des suites
asymptotiques, nous dirons que la chaine {G.} est asymptotigue.
Enfin, nous dirons que ®CQ, est essentiellement contenw dans la
<chaine {@;} si @ CO{G}).

15. Lemme 3. {K;} désignant un systéme recouwvrant de R,
A un nombre ‘positif et X ={z;}} une suite (a,y), il exviste un i, tel
que X est essentiellement contenue dans S(H,,2A).

On peut, en effet, déterminer j;, de maniére que, pour §=4y,
on ait g(z,x;)< A Comme {K;} est un systéme recouvrant de R,
il existe un 4, tel que wx; ¢ K;. Il en résulte que j>=j, entraine
@y, € S(w;,A) CS(K,,4), c. q.f. d.

Corollaire 1. 8i X eQ,,, il existe pour tout k naturel un 4
16l que X est essentiellement contenue dans Gy, 3 ')

Corollaire 2. 8i X ¢ Q.,, il eviste une suite d'indices {np}
telle que X est essentiellement contenue dans M3 et que ;Eg 6(M;,j;)=0.

IV. La topologie de Pespace 2,

16. Définition. Nous appelons une suite X ={w;} suite d’accu-
mulation 8) @un ensemble ®CQ, il existe une suite de suites
{Y}={yP}} telle que Y:eP et que

(19) lim hm sup olz, ¥ =
>0
Nous désignerons par @' Densemble des suites d’accumula-
tion de @.

12) 8i X el N alors X est essentiellement contenue dans un Gl » (i1 suffit
que GI " contienné le point-limite de X); la méme remarque s apphque au corol-
laire suivant.

18) Cette notion fondamentale est due a M. Kaufmann (,unbewallte
Grenzfolge®), qui ne considére d’ailleurs que les suites (a,8) et suppose. X non e &
{comp. Kanfmann 1, p. 83).
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17. Définition., Nous appelons fermeture d'un ensemble
& C Q, ensemble O=0P+&".

18. Théoréme 1. Q, est un espace satisfaisant ausw aziomes I
et 11T de Kuratowski '):

I. D+ b

II1. o

=0+ 0,
3 pour ®CQ, et @,C0Q,.
11 suffit évidemment de démontrer IIT. Soit X:{m,}eg;
supposons que X ¢ (®)’; il existe alors une suite {¥}={{y?}} telle
que Y;e® et lim lim sup g(xi,yj(.ﬁ)—_—o. Si 'on a ¥;e® pour une
oo J>co -
infinité d’indices 4, alors X ¢ @' C @. Dans le cas contraire, il existe
un 4, tel que #3>>14, entraine ¥;e®’; on peut supposer que i,=1.
Alors on a pour tout eouple 4,j une suite ¥, ={y{} telle que ¥, ¢&
et lim hﬁn sup @(y§i),ng>):0 pour i=1,2... Done, & tout ¢« on peut
) 300
faire correspondre un §; tel que j, >4 et que ’on ait:

(20) lim o(#,, }D) =0,
(21) lim sup o(yP,5$77) <1/,
hpoo i

Par conséquent, 1i1:):&1~> sup o(z, ¥\ < o(x, ,y§f>)+1 /i et finalement:

{22) lim lim sup o(z,;y{H/7)=0,
_ i>oo koo
donc Y e @' CO.

Ainsi 1a relation X e (@) entraine X ¢ ®, ce qui démontre IIT.
19. Lemme 4. L'ensemble D' est régulier et héréditaire.
Supposons, en effet, que 1'on a la relation (19) et de plus que
XO= {20} e p(X). Il vient:
(23) g{g hl};iup o(2®,y9) < 13_!3 olz?z) + hffi 11115 sup o(,,4) = 0,
donc X e’ Soit d’autre part X;={x,}. On aura d’aprés (19)
a fortiori:

{24) g lixjﬂiup g(.l‘ik’y}ik))zo,

done X, e®’, c. q.f. d.

1) €. Kuratowski, op. ¢it., p. 15.
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20. L’axiome IT de M. Kuratowski (& savoir: si @ est vide
ou ne contient quun seul élément, alors ®=®) n'est pas satisfait
dans Q,. En effet, si @ se réduit & une suite X € Q,,, alors D=q(X).
Par contre, on a le

Lemme 5. Si @ est vide ou se réduit & un faisceau, on a ¢=9.

La démonstration se réduit & celle de la relation ¢(X) eq¢(X).
Soit X= {20} ep(X)" ol X={x}. On a lim lim sup o(z{?,x)=0.
Soit 5>0. Nous pouvons déterminer un é;?ier ];met, pour i=p,
un entier m; de maniére que les relations i>p et j>m; entrainent
1a relation g(wﬁ“’,xj)<%n. Pour i> max (p,mp) et j= max (mg,n),
on aura

g(%’g)),m[)<%77, Q(mg”rrj)<%"] et Q('E§O‘7‘r])<%777
done o(@®,x)<n, done }_i}]é?g(ws_ﬂ),;z}i)z()’ done X© e p(X), c.q.f. d.

D’aprés ce lemme, on obtient de Q, un espace topologique,
¢. b d. un espace satisfaisant aux trois axiomes I, IT et IIT de
M. Kuratowski, en identifiant les suites qui font partie d'un
méme faisceau ou — ce qui revient au méme —en se bornant aux
ensembles réguliers et en les considérant non plus comme ensembles
de suites, mais comme ensembles de faisceaux.

On vérifie sans peine que P’espace topologique £, ainsi congu
est séparable. En effet, ACR étant un ensemble dénombrable dense
dans R, attachons & chaque &, ¢ A une suite y convergente vers ,;
on constate aisément que Iensemble dénombrable de ces suites
est dense dans £,.

Par contre, £, ne satisfait pas en général a I’axiome dit ..de
régularité” 15); il sensuit qu'en général £, n’est pas métrisable.

21. Temme 6. L'ensemble Q des suites asymptotiques est fermé.

Soit, en effet, X ¢’ et supposons que X ne soit pas une suite
asymptotique. Alors X contient une suite partielle X; € 2,. D’apres 19,
lemme 4, on a X; € Q. Soit Xy={w;} et ””“S}iﬁ? ;. R étant locale-
ment euclidien, @, est contenu dans un domaine G & fermetur.e
compacte et il existe un A>0 tel que S(z,,4)C @ D'autre part, il
existe unesuite { ¥ }={{ Yﬁ!)}} telle que ¥;e 2 et lim lim sup g(wi,y}ﬂ) =0.

Eraey (7 o
Done, il existe un 4, tel que o(2q, 0 )<A/2 et l1m_>iup ol y]f‘))<2/_.
7

15) Voir C. Kuratowski, op. cit., p. 65.
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Donce, hmiup o(@yyi)<d, done Y, e@(S(w,,2))COG). G étant

compact, 11 s’ensuit que ¥, contient une suite partielle v, done
Y,noneQl. On arrive ainsi & la contradiction, ce qui démontre
le lemme.

22. Lemme 7,
est fermé.

Soit, en effet, X =
telle que Y;e@({G})

. 8ila chaine {G;} est wguhére, Pensemble O({G4})

{z;} e O({G})’. 11 existe une suite {¥={y"}}
et llm hm sup o( j,y(l))=0. Done, on peut
faire correspondre & tout y un k tel que:

(25) oz 7J“) ) < 1/j + lim sup e(z,yi7),
2
(26) yg) € Gj.

Posons

Y ={y{"}. D’aprés (25), on a lim g @,y)=0, done
J>oo

. I
Xep(¥,y). Mais d’aprés (26), Y, est essentiellement ci)ntenu dan
tout &, donc

(27) Y, c0({6).

Or, la chaine étant supposée réguliere, il résulte de (27)
que X eO({G3}), c.q.f. 4. %)

23. Lemine 8. 8i &, recouvre @y, on a &, C D).

Roit, en effet, X={z} ¢ d;; il existe une suite {Y, 3=y
telle que ¥;e®, et que 'on ait (19). Par I’hypothése, ¥; contlent
une suite partielle {20} ¢ @,. Or, on a évidemment

lim sup o(z,20) <

0]
0 51 lim sup o(z, )Y ),

donc (19) entraine lim lim sup o(z,,2{)=
-»o0 ko0

Corollaire 1. On a (*) CQ'.

0, done Xeib),oq[d

Corollaire 2. Si Vensemble @ est héréditaire et fermé, Uensem-
ble O* est fermé.

En effet, d’aprés le corollaire 1, on a ($*)'CP' CP = D, et d’autre
part, d’aprés 12 (II), on a @C@* Donc (9*) Co*, e. q. 1. d.

1) Un raisonnement analogue permet d’établir ce lemme dans la forme

suivante, un peu plus générale: si @ est fermd et @A ({G ) régulier, alors @ O({G))
est fermé.
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V. Suites conjuguées.

24. Définition1?), Une suite {J;} d’arcs simples sera appelée
respectivement suite spéciale de type a, de type B, de iype y, si toute
suite {x;} telle que @;eJ; est respectivement une suite a, une suite g,
une suite y.

25. Définition ). Deux suites X ={z} et Y={y} sont dites
conjugudes $'il existe une suite spéciale d’ares simples {¥(z,y)}.
T’ensemble de toutes les suites conjuguées avec une suite X sera
désigné par A(X).

On vérifie immédiatement les résultats suivants:

(I) 8i A(X)==0, alors A(X)CLeupy;

(IT) 8i Y e A4(X), alors A(X)=4(X);
(I1I) Si X € Qqp,, alors p(X)CA(X), done 4(X) est régulier;
(IV) Si X €Qq,, alors 4(X)=g¢(X);

(V) 8i X eDup, et X, est une suite partielle de X, alors 4(X,)
Tecouvre A(X).

26. Lemme 9). Soit X;eQ.p5, €6 X4 conjuguée avee
ume suite partielle de X;, i=1,2,... Alors X, contient une suite par-
tielle Y dont toute swite partielle est pour tout j conjuguée avec une
swuite partielle convenable de X;.

Pour la démonstration, qui est fort simple, je renvois au mé-
moire de M. Kaufmann.

97. Lemme fondamental 10%). Soient Hi,..,H, des en-
sembles connexes, A>0 et X € Qug;. Supposons qu’aucune composanie

r
de R—3H, ne contienne de suite partielle de X. Alors Dun des do-
i=1

maines S(Hi,A) ot i=1,...,r contient uwne suile conjuguée avec une

suite partielle de X.
Te lemme est vrai si 2 S(H: 4) contient une suite partielle
=1

de X. Supposons que ce n’est pas le cas. Nous pouvons déterminer
alors une suite partielle X,={z{)} de X telle que

(28) 2 nonsz (Hy, 2/2) pour k=1,2,
=1

17y Comp. Kaufmann 1, p. 84 (._,ausgezeichnetes Streckensystem®).

1) Kaufmann 1, p. 84-86.

1) Kaufmann 1, p. 103-104. )

%) Kaufmann 1, p. 101-103 (Hilfssatz 7); comp. aussi Math. Ann. 106

(1932), p. 314-316.
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et que deux éléments différents de X; solent contenus dans des

compogantes différentes de R—2H; Soit I, la composante de

=1
o R
L ) - ¢ il i 3 \ i v
R iﬁH' contenant «{’. Unissons z{’ avec un point g/e%H, par
15

un arce simple Jy(zl), y) et soit y, le premier point de cet arc qui

appartienne é»;: S(H:2/2). Un tel point existe d’apres (28) et y, = 2.
On a de plus:
(29) J,(@P,y,) C L,

(30) Jy (@D, y,) 28 (H,, 1/2)=0.

Je dis que la suite {J,(z),y,)} est spéciale de type f. En effet,
en cas contraire, il existerait une suite Z={z} 2., et une suite
d’entiers {k;} telle que k<k et zeJ (@)y,). Soit m un entier
tel que n>12/1. D’aprés 15 (corollaire 1), Iajsuiée Z est essentielle-
ment contenue das un domaine G}, .. Considérons deux points 2’
et 2’ de Z situés dans Gy, , et unissons-les par un arcd (22" )CGh
Les points 2’ et 2'' étant situés sur deux arcs différents de la sui,te
{7, (=0, y,)}, done, d’apres (29), dans deux domaines différents de

la, suite {L;}, Pare J(2',2"") rencontre ’ensemble Y F(L,)C Zr','ﬁr,
Done: = -

(31) G;ngHiz*: 0.
i=1

. (S(I)J)’aprés 6 (9), on a 8(Gh, ) <6/n<1/2. Il résulte donc de (31)
et :

(32) Ghn CZ‘S(H“ %),
=1 =
(33) Grn2d (@, y,)=0.

Or, on & Z %J (2D, et, A’autre part, Z est essentiellement-

eonte‘nue dans Gr,., ce qui est en contradiction avec (33). Done,
la suite {J (2", y,)} est spéciale de type g, donc {#,} e4(X)). Comme

iml_
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r r
Yy e.Zl'S(Hi,Z/Q)C%S(Hi, A), il existe un indiee 4, <<r tel que S(H;, 1)
i= i=
contient une suite partielle de la suite {y,}, donc une suite conjuguée
avec une suite partielle de X, c. q.f. d.

28. L'application de ce lemme aux suites de domaines intro-
duits dans 5 et 10 conduit 4 deux corollaires importants:

Corollaire 1. Soient X eQ,; e j;,ly i, des entiers. Si
r

aucune composante de R—Y G;;k ne contient de suite partielle de X,
i=1

Vun des domaines Gy of i=1,2,...,1 contient une suile conjuguce
avec une suite partielle de X.
Corollaire 2. Soient X eQ,,. el Jpip-sl; des entiers. Si
r
aucune composante de R—)] T me contient de suite partielle de X,

=1

Dun des domaines M} ot i=1,2,...,r contient une suite conjuguée
avec une suite partielle de X,

Chapitre deuxiéme: Les bouts premiers descriptifs.
VI La frontiére descriptive.

29. M. Carathéodory a exprimé Popinion que les bouts
premiers ,in gewisser Hinsicht einen Ersatz fiir die Punkte des
Randes bilden”. Conformément & cette idée, Pensemble des bouts
premiers d’un espace B doit étre considéré comme analogue 2
celui de points de la frontiére euclidienne d’un domaine borné d’un
espace euclidien & u dimensions. Or, le role de la frontiére d'un
domaine peut étre envisagé de deux maniéres:

10 1a frontitre est le lieu géométrique des points de conver-
gence de certaines suites extraites du domaine;

90 1a frontitre forme demblée avec le domaine un certain
espace topologique.

Nous nous placerons d’abord au premier point de vue.

30. La frontiére descriptive. Nous dirons que Tensemble V
est une frontiére descriptive de R si I’on a déterminé pour les suites
de 2, c. i d. pour les suites asymptotiques de points de R, une con-
vergence vers les éléments v eV satisfaisant aux conditions sui-
vantes:
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(C 1) toute suite de Q contient une suile convergenie vers un veV;
(C2) si veV, il existe une suite de Q convergente vers v;

(0 3) st une suite de Q converge vers v, elle ne converge pas vers v,==v;
(C 4) toute suite partielle d’une suite convergente vers v converge vers v;

(C5) si une suite de 2 me converge pas vers v, elle contient une swite
partielle dont aucune suite partielle ne comverge vers v.

Les conditions (C 1) et (C 2) expriment des propriétés analogues
aux propriétés fondamentales de la frontiére euclidienne; les con-
ditions (C 3), (C4) et (C5) sont des axiomes de la convergence ab-
straite 2).

On n’introduit aucune topologie de V.

31. Désignons par Q(V) et 2(v) respectivement ’ensemble
de toutes les suites convergentes et celui de toutes les suites con-
vergentes vers un point v V. D’aprés (C1)-(C5) et en utilisant
la terminologie introduite dans 12, on a:

(34) (V) recouvre 2, ce que l'on peut exprimer par la relation
b

(ROVN)r=2;
(35) Q(V)=32(v);
vevV
(36) R(v)Q(ve) =0 pour v,3=vy;
(37) Pensemble Q(v) est héréditaire;
(38) Tensemble 2(v) est clos.

On voit que la frontiére descriptive est caractérisée par Pen-
semble (V) et par sa décomposition en ensembles Q(»), de sorte
que Pon peut identifier les éléments » de la frontiére avec les en-
sembles 2(v) suivant le modéle de la théorie des nombres irrationnels
de Cantor.

32. Lemme 11. La détermination d'une frontiére descriptive
revient & celle d'une classe B d’ensembles FCQ telle que:

(39) (2 P)*=0;
VeB
(40) Pi¥,=0 pour Y ,%V,;

(41) ¥ est hérdditaire.

#} Comp. C. Kuratowski, op. cit., p. 76-77.
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En effet, une telle classe étant déterminée, faisons correspondre
4 chaque ¥eB un élément »(¥) de la frontiere ¥, en convenant
a regarder o(¥;) et »(¥,) comme différents si ¥,+¥,. Posons
maintenant:

(42) Q(w)|=w*,
(43) QW)= (n(¥)).
TeB

On vérifie aisément, en se basant sur les résultats de 12, que
les conditions (34)-(38) sont remplies.

Les considérations précédentes contiennent le principe abstrait
de la ,méthode de complexes® de M. Kaufmann. Les comple-
xes parfaitement saturés (.vollkommen gesittigte Komplexe) de
M. Kaufmann 22) forment un systéme $ satisfaisant aux conditions
(39)-(41). On voit immédiatement que R posséde une infinité de
frontiéres descriptives. Pour en arriver aux bouts premiers, il faut
assujettir la frontiére & des conditions ultérieures.

33. Considérons maintenant deux frontiéres desc.ip'ives Vet V'.

Lemane 12, 8i Q(V)CQ(V'), les relations veV, v' eV’ e
D) 2(v')=0 entrainent la relation Q(v)CQ(¢').

En effet, supposons que Q(v)—Q(v')==0. Soit {x;} e 2(v) (v}
et {y}eQ(v)—L(v'). Posons z, ==z, et z,=y, pour i=1,2,..
D’aprés 81 (37) et (38), on a {2} eQ(V) et {z} noneQ(V’). Done,
QV)—(V')=£0, contrairement & la supposition.

Corollaire. Si Q(V)=0(V'), on peut etablir entre les élements
de V et ceux de V' une correspondance biunivoque v=g(v’), v'=g(v}
de maniére que Q(v')=2[g(v")).

A cet effet, faisons correspondre & chaque v’ eV’ une suite
X(v') e 2(v'). Par hypothése, X(v') e 2(V); il existe donc un g(v') eV
tel que X(v') sQ(g(v’)) et on a en vertu du lemme 12: Q(v’):Q(g(w’)\.

34. Quatre cas sont possibles:

(44) [ )=L(1"),

(45) QVYCRYV') et QV)—Q(V)==0,
(46) QV)DQ(T) et QV)—2(V')==0,
(47) Q) — (V) F0F2(7)—L2(V).

22) Kaufmann 1, p. 96-97.


GUEST


3. Mazurkiewicz:

Definition ), Nous dirons que les frontiéres:
SV et V' sont identiques si 'on a (44);

V est plus faible que V' si Pon a (45);

V est plus forte que V' si Pon a (46);

V et V' sont incomparables si Pon a (47).

Lemme 13. 8i QV)CQV'), alors & tout v' eV’ correspond
un ensemble V(v')CTV tel que Pon a:

(48) Jv)=v,
v'eV’ .
(49) Q)22 ),
veV(v')
(50) - Q)= Q).
ve V(v')

A cet effet, posons V(v')=2w, la somme s’étendant & tous
les v e V qui satisfont & la condition Q(v) Q2(v')==0.
La relation (49) est une conséquence de 33 (lemme 12).
Soit vy e V; alors Q(v,)CR(V'); il existe done un vy e V' tel que
Q(vy) R(vy) 4=0. Done v, V(vy), ce qui démontre la relation (48).
Q(v") étant héréditaire et clos, on a d’aprés (49) 2(v') C(Y) Q)
veV(v’)
pour établir (50), il suffit done de montrer que D Q(v) recouvre
ve V(v')
2(v'). Or, 81 XeQ(v'), X contient d’aprés 3 1 (34) une suite partielle X,
telle que X; e 2(V). On a done X, eQ(v;) pour un certain v, eV.
Mais Q(v") étant héréditaire, on a X; e 2(v’), donc Q2(v')Q2(v,)=0,
donc v, e V(v'), done Xy e ), 2(v), ce qui démontre (50). Le lemme
eV (")
est ainsi établi. ‘

85. Lemme 14. Soit V une frontiére descriptive telle que la
condition X € Q.50Q(v) entraine A(X)CQ(v). Alors Q(v) est un en-
semble régulier.

Supposons, en effet, qu'on ait ¥Y={y} ¢ Q(v), Z={z}ep(X) et
Z non € Q(v). D’aprés 31 (38), Z contient une suite partielle Z, telle
qu'aucune suite partielle de Z; n’est un élément de Q(v). D’apreés
18 (17), Z, contient une suite partielle Z,={z,}e¢Qu5. On a
Z, non e Q(v). Posons Y,={y,}. Il vient lim o(¥1,%,)=0, donc
Y, ep(Z,), donc Y,eQu4 donc Z,eA(Y,). Daprés 81 (37), on a
Y, eL(v), done en vertu de 'hypothése du lemme, on a Z, < Q(v). On
arrive aingi & une contradiction, ce qui démontre le lemme.

*) Comp. G. Birkhoff, Fund. Math. 26 (1936), p. 156-166.
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86. Théoreme 2. Il existe une fromiiére descriptive V, satis-
faisant aux conditions suivantes:
{C'1) st X € Q) Lo, alors A(X)CQ(v);
(¢ 2) Q(v) est ferme;
{C'3) la frontiére V, est plus faible que toute fromticre descriptive
différente de V et satisfaisant aux conditions (C'1) et (C’ 2).

Ce théoréme sera démontré dans 43.

Définition. Nous appelons les &léments de V, les bouis
premiers descriptifs ou bouts premiers de Kaufmann. Is
coincident avec les bouts premiers introduits par M. Kaufmann
dans le cas ol R est un domaine berné de 1'espace euclidien, e=0
et o,(@,y) désignant la distance euclidienne (comp. 2).

La condition (C’'1) est contenue implicitement dans les ré-
sultats de M. Kaufmann; elle n’est pas intuitive, mais elle admet
des conséquences importantes. L’introduction de {C’2) est natu-
relle et justifiée par des analogies. La condition (C’ 8) & un caractére
extrémal et entraine l'unicité de la définition des bouts premiers
descriptifs.

VII. Suites normées.
87. Définition 1. Une suite X eQ,; est dite normeée ) si
T’on a pour toute suite partielle X, de X la relation
(51) A(X) A(Xy)%0.
L’ensemble des suites normées sera désigné par 0,.

38. Lemme 15. X diant normée et X, X, désignant deux suiles
partielles de X, on a:

(52) A(X,) A(X)==0.
En effet, on a par hypothese:
(53) AX) AX)+0+4(X) A(X).
Nous distinguons trois cas possibles:
(54) A(X) A(X;)F0. ou  A(X) A(Xp) =05
(53) AXY A(X)+0 ou AX) A(X;)+0;
(56) A(X) A(X) =0+A4(X) A(X,)".

) Comp. Kaufmann 1, p.87 (,normierte Folge®). La définition de
M. Kaufmann est équivalente & la notre.
Fundamenta Mathematicae T, XXXIIL 13
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Or, (54) entraine A(X)=A(X;) ou A(X)=A(X,), et (52) est

alors une conséquence immédiate de (51).
La premiére relation (35) entraine d’aprés 23 (lemme 8) et

25 (V):

(%) A(FX,) 4(X,) D A(XL) A(X,) D A(X) A(X,
De méme, la seconde relation (55) entraine
Enfin, (56) entraine

(58)  A(X,) A(X;) D A(X) 4

+0
2

)
(52).

(X)) A, )' DAX) 4
_.A(X) X,) =+ 0,
La relation (5 2) est ainsi demontrée
Corollaire. 2, est un ensemble héréditaire.
En effet, soient X ¢ 2, X, une snite partielle de X, et X, une

suite partielle de X,. D’apres le lemme 15, on a A(X,) A(X,)==0,
done X, € 2,, c.q.f. d.

89, Lemme 16%). Toute suite asymptotique contient une suite
partielle normée.

1 suffit, d’aprés 12 et 13, de montrer que toute suite X e Qq4
contient une suite partielle normée. Si X € Q,, on aura, X, désignant
une suite partielle arbitraire de X, la relation X; e p(X)=4(X)=
=4(X;); done, une suite a est normée.

Soit maintenant X e Q. Déterminons X, X,... de la maniéve
suivante: X,={o{®}=X; X, étant supposé déterminé, X, ={zit1}
est une suite conjuguée avec une suite partielle de X, et conte-
nue dans un domaine {G¥i}, si une telle suite existe. Deux cas
-sont possibles:

19 La suite {X,} est infinie. D’a.pres 26 (lemme 9), X con-
tient alors une suite partielle ¥ ={y;} telle que toute suite partielle
de Y est conjuguée avec une suite partielle de X, quel que soit %.
En particulier soit {a;(‘i)} la suite partielle de X, conjuguée avec Y.

(X)A(&,) =

J
Posons Z={x{¥}; les points o et m"‘> sont situés pour k=2,3,...
dans un domaine G{%; on a donc d’apres 6(9):
(59) ol(a®, () < 8(GTF)<<10/k
7

(60) lim lim sup g(a{?, {0)=0.
koo jroo 7

pour k=2,3,... et j=1,2,...

#) Kaufmann 1, p. 104-107 (Satz VIII);
(1932), p. 309.

comp. aussi Math. Ann. 106

i
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Commseé {ng)} e A(Y), il en résulte que Z e A(Y)". Y, désignant
une suite partielle arbitraire de ¥, on aura d’aprés 23 et 25 (V)
Z e A(Y,)’, donc A(Y)A(YQ:#O done Y €2, et le lemme est dé-
montré dans le cas 1°..

20 Il existe un % tel que X,est défini, mais il n’existe
suite X4y possédant les propriétés requises,
¢.2d. gqu'auncun domaine G}, ne contient de suite conjuguée
avec une suite partielle de X, D’aprés 27 (corollaire 1), il en ré-
sulte lexistence d'une suite {Yyim}, ot m=1,2,..., telle que Yz
est une suite partielle de X que Yjppmpq est une suite partielle
de Yppm et que YH.,,, est contenue dans une composante L, de

1’ensemble R~Z G pr1. Evidemment LimitCLm, ¢ &d. 1a suite {Lm}

est deseendante Son; 9, UN point arbitraire de ¥pim; posons ¥ ={y,}
et soit {y,}=Y, une suite partielle de ¥. Unissons g, & ¥ par un

‘are simple Jy (Y Yn)CLlm. Je dis que {J1(¥mym)} est une suite spé-

ciale de type B. En effet, il existerait dans le cas contraire une suite
Z={t} € Qu telle que 2y € J1(YmysYm,) POUT My<thnis. Cetle suite
est d’aprés 15 (corollaire 1) essentiellément contenue dans un GF ity

done a fortior: dans 2'Gtiq. On peut done déterminer un g>d;
=1 .
tel que ‘

(61) 2 EZE(Gzh+1,

‘mais on a d’autre part

(62) 2 €I (YmysYmg) C Iy C Ly C Ly, C B — iZ:,‘l G

en contradiction avee (61). Done {J1(ym ym)} st une suite spéciale
de type B, done ¥, e 4(Y), done A(X) A(Y,)==0, done Y eQ, et le
lemme est démontré aussi dans le cas 2°.

VIII. Construction des bouts premiers descriptifs.
40. Les .agrégats. Introduisons d’abord trois définitions
suivantes:
Définition 1. Jappelle agrégat dlémentaire ) tout ensemble

A(X) ou X est une suite normée.

26) Les agrégats élémentaires ont 6té introduits implicitement par M. Kauf-
mann (comp. Kautmann1,p. 86-87, définition des ,Komplexe erster Ordnung™).
13*
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Définition 2. J'appelle famille des agrégats la plus petite
classe A d’ensembles @ C 2 assujettie aux conditions:

(A1) U contient tout agrégat élémentaire;

(A2) Si%CUA et []P =+ 0, alors S0

DeU, DeU,

Evidemment, 9 est la partie commune de toutes les familles
qui satisfont & (A1) et (A:-2). 11 exigte de telles familles, p. ex. la
famille de tous les sous-ensembles fermés de 2. On voit que les
agrégats sont des ensembles fermés.

Définition 3. J'appelle agrégat saturé *) tout agrégat iden-
tique & chaque agrégat qui le contient.

La classe des agrégats saturés sera désignée par Us.

Corollaire 1. 8i @, @, W et Oy ==y, alors $1Py=0.

Corollaire 2. Tout agrégat est contenw dans un agrégat sature.

En effet, soit @, un agrégat; désignons par Uy I’engemble des

agrégats qui contiennent @,; on a [1® > &, done, Qapres (A 2), Uen-
DeA,
semble > @ est un agrégat contenant @y; évidemment c’est un agré-

€y
gat saturé.
41. Lemme 17, Tout agrégat est fermeture d'une somme d’ agré-
gats dlémentaires.
Soit A, la famille des ensembles @CLQ qui sont des fermetures
des sommes d’agrégats élémentaires. U, satisfait 4 la condition (A 1)
et, comme il est facile de voir, & la condition suivante:

si 9, CYA, alors O e,
De,
donc a fortiori & la condition (A 2). Par conséquent ACA,, ce qui
démontre le lemme.
42, Lemme 18. La classe s des agrégats saturés détermine
ume frontiére descriptive V.
Daprés 32 (lemme 11), il faut démontrer que

(63) (Y o) =0,
DeUs

#7) Les agrégats saturés sont liés aux ,,vollkommen gesittigte Komplexex.‘“;
comp. Kaufmann 1, p. 96-97. 8i & ¢ Us, alors BQ, est un ,,vollkommen gesiittig-
ter Komplex“.

icm

Théorie des bouls premiers 197
(64)

(65)

DD, =0 pour D,P,eW, et ODED,,

D e, est héréditaire.

Or, une suite normée est contenue dans un agrégat élémentaire,

done dans un agrégat saturé (comp. 40, corollaire 2). Done Q.C > o.
. . De,
Mais d’aprés 39 (lemme 16), on a ©F=0; il en résulte (63). )

La relation (64) est identique & 40 (corollaire 1).
Soit enfin ¥ e® W, et considérons une suite partielle ¥,
de Y. D’aprés 41 (lemme 17), on a:

@= 2 A1) = 3 AX) = T 4K+ (5 AX).

63,8 €0,8 Xe

(66)

Deux cas sont possibles:

10 Yi_%'pA(X). On aalors ¥ Q2,0 et d’apres 38 (corollaire)
€i2,4

Y, e 2,; en outre,
(67)

AXN)A(Y) =0 et A(Y)CD.
D’autre part, A(Y;) étant un agrégat élémentaire, il est con-
tenu dans un @, ¢W; il résulte de (64) et (67) que ®,=P, donc
r, edY)CD, c.q.f.d.

20X ex( %' ﬂA(Y))’. Dans ce cas, il résulte de 19 (lemme 4) que
€8,

(68)

e.q.f. d.
Le lemme 18 est ainsi démontré.

Yie (3 A@)cCe,

XeQ,)

43. Démonstration du théorédme 2 (comp. 36). Nous al-
lons montrer que la frontiére descriptive ¥, déterminée d’aprés le
lemme 18 satisfait aux conditions (C’'1), (C'2) et (C’3).

Considérons d’abord la condition (C’1). Soient ve Vy,
X={} e Q)20 et X;={z"} e A(X). Supposons que X, non e Q(v).
Alors, d’aprés 40 (C1), (05) et 39 (lemme 16), nous pouvons dé-
terminer un v, e V, tel que v=kv,, de méme qu’une suite partielle
ng{wgz}e[)y!?('ul) de X,. L’ensemble A(X,) est alors un agrégat

élémentaire; done, il existe un agrégat saturé @ contenant A(X,).
L’élément »(P) eV, déterminé par cet agrégat est évidemment
identique & v,, puisque ¥, converge vers v(®P) et vers v;. On a done:


GUEST


198 8. Mazurkiewicz:

Xy={my,} € A(X,) COCL(va). Mais X, étant une suite partielle de
X eQ(v), on a X;eQ(v). Done v="1,. On arrive ainsi & une contra-
diction, ce qui démontre que V, satisfait & la condition (C'1).

Soit & présent v eV, D’aprés 32 (voir lemme 11 (42)) et 42
(lemme (18)), il existe un @ <%, tel que Q(v)=>0*. D’apres 28 (corol-
laire 2), @ étant héréditaire et fermé, P*=0(v) est fermé, c. i d.
¥, satisfait & la condition (cr2).

Soit enfin V' une frontidre descriptive satisfaisant anx condi-
tions (C’ 1)'et (C’2). Nous montrerons d’abord que toute suite nor-
mée converge vers un v’ e V', c.&d. que l'on a 02,CQ(V’). Supposons
le contraire et soit ¥ e 2,—Q(V’). Daprés 80 (C 1) et (C 5), on peut
déterminer deux suites pa;rtielles Y, et Y, de ¥ qui converg“ent’
respectivement vers o' e V' et v eV’ tels que v'==v'". Mais V' sabis-
faisant & (C'1) et (C'2), on a d’aprés 38 (lemme 15):

(69) Q) ") D A(Xy) A(X,) + 0,
done v'=v"". On a ainsi une contradiction, et la relation

(70) 2,C)

se trouve établie. : {; . : :

Or, il résulte de (70), (C'1) et (C’'2) que tout agrégat élémen-
taire est contenu dans Q2(v') ol v’ e V. Soit A’ la classe de ces agrégats
élémentaires. On a va que A’ 'satisfait & la condition (A1) et on
vérifie aisément qu'elle satisfait aussi % (A2). Comme A, CA par
définition, il en résulte que W=, Soit v ¢ Vy; il existe un D « Ay tel
que Q(v)==>0%*; mais P Uy; il existe done un v eV’ tel que CR(V');
or, Q(v') étant héréditaire et clos, il en résulte que

Q) = * COE)CR).

Done (V) CQV'); ¢:ad. (comp. 83 et 34) que V, est plus
faible que V' ou identique & V'. Done, V, satisfait & la condition
(€ 3)zet le théoréme 2 est démontré.

44. Les bouts premiers descriptifs et les bouts pre-
miers de M. Kaufmann.§Nous avons déja indiqué (comp. 36),
que les bouts premiers descriptifs sont identiques aux bouts pre-
miers introduits par M. Kaufmann lorsque:

1° B est un domaine borné d’un espace euclidien p-dimen-
gionnel,

20 g(w,y)=0(x,y) Ol p(w,y) désigne la distance euclidienne,

icm

Théorge des bouts premiers 199

Je me dispense toutefois de donner ici une démonstration
détaillée de cette identité, en me bornant & remarquer que la construc-
tion 40-42 de ce mémoire s’obtient de celle de M. Kaufmann ),
bagée sur Pemploi des nombres transfinis, par une méthode genérale
concernant ’élimination de ces nombres et dont les principes ont
été donnés par M. Kuratowski?).

IX. Théoréme principal de M. Kaufmann ).

45. Théoréme 3. A iout bout premier v eV, on peut faire
correspondre une chaine {Gn(v)} telle que Q(v)=0({Gr{r)}).

La. démonstration de ce théoréme sera partagée en plusieurs
parties. )

Considérons d’abord la base {M}} de R, introduite dans 1
et soit
(1)

s

(M7} ob j=1,2,..

la-suite de domaines de cette base tels que M;* ne contient aucune
suite de Q(v).

) 46. A toute swite mormée X e Q(v) on peut faire correspondre;
une chaine {@n(X)} on m=0,1,... telle que
(i) GoX)=R; ; .
(il) Gmya(X) est une composante de R~Elt-ffj; Lo
. . J=1
(1ii) Gmaa(X) contient une swite partielle de X.
En effet, on aurait dans le cas contraire un entier m>0 tel
que Go(X),...,Gn(X) seraient déterminés conformément & (i), (i)
et (iii), mais qu'il serait impossible de déterminer Gny((X). Soit Xm)
1a suite partielle de X contenue dans .Gn(X). Comme les ensembles
M** ot j=1,2,...,m-+1 ne contiennent aucune suite de 2(v), ils ne
peuvent contenir atcune suite conjuguée avec une suite partielle
de X, car une telle suite est d’aprés 80 (C4) et 36 (C'1) une

%) Kaufmann 1, p. 86-98. II me semble d’ailleurs qu’il se trouve dans
Pexposé de M. Kaufmann une petite lacune concernant ’existence de ses ,,com-
plexes saturés® par rapport au nombre 2 (L. c., p. 88), mais qui est d’ailleurs facile
& combler, p. ex. en modifiant quelque peu 1a définition du complexe de premier
ordre. Je pense aussi qu’il est préférable d’éviter le terme ,complexe”, devenu
classique en topologie combinatoire.

) (. Kuratowski, Fund. Math. 3 (1822), p. 76-108.

®) Kaufmann 1, p. 108-119 (Satz X). .
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suiteé de 2(v). Done, d’aprés 27 (corollaire 2), une composante de
m—+1

R- 3 M — désignons-la par @na(X) — contient une suite par-

j= 1
tiellJe 1de X, done une suite partielle de X. Comme Grn(X)Gmia(X) D
O X@EG,,.4(X) =0, on aurait encore Gr1(X)CGn(X) et Gnia(X) satis-
ferait aux conditions requises, contrairement & la supposition.
La proposition 46 est ainsi démontrée.

47, L’ensemble
(72) Q(X) = Q(v)0({Gun(X)})

est régulier.

Supposons le contraire. Q(v) étant régulier d’aprés 36 (lemme 14)
et 36 (C'1), il existe un Y={y}eQ(X) et un ¥,={yP} tels
que Y,ep(Y) et Y,non e@({G,(X)}). Il existe donc un m, et
une suite {'gg;} telle que y%: non ¢ Gm,(X ). Comme {y;}e @(G,HI(X)),
on peut supposer que 4, est suffisamment grand pour avoir
y, <@, (X). Onalim e(y, ,¥D)=0; done, la distance ¢ étant natu-

® 1 koo T
relle (eomp. 2), il existe une suite d’arcs simples J{(y, ,yg))} telle que’
kb

Hm B(J y(i))) =0. L'arc J(y. y‘.l)) rencontre nécessairement un

point P e F(G, X))C Z MicC 2 M. On a lim(y,,y®)=0 et
4] T k>0

P} e¢({y,ik} Or, {y. k} étant une suite partielle de Y € 2(v), elle

converge vers v, dome, Q(v) étant régulier, on a {y@P} eQ(v).

D'autre part, yP ¢ 2 My* pour k=1,2,...;
j=1 I

M** o j=1,2,.. "

par conséquent un domaine

., contient une suite partielle de {y®}, donc une

smte de 2(v), contrairement & la définition des domaines (71).
48, L’ensemble Q(X) est fermé.

C’est une conséquence de47, du fait que Q(;J) est fermé et de 22
(lemme 7, note).

49. 8i Y={y} QX )2, 0., on a A(T)CAX).

Supposons le contraire; ile existe alors un indice m, et une
suite ¥, e {yV} telle que X n'est pas essentiellement contenue
dans Gml(X )- L existe donc une suite {y} telle que {y®} non e ¢ (X);

k Uk My

?
on Peut supposer en outre que 4, est suffisamment grand pour
avoir g/iks Gml(X). Déterminons une suite spéeiale d’arcs simples
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{J,(y,y™}. Lare J(y, ,y(‘)) rencontre F(G,,,,(Y)) en un point ¥

et on a yP <P (G, (

M oon j=1,2..

)CZ M* CZ M*T, done, 'un des domaines

.y contlent une smte partielle de la suite {yP};
mais cette suite partielle étant conjuguée avee une suite partielle
de {yik}, done de Y, elle est contenue dans Q(v), contrairement
4 la définition des domaines (71).

50. On a X ¢ Q(X).

Supposons que ce n’est pas le cas. Il existe alors un m, et une
suite partielle X, de X telle que X; CR—6n,(X). La suite X, est
normée d’aprés 38 (corollaire). On peut done, d’apres 46, lui faire
correspondre une chaine {G.(X)} satisfaisant aux conditions 46
(i), (ii) et (iii). Le domaine Gm(X,) contient une suite partielle de X,
Les domaines G, (X) et G (X;) sont des composantes de Pensemble
R— 2 M;’.‘, et des composantes différentes, puisque Gn,(X) ne con-
tient aucun point de X, et Gm(X;) en contient une suite partielle.
Par conséquent:

(73) Gm,(X)Gm.(X1) =0,
(74) 2(X)Q(X;) = 0.

TI résulte facilement de 46 (iii) que Q(X) contient une suite
partielle ¥ de X et, de méme, Q(X,) contient une suite partielle Y,
de X,. Ces suites étant des suites partielles de la suite normée X,
elles sont normées et satisfont d’aprés 38 (lemme 15) & la relafclon
A(D)A(Y) = 0. Mais d’aprées 48 et 49, on a ATX)CQX) et
A(Y,) C Q(X,), done

(75) QX)QX,) D AX)A(Yy) =+ 0
en contradiction avec (74). La proposition 50 est ainsi démontrée.
51. Les considérations de 50 montrent que pour deus suites
normées X et Y eQ(v), on a ou bien QUXYQY)=0, ou bien
QX)) =2(Y).
52. Nous allons montrer maintenant que
(76) Q0,0({6x(X)}) C L(v).

Soit Y={y:} € 2.,0({Gn(X)}). D’ aprés 15 (corollaire 2), il
existe une suite d’indices {p,} telle que Ye Q(M ) et 11m S( M3 **)
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Les p, sont distinets des 7;; en effet, une égalité p »=7, entrainerait
Y e@(Mﬁj‘); d’autre part, ¥ E@(Gj‘(X)), done Gjl(X)M,*.‘j‘#'O, ce
qui est en contradiction avec 46 (ii). Done, M;;: contient pour cha-
que k une suite Z,={2{"} e 2(v). D’autre part, ¥ contient une suite
partielle I’iz{yik} telle. que y; e M;k. On aura:

e N : ) 3 o

(77 }kgg hl}i sup o¥i, 4 < gg’é(Mpk) 0.

Done, Y, eQ(v)’ CQ(v). Comme Y ep(Y,), ce qui résulte de
YeQ.,, il vient ¥ eQ2(v), c. q.£. d. -

11 résulte de (76) que O({Gx(X)}) ne contient aucune suite p;

done:

(78) O({G(X)}) C O

) 58. Nous allons démontrer encore que
(79) 2:0({GaX)}) C Qo).

11 g’agit de montrer que si ¥ e 2:0({Gn(X)}), alors ¥ e Q(v).
Daprés 81, il suffit de considérer les suites Y= {y} telles que
Y eQV,y) et y, e G(X).

Supposons que Ynone®(w); on a alors YeO(v;) pour un
9,50 et vV, Considérons une suite partielle Z={z;} de X telle,
que 2z e G(X); une telle suite existe d’aprés 50 et on a Z « 2(v). Ré-
unissons ¥, et'zi par un are simple J,(y,,2)C6& (X). Deux cas peu-
vent se présenter:

‘ 1° la suite {J,(y,,2)} contient une suite spéciale
{,W,%,)) Aloms {g,} e A((z,)2(0,) et {z,} e Qv) ot v+v,, con-
traitement % 86 (C'1). ' R .

20 la suite {J,(y,2)} ne contient aucune suite spé-
ciale. Soit 2, Pensemble des suites {£x} € Q, telles que toed (Y, 2, )
ol #x<fgqr. On a 2,CO{EL(X)}), done, selon 52, 2,CQ(v). Consi-
dérons pour un g fixe les domaines {G,} ou I=1,2,... tels que (E5
contient essentiellement une suite de 2i; soient @,q ces domaines.
D’aprés 15 (corollaire 1), toute suite de Q; est essentiellement con:
tenue dans un Gy,q, donc (en vertu de I’hypothése de 29), il existe

o ‘
un 4, tel que pour i>1i, larc J,(¥,2,) rencontre Z,’G;’;l 5 ce dernier

n=1 ;
ensemble étant fermé d’aprés 8 (lemme 2), soif 2@ le premier point

de J\(y,e) contenu dans El(?nq La suite {J,(y,2@)} est spéciale.
P
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de type f. Désignons pour abréger par H;, le G, , tel que 47 e ﬁ?‘;
ebposons: Hi,=@F ,, Hit =61, Comme {#"} ¢ 4(Y), on 2 {7} Q(w).
Nous distinguons deux cas (d’ailleurs ne s’excluant pas):

(2) Il existe un ¢ et une suite {H,,} telle que la relation
t, € HiY entraine {t;} € Qp.

Déterminons dans Hy , une suite {f}eQ,CO(v); soit & un
point de cette suite tel que 1ig sup o(t,#9) < 1/s; on a

Lim lim sup o(t,, #9)=0,
sp»00  hpoo0
done

(80) {&7} € O()=0(v).

D’autre part, en unissant ¢ & zgz) parunare simple JJ (t's’,zf,:‘) eH ::‘; .
on conelut de Phypothése que la suite de ces ares est spéciale de,
type 8. Donc {t} eA({z}.:)})CQ(vl), en contradiction avee (80).

(b) Quel que soit g, il existe une suite {H ,»s'q} et une suite {{@}
telles que 19 ¢ HY et {10} ¢ 2, . D’aprés 15 (corollaire 1), la suite
{t@} est essentiellement contenue dans un domaine G;q@ il existe
QOnc un Sq tel_que §2>s, entraine G;q,q H,i::q# 0. Done, d*aprés 6 (7):
(81) H; ,C6,

pour sz $q-

71 _

D’a,prés‘ (81), le domaine G;‘,:j‘q contient essentiellement .19,
suite {zlig)} € Q(v,) et en méme temps une suite {sq} € 2;C(v) (puis-
que chaque H¥f contient une telle suite). Soit ,tE'EG;);E on
a d’aprés 6 (9):

(82)  limlim sup olfy,elf) < Jim )< g 260100
(83) lim lim sup o(ly, s g) < lim 8(657%) =0.
g0 §300
Done: R,
(84) {7} < 20) 0(0)=0(r) Aw),

en contradiction avec la supposition qﬁe p==1y. La relation (79)
est ainsi démontrée.
54. I1 résulte de (76) et (79) que
Qu5,0({Fa(X)}) CLRA).
Qoit maintenant Z € O({Gn(X)}). Z, étant une suite partielle

de Z, on peut trouver une suite partielle Z, de Z; telle que Zp € Lugiy-
Alors 7, € Q0 5,0({Gn(X)NCR(V)- Done, daprés 30 (C5), ona Z e Q(v).

(88)
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On a par conséquent les relations:

(86) O{Ga(X)}) CQ(v),

(87) 2X)=0({Gn(X)}).

55. Nous pouvons maintenant achever la démonstration du
théoréme 3 (comp. 45).

Considérons la familles B de sous-ensembles fermés de Q,
définie comme il suit: @B si P est un agrégat et §’il existe un
vy eV tel que v, #=v et DCLR(v,) ou bien un X eQ(v)R2, tel que GPCTR(X).
On a évidemment B CI.

Congsidérons un agrégat élémentaire A(Y). 8i YeQ(v,) et 3=,

on. aura A(Y)CQ(v), done A(Y)eB. Si YeQ(w), alors, ¥ étant
une suite normée, on aura d’aprés 50 et 49 Y Q(Y) et A(¥) C(Y),
donc encore A(Y) ¢ B. On voit ainsi que la famille B satisfait i la.
condition 40 (A 1).

Soit maintenant B,CB et [;[BQH: 0. Tout agrégat étant contenu
. €0y
dans un certain Q(v,) ot v,¢V,, on voit d’aprés 31 (36) que tous
les @ ¢ B; sont contenus dans un (v,) ot v, ¢ V,. Si v ==0, agrégat

@23@ est encore contenu dans Q(v,), done 3@ eB. Si, par contre, les
B, DeB,

P e B, sont contenus dans Q(v), alors chaque & est contenu dans
un Xg) ot XgeQ(v)Q2, et, ’apres 51, tous ces 2(X3), comme

contenantgj]% =0, doivent étre identiques. L'agrégat Y @ est done
B, DB,

contenu dans (X¢) ot @ « B;, de sorte que Y@ e B. On voit ainsi
DeB.

que la famille B satisfait & 1a condition 40 (A1 2).

1l en résulte que AC B, et finalement =98,

Soit maintenant @, 'agrégat saturé définissant élément v,
¢.4d., d'aprés 32 (42), celui pour lequel @F=0(v). Il existe un
Xy e Q(0)2, tel que &,CQ(X,); on a done d’aprés 14

(88)  BF=0(0) =X o)* =O0({Gn(X0)})* =O({Gn(X)}) = Q(X,).

Il en résulte d’aprés (86) que, pour tout X eQ(v)2,, on a
2(X)CQR(X,), donc en vertu de 51 R2(X)=0(X,). Il s'ensuit que
pour un m fixe tous les G,(X) ot X € Q(v)Q, sont identiques; on
peut les désigner par Gn(») et Pon a d’aprés (88) ’

(89) - Q(0)=0({Gn(v)}),
ce qui démontre le théoreme 3.
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56. Corollaire 1. RSoient: X={z}cQ(v) et Y={y;}eQ(v).
I ewiste une swite dares simples {J(x,,y,)} telle que 2z, ed(z,,y,) en-
traine {z;} € 2(v).

Soit, en effet, m; le plus grand entier pour lequel on a simulta-
nément mjeGmi(v) et y; e Gy (v) pour j=4,i+1,... La suite {m}
est non décroissante et on a par hypothése Lim m;=-+o0. Considé-
Tons un are simple J(w;y;) C Gy (v). La relation zed{m,y,) ol
4=1,2,... entraine

{90) {zi} € O({G, (0)}) =6({Gy(v)})=L(v),
c.q.f. d.

Corollaire 2. Si Q(v) oi veV, est essentiellement contenw
dans un ensemble ouvert H, alors Q(v) est essentiellement conienu
dans une composante de H.

57. Appelons courbe asymplotique de B un ensemble de points
2(7) € R, 1a fonction x(r) étant définie pour 0<Lr<(1, continue, et

la condition lim z;=1 entrainant {x(7;)}eQ. V étant une frontiére
i>o0
deseriptive, nous dirons que la courbe converge vers veV, sila

condition lim 7,=1 entraine {z(z:)} € 2(v).
o0

Corollaire. v dlant un bout premier descriptif, il eriste une
courbe asymptotique de B qui converge vers v.

11 suffit de considérer la courbe _Z{‘J(asi,mi+1) ou {z;} est une
=

suite de Q(v) et J( @) un arc simple tel que 2; eJ(2,oq) en-
traine {z;} ¢ Q(v); une suite {J (@, mir1)} possédant cette propriéte
existe d’aprés 56. '

Les corollaires de 56 et 7 établissent pour les bouts premiers
descriptifs une sorte d’accessibilité qui me semble étre la raison
géometrique de leur introduction.

58. Lemme 19. Si Vensemble ouvert H contient essentiellemeni
Densemble Q(v) (comp. 14), il existe un entier my tel que Gm(v)CH.

Tn supposant le contraire, on aurait Qu(v)—H=+=00tm=0,1,2,
So0it @, € Gm(v)—H; alors {as,,.}e@({Gm(ﬂ)})zﬂ('v)CQ(.H').; on auraib
done pour m suffisamment grand @, € H, en contradiction avec la
définition de #m.
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59. Lemme 20. 8i v, == vy, il ewisie un mytel qrie Gum(v1)Gm,(v)=0.

On aurait en cas contraire Gn(v,) Gm(v,)==0, ol m=20,1,...;
S0Ib i € Gn(01) Gm(y); alors  {im} € 2(v,) Q(v,), en contradiction
avec 31 (36).

60. Le point v eV, étant fixé, les domaines G(v) dépendent
de domaines M, introduits dans 10. Le choix de ces domaines étant
fixé, tout Gn(v) est déterminé d'une manidére univoque et l'ensemble
de ces domaines pour v eV, et m=0,1,... est dénombrable. Rangeons-
-les en une suite infinie '

(91) (L} ot i=1,2,...

61. Lemine 21. {L}o)} dtant une suite partielle de (91) contenant
pour chaque v e Vy Pun au moins des domaines Gm(v), il existe un p,
tel que toute suite asymptotique est essentiellement contenue dans Uen-

Pa
semble ouvert YL
j=1

Supposons le contraire; il existe alors pour tout % une suite

k
{2 qui n’est pas essentiellement contenue dans JL. L’ensemble
p=]

k
2 M; étant d’aprés 5 (2) et 10 A fermeture compacte, on a pour ¢
oy =i

k
suffisamment grands #{° non e } M, car, en cas contraire, {z{?} con-
j=i

tiendrait une suite partielle y. Il existe donc pour tout % un 4, tel que
x &

(92) Y=o e R—[ Z;’Mj—[— 210 pour k=1,2,...
i= =1

On a {y,} € Q, ear autrement {y,} contiendrait une suite par-
tielle y, donc une suite essentiellement contenue dans un M; ce
qui est impossible. La suite {y,} contient une suite partielle {y, }

convergente vers un o, ¢ V. D’'aprés la supposition, il existe un j,
et un wm, tels que G (v:)=L{. Done, {ykn} est essentiellement con-
. Jo
tenue dans L(? et.a forttori dans ZL}O), en contradiction avee (92).
=1

Le lemme 21 est ainsi.démontré.
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Chapitre troisiéme: Les bouts premiers topologiques.

'X. La frontiére topologique.

62. Plagons-nous 4 présent au point de vue de la seconde
maniére d’envisager la frontiére d*un domaine (comp. 29).
Supposons déterminée une frontitre descriptive V; le pro-
bléeme #’impose de prolonger sur V la topologie de R de maniére
‘que les suites de’ R qui convergent vers un ¢ ¢’ selon la notion de
convergence considérée dans la définition de V (voir 30) convergent
vers v aussi d’apres cette topologie.
Ce probléme nous conduit 4 la notion de frontiére topologique.
Définition. Nous dirons que ’ensemble W est une frontiére
topologiqgue de R si I'on a déterminé pour lensemble R+W une
topologie satisfaisant aux conditions suivantes:
(D 1) Cette topologie coincide dans R avec celle donnée pour R.
(D 2) W est contenu dans la fermeture B de R.
(D 3) R+W est un espace compact et métrisable.
Le probléme de la détermination d’une frontiére topologique W

ipeut atre formulé encore de la maniére suivante: il s’agit de ,.plon-
‘ger™ R dams un espace compact et métrisable; W est alors la froniiére

de R par rapport & cet espace.

Les suites de points de R qui convergent d’aprés la topologie
de R-+W wvers les éléments w eW satisfont évidemment aux condi-
tions (C1)-(C 5) de 30. Done: toute frontidre topologique est une fron-
tiére descriptive. Par suite, les symboles: (W), Q(w) et w e W ont
le sens qui a été défini dans B1 et les termes: W identigue, plus
faible, plus forte que W, ont le sens défini dans 34.

63. Théoréme 4. Il existc une frontiére topologique W, satis-
faisant aux conditions suivanies:

(D' 1) 8i X e Q(w)Qug, on a A(Y)C2(w).
(D’ 2). La frontiére W, est plus faible que toute frontiére topologique W
satisfaisant & (D' 1) et différente de W,.
Les éléments de W, seront appelés bouts premiers topologiques.
On remarquera que la condition (D’ 1) est identique & 86 (C'1),

‘tandis que (D’ 2) est analogue & (C'3).

La démonstration du théoréme 4 (voir 94)‘ sera précédée de
plusieurs lemmes.
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64. Lemme 22. Sila frontiére topologique W satisfait & (D’1),
Vensemble Q(w) est fermeé.

En effet, d’apres 35 (lemme 14), Q(w) est régulier. Soit

X={w}e (Q(w ) 11 existe une suite {¥}={{y\"}} telle que ¥;e Q(w)
et 'on a
(93) lim lim sup o(a,,y)=0.
5o J>oo

R+W étant métrisable, introduisons dans cet espace une
métrique g,. La relation ¥;e Q2(w) exprime que Y; converge vers w.
Done, lim gl(w,yy?)_—:o, quel que soit 4. Done, & chaque % correspond
un j; tjglmque Pon a:
(94) Lim oz, y) =0,

500 i

(95); 91(7”7?/;‘?) <1fi.

I en résulte que lim gl(w,y;f))zo, done {yy@}e.@(w). D’autre
100 i i
part, d’aprés (94), on a {p}=X eq:({y}‘?})CQ(w), c.q.f.d.

I1 en résulte que si W, existe, W, satisfait & (C'2) et & la con-
dition (C’ 1), qui est identique & (D’ 1). Done, d’aprés (C' 3),
W, est plus fort ou identique & V. On verra dans la suite qu'en gé-
néral W, et ¥, ne sont pas identiques.

65. Soit v eV, et W une frontiére topologique.

J’appelle projection du bout premier v sur la frontiére W 1en-
semble E(o,W) de tous les weW qui satisfont & la condition
()2 (w) =+ 0. : '

En particulier si B est un domaine borné de espace euclidien,
la frontiére euclidienne F(R) est une frontiére topologique. J’appelle
la projection E(v,F(R)), c. & d. celle de v sur F(R), projection eucli-
dienne du bout premier v.

On dira, généralement, que les points de la projection euchi-
dienne de v sont contenus dans v, et il est commode de déterminer
les bouts premiers par leur projection euclidienne.

66. Lemme 23. La projection E(v,W) est un ensemble fermé.
Soient, en effet, w; ¢ E(v,W) et w,= lim w;; considérons dans
R 4-W une métrique o,. On a e

(96) Lim gy(wy, w))=0.
. oo |
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Daprés la définition de la projection, on a Q(v)Q(w;)==0;

s0it X = {#(0} € Q(v) Q(w,). I1 vient lim e (@0, w)=0 et X; e O({Gn(v)}),
o

done, on peut faire correspondre i chaque 7 un j; tel que xm € G ()

M

et gz ') y20;) < 1/i. 11 en résulte que limg (.:c"" w)=0, c.ad
oo

{w"’}eQ et {w;f_)}e@ {&,(0)})=20(v), done .O(’w) Q(r)==0, done

w, € (v, W) ce qui démontre le lemme.

XI. Construction des bouts premiers topologiques.

87. Définition. {®,} étant une suite de sous-ensembles fer-
més de 2, nous désignons par R({P,}) la classe d’ensembles fer-
més @ CQ possédant la propriété suivante: & tout domaine G cou-
tenant essentiellement @ correspond un =, tel que n>n, entraine
D,0(G) = 0.

68. Les hyperagrégats. La famille § de hyperagrégats est
la plus petite famille de sous-ensembles fermés de Q possédant les
propriétés suivantes:

(A1) SiveV,, alors 2(v) € H;
(A72) 8i $,C% et H qs + 0, alors Y Ge$;
DED,
(A’ 3) 8i @re$ pour n=1,2... et %, CHR({B.)), alors 2q>ss5

Evidemment, § est la partie commune de toutes les familles
possédant les propriétés (A1), (A'2) et (A’3). Il existe de telles
familles, p. ex. la famille de tous les sous-ensembles fermés de Q.

Corollaire 1. 8i ®,¥,D, ¢ pour n=1,2... et &,¥ ¢ N({D,}),
alors D+¥F eH.

Corollaire 2. Tout hyperagrégat est de la forme ;; (v) ol

vEY,

V,.CV,.

En effet, on vérifie aisément que la classe d’ensembles de
cette forme posséde les propriétés (A’ 1)-(A’3), ce qui démontre
le lemme.

69. Définition. Jappelle saturé un hyperagrégat, §’il est
identique & tout hyperagrégat gui le contient. La classe des hyper-
agrégats saturés sera désignée par 9.

Corollaire 1. Tout hyperagrégat est contenu dans wun hyper-
agrégat saturé (comp. 40, corollaire 2).

Corollaire 2. Si ®,,®, ¢ §; et D=y, alors $;P,=0.

Pundamenta Mathematicae. T. XXXIII. 14
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70. Lenune 2L La cdasse $s des hyperagrégats saturds dé-
termine une frontiére descriptive W,.

Daprés 82 (lemme 11), il faut démontrer que:
(97) (3 o) =
DeDHs
(98) BB, =0 5i O F Py, DreH 66 DyeHs;
(99) D ¢ H; est héréditaire.

Or, d’aprés 68 (A1), on a 2V CZ @, de sorte que(97) résulte

de 31(34). La relation (98) est 1dent1que au corollaire 2 de 69.
Tnfin (99) est une conséquence de 68 (corollaire 2), 31 (37) et 19
(lemnie 4); comp. la démonstration de (65) dans 42 (lemme 18).
Le lemme 24 est ainsi démontré.

Daprés 12, & chaque @ e ¢ on attache nn élément :(P) et
on pose:

(100) 2(w(®)) = o*.

71. Introduction de la limite damns W. Soient w,eW,
et w;e W, pour é=1,2,... Nous dirons que la suite {w;} converge
vers w, et nous écrirons

(101) Wy = l_im w;
si Pon a o
(102) Q(wy) € N({Q (w)})-

- Lemme 25. lim w; est délerminé d’une maniére univoque.
i»oo

Supposons, en effet, que
et wy == wg.

(103) wp = lim w;

wg = Hm w;,
o0 i->c0

Soient @, PP et @, les hyperagrégats saturés qui déterminent
respectivement wo, wg et w;. On a:
(104) Q) = B, Q) = OP* et Q(w) = ¢ pour i=1,2,..
Je dis que les conditions (103) entrainent:
D, e {P}) et OP e N({D)).

Il suffit évidemment de démontrer. la premiére des rela-
tions (105). Soit ¢ un domaine contenant essentiellement @y; O(G)
-tant clos, G contient essentiellement OF = Q(w,); il existe donc

(105)
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un %, tel que 4>4, entraine O(H)Q(w,) =+ 0. Soit X, O(G)Q2(w)).
D’aprés (104), X; contient une suite partielle ¥;e®P;, et comme
on a évidemment Y;eO(F), il en résulte que O(G)D; = 0 pour =4,
La relation (105) est ainsi démontrée.

La troisitme des relations (103) entraine @ @9 = 0, done
D, =+ D, + D). D’aprés 68 (corollaire 1) et (105), @, + O est un
hyperagrégat contenant I’hyperagrégat saturé @, et différent de
lui, ce qui est en contradiction avec la définition de ’hyperagrégat
saturé. Le lemme 25 est ainsi démontré.

72. Lemme 26. L'espace W, est un espace L*,
c.ad. on a les trois conditions caractérisant les espaces L*31):
(a) si ]imw,»:wo et {i} est une suite croissante d’indices,

alors lim w;, = wo H
oo

(b) si w=mw, pour tout 4, alors lim w;=wy;
>0

(c) si la suite {w;} ne converge pas vers w,, elle contient une
suite partielle dont aucune suite partielle ne converge vers v,.

Or, la condition (a) est une conséquence de la relation
N({D;1 O N ({@,}), et 1a condition (b) est évidente. Pour démontrer (c),
supposons que {w;} ne converge pas vers w, Il existe alors un do-
maine G contenant essentiellement Q¢w,) et tel que O(G)2(w;)=0
pour une infinité 4,<i,...<<i;<... d'indices 4. La suite {w;} ne peut
évidemment contenir aucune smte partielle convergente vers w,.

78. On voit d’aprés 68, 69 et 70, que tout 2(v) ol v eV, est
contenu dans un Q(w) ot w ¢ W,. Done, la frontiére ¥, est identique
4 W, ou plus faible. On peut done appliquer & V,, et W, le lemme 13
de 34. BEn désignant par Vy(w) Pensemble de tous les v eV, tels
que 2(v) CQ(w) oit.w ¢ Wy, on a les relations:

(106) Z%‘,Vo(w) =V,

(107) Q(w) D D Q(v),
UEV“(ID)

(108) = (X Q@)*.
veVy(u)

31) Comp. C. Kuratowski, op. eit., p. 76-717.
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74. Lemme 27, 8i vy e Vo(wy), vie Vo(w) et 2(v) e R({L(v))}),
on a
(109) we = 1im w;.

i»c0

Supposons en effet, que le domaine G contienne essentielle-
ment Q(w,); alors il contient a fortiori 2(v,); il existe donc un
tel que pour ¢34, on a @(¢)2(v) == 0, done a fortiori O(G)Q2(w;) +=0,
ce qui démontre (109).

75. Lemme 28. W, est compact.

Soit, en effet, {w} une suite d’éléments de Wo; considérons
une suite {o} ol v;e Vo(w). Je dis qu’il existe une suite partielle
{vy} telle que Pensemble R({Q(v;)}) contient au moins un (v);
d’apres 74, cela suffit pour démontrer le lemme. Or, en supposant
le contraire, considérons pour tout v eV, la suite {G'n(v)}. Suppo-
sons que, pour un v et tout m, la relation Q(Gm(v))Q(vi):i:() est vé-
rifiée pour une infinité d’indices 4; posons k=1 et désignons par kni1
le premier indice dépassant ks et tel que G)(Gm+1(v))9(vkm 1) 0.
Soit H un domaine arbitraire contenant essentiellement Q(v).
D’aprés 58 (lemme 19), il existe un m, tel que pour mz=m, on a
Gn(v) CH. Done:

(110) O(H) Q(va,) D O(Gm(v)) Qos,,) + 0

On aurait par conséquent Q(v) e N({2(vy,)}), contrairement
4 la supposition. On voit par suite que pour tout v eV, il existe
un m(v) tel quel’on a @ (Gm(v)(ﬁ))Q('v,-) =0 tout au plus pour un nombre
fini d’indices 4. Soit {LO} la suite formée de tous les Guew(v).
Diaprés 61 (lemme 21), il existe un nombre p tel que toute suite

pour M =My,

asymptotique est essentiellement contenue dans Z L(O) Soit X; € 2(v;).
=1

Tl existe un indice p,<<p tel que L(") contlent essentlellement une

suite partielle de X;, donc une suite de .Q(fvi) on a done 6( L(°) )Q(w,) 0.

On a donc pour un ¢<p et pour une infinité de 4 m relation
Dw )@(Lf"))=i=0 en contradiction avec la définition de L. Le lemme
est aum démontré.

76. Lemme 29. 8i v e V,—V(w,), il eviste un mq tel que

(111) O Gy () R(wg) = 0.
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Supposons le contraire; il existe alors pour tout m une suite
X,,,s@(G (v ))_-(wo) Or, X,, contient une suite Y e )(VU), soit
Yo € Q(vy). Comme ¥, € 2(wy), on a vyeVo(w,) et 2(v) e R{ 2(vm)})-
Soit wg I’élément de W, pour lequel v e Vy(wp). D’apres 72 (lemme
26 (2)) et 74 (lemme 27), il en résulte que wi=1wo et veV{2wy),
contrairement & la supposition.

77. Lemme 30. Si wye W, et le domaine H satisfait & 1
condition O(H)RQ(wy) =0, alors on peut faire correspondre & tout
v e Vo(wy) un m(v) tel que

(112) G (0)H = 0.

Supposons, en effet, que pour un v e Vy(wy) et pour tout m
on ait Gn(v)H=F0. Soit 2, € @y(v)H. On aurait done

{#m} € O({Gn(v)})O(H) = Q(v)O(H) C 2(w,)O0(H),

en contradiction avec la supposition.

78. Lemme 31. 8i Densemble ouvert H contient essentielle-
ment Q(w,) et st Qw)—O(H)==0 pour i=1,2,..., alors on ne peut
pas avoir l_im w; = Wy.

Deuxl_};ms sont & considérer:

1° 11 existe un v e Vo—V (1) tel que O(Gn(v))Q(w)=+0 pour
tout m et pour une infinité des i. Posons 4,=1 et désignons par im41
le premier indice i>i, pour lequel @(Gm+1(w))!2(wm+1)#0. Alors
0| n(v)) Q(w; )0 pour k=m, m+1 . Done Q(v) € R({L(w;)}). On
a veVyw) ol w=Ew, et L(w')e N({L( w, )}). Done,
et la relation lim w;=w, est par suite 1mpos51b1e, c.g.f. d.

w =lim wik

20 Pour égift v e Vy—Volw,), il existe un m(v) tel que 'on &
@(Gm(u)( )) Hwy)==0 tout au plus pour un nombre fini d’indices .
Déterminons pour tout v e Vo(w,) un indice m(v) de maniére que
Gmin(v) CH. Rangeons les domaines Gru)(v) ol v eV, en une suite
infinie {L“’)} Daprés 61 (lemme 21), il existe un p tel que toute
smte asymptotique est essentiellement contenue dans T’ensemble

ZL“’) Comme Q(w)—O(H)=0 et ¢
une guite Xi:{mg‘)} eQ(w,) telle que z{’ non e H. Un des ensembles
I ol j=1,2,..,p contient une suite partielle ¥,={y?} de X,

Done, un des L“’) ol j=1,2,...,p — on peut supposer que cest LY —

contient ¥;eQ(w;) pour une infinité des 7. Or, pAY =G me(V')-

Q(w;) étant héréditaire, il existe
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Si o' e Vy(w,), on aurait I CH, ce qui est impossible, H ne con-

tenant aucun z{), donc aucun y@. Si o' e Vo—Vo(w,), on aurait

G)(G,,,(,,',(v’)),Q(wi)#:O pour une infinité de 4, en contradiction avec

la définition de m(v). La relation lim w;=w, est donc impossible
i-yoo

anussi dans le eas 2° et le lemme 31 se trouve démontré.

Corollaire. SiVensemble owvert H contient essentiellement 2(w)

et si wnahm w;, alors H contient essentiellement Q(w;) powr @ suffi-

samment gwmd

79. Lemme 32. A tout we W, on peut ]‘aiae correspondre.
une chaine de domaines {H,(w)} telle que Q O({H (w)}).

La démonstration se décompose en plusleurs parties:

Rangeons tous les domaines Gn,(v) tels que v'eVy—Vo(w)
et O(Gn(v"))2(w)=0 en suite infinie
(113) {K,,} ol n=1,2,...

Je vais définir pa.r induction une suite d’ensembles’ ouverts
{H,,(w)} ol n=0,1,2,... satisfaisant aux conditions suivantes:

(114) Hy(w) = R,

(115) Hiqa(w) C Hy (w),
(116) Hppt(w) (Enp+ Mnps) = 0,
(11 Q(w) CO(Hy(w)),

(118) toute composante de H,(w) contient essentiellement une
suite de Q(w).

Supposons H,(w) déterminé de maniére que lon ait (117).
Soit v e Vy(w). D’aprés 58 (lemme 19) et 77 (lemme 30), on peut
déterminer un m,(v) tel que:

(119) Gy (v) C Hp(w), -

(120) G () (Kt + M) =
Rangeons tous les G (v) Ol v e Vo(w) en une suite infinie {L{™}
et posons

(121) 2 L(")

J=1

Hipi(w) =

iom
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On vérifie immédiatement que I'on a les relations (115) et (116).
Si v e Vo(w), on a Q) COGn,)(v)) C Hysa(w), done

(122) Y Q(v) CO(Hpia(w)).

veVyiw)

O|H 41(w)) étant héréditaire et clos, il en résulte d’aprés 73 (108)

w)=(Y 2

veVyw)

que
(123) ()" C OH s 1(10))-

On a done la relation (117) pour n+41. Une composante quel-
conque de H,ys(w) contient un domaine L}"}, c.ad. un certain
Guwy(v) ot veVy(w); elle contient donc essentiellement un 2(v)
olt v e Vo(w), ce qui démontre (118).

La suite {H )} assujettie & (114)-(118) étant ainsi construite,.
posons £,(w ” @( (w)); 1a relation (117) entraine 2(w)C.Qy(w).
Je dis que

(124) Q,(w) C 2(w).

En effet, Q,(w) étant un ensemble héréditaire, il suffit de ag-
montrer que 2,(w) ne contient aucune suite y ni aucune suite con-
vergente vers un 2’ € Vo—V(w). Or, si X est une suite y, il existe
d’aprés 15 (corollaires 1 et 2) un #; tel que X eO(M,), d’ol, se-
lon (116), X non ¢ O(H,,(w)), donc X noneyw); si XeQ(v) ol
0" e Vo—Vo(w), il existe A’aprés 76 (lemme 29) un Gn(v') tel que
@(Gm(ai’)}!_)(w):o et ce Gn(v') est contenu dans la suite (113);
on a done X ¢ O(K,) pour un #, d’olt selon (116) X none @(Hn.(w))'
et & fortiori X non e Q,(w). La relatlon (124) est ainsi démontrée.

‘Il en résulte que

(125) =[] 0((H(w)).

n=0
80. Soit v e Fy(w). D’apreés 56 (corollaire 2), Q(v) est essentiel-
lement contenu dans une composante de H,(w), que je désignerai
par H,(w,v). On a d’aprés (115) Hya(w,v) C Huw,v), c. & d. {H(w,v)}
est une chaine de domaines. Soit
(126) O ({H p{w,v)}).

Evidemment, si vy,0 € Vo(w), les ensembles O,(w,v,) et 2y(w,v,)
sont identiques ow disjoints.

£2,(w,v)
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81. 0Q,(w,v) est un ensemble régulier.
Supposons le contraire; il existe alors deux suites:
Y, ={y} e Q (w,v), ¥,={y®P} ep(X,), et un n; tel que

(127) y® non € H, (w,v).

Y, contient une suite partielle {ygk)} € Q(v;) ot vy e Vi(w). Len-
semble Q(v,) étant régulier, on a {y?l:} e g {g/filz}) C Q(v,). Mais d’aprés
56 (corollaire 2), Q(v,) est essentiellement contenu dans une compo-

sante de H,(w), donc dans H,(w,v), puisque cette composante
contient essentiellement {y?):} e Q(v,). Donec: {yi)}e@(H,,ﬂ(w,@)), en
contradiction avee (127).

D’aprés 22 (lemme 7), on voit en outre que £,(w,v) est un
ensemble fermé.

82. Nous pouvons achever & présent la démonstration du
lemme 32 (voir 79). Considérons la famille & d’hyperagrégats &
tels que @ CQy(w,v) pour un we Wy et un v eVy(w). Evidemment G
satisfait & la condition 68 (A’1) et un raisonnement analogue 4 celui
de 55 montre que ® satisfait aussi & (A’ 2). Soient @;¢ 6, B;C Q,(w;,v;)

ot j=1,2,..., B, CHBR{P}) et ®y= 2 &. Comme P, c$H, B, est
e®,

contenu dans un hyperagrégat saturé ¥, donc dans ¥y = Q(w,).
Je dis que w,=limw; En effet, un domaine K contenant

- =0 -
essentiellement Q(w,) contient essentiellement @, donec un cer-
tain @ e ®,, done —pour tout j suffisamment grand —une suite
des @;CQ(w;). Par conséquent Q(w,) e R({2(w))}), ce qui démontre
que wy = lim w;.

D’apres. 78 (corollaire), il existe un j, tel que pour j>4,L’en-
semble ouvert Hax(w,) contient essentiellement £(w;), donc Q,(w,v;).
D’aprés (126), il en résulte par un raisonnement analogue 3 celui
de 58 (lemme 19) que Hy(w;,v;) C Hulwo) pour ¢ g;. Mais H (wj,v;)
est un domaine; il est donc contenu dans une seule compo-
sante de Hy,(w,). Soit OB e G5 alors OO C Q(w,,vW). Done, O est
essentiellement contenn dans H,(w,,v"), qui contient dOI;C‘. essen-
tiellement une suite de &; CQy(wy,v;) pour j>jO. On a done
H (w,0;) Hp(wy,vW) == 0 pour tout ¢. Il §’ensuit qnue pour §>=j
720 et g=q;, on a H,(w;,v) C Ha(wy,v®). Mais si 90 e G ej'l;
DO CQ (wy,v®), on a par les mémes raisons H,(w;,v;) CH, (wlv@))
pour j=jn j>j® et ¢>g¢;, donc Hn(wo,vm)=H,,(w0,'v<‘l>)n. Dmonc,
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tout @ e ®, est contenu essentiellement dans H,(wg,?") quel que
soit n, donc @ CQy(wy,vM) et, ce dernier ensemble étant fermé, il
s’ensuit que @, C0;(w,,vW), done @, € G. On voit ainsi que lafamille &
satisfait aussi & (A’'3). On a done d’aprés 68 HCG et H:.CG.

¥ étant un hyperagrégat saturé tel que P*=0Q(w), il existe
un v, e Vo(w) tel que ¥'CQy(w,v,). Par conséquent Q,(w,vg)=L(w).
Il en résulte d’aprés (118) et 80D que, pour tout veVy(w), on =
Q,(w,v) = Q(w). Done, quel que soit #, tous les domaines H.(w,v}
olt v e Vy(w) sont identiques, et par conséquent H,(w) n’a qu’une
seule composante, c. i d. H,(w) est un domaine. D’aprés (125),
Q(w) = O({H(w)}), ce qui démontre le lemme 32.

83. Corollairve. Si X={z}, Y={y;} et X,Y e Q(w), il exisle
une swite dares simples {J(@sys)} telle que les relations 2 e J (@Y1
o i=1,2,... entrainent {2} e Qw).

La démonstration est identique & celle de 56.

84. L’espace Uy=R-+ W, Les points de U,=R-+W, seront
designés par la lettre u avec des indices. Nous pouvons considérer U,
comme un espace L* moyennant la convention suivante:

La suste {u;} converge vers uy, si on a l'un des deux cas:

19 4y € R, les ;e B forment une suite y convergente vers %,
Qapreés la topologie de R et les u;e W sont en nombre fini.

20 4y e W, les u;e B forment une suite de £(u,) oun sont en
nombre fini et les u;e W, forment une suite convergente vers u,
d’aprés 71 ou sont en nombre fini.

On veérifie aisément que les trois conditions 72 (a), (b) et (e),
caractérisant les espaces L¥, sont remplies.

L'ensemble des suites de R convergentes vers i,
sera désigné par Qu,) et celui des suites de U, conver-
gentes vers u, par I'(u).

85. U, est un espace compact. (’est une conséquence immé-
diate de 70 (lemme 24) et 76 (lemme 28).

86. La fermeture dans U, La fermeture dans U, peut
atre définie, comme on sait®), de la maniére suivante: soit A C Uy;
7 est Pensemble de tous les e U, tels quil existe une suite {u;}
ot ;e 4 pour i=1,2,... et 11)12 Ui=1u.

On sait que les axiomes I et IT de M. Kuratowski sont alors
vérifiés.

s2) . Kuratowski, op. cit., . 77.
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87. Lemme 33, Si Uensemble K ouvert (rel. R) contient essen-
tiellement Q(w), il existe un indice ng tel que H,(w)C K.

La démonstration est entiérement analogue & celle de 58
(lemme 19).

88. Attachons & chaque u, e U, une suite d’entourages {By(u,)}
olt n=0,1,..., définie de la maniére suivante:

(A) Si uye R, alors By(uy)=R; B,(u,) étant déterminé de ma-
niére que %, € B,(1y), IBayi(t,) est le premier domaine de la suite
{M;} (comp. 10) tel que uyC B, 11(19) CBr(u,) et é(Bn+1(u0))
Un tel domaine existe, {M;} étant une base de R..

- (B) 8i u,e W, alors B,(u,) est 'ensemble de tous les u qui
satisfont & la condition
(128) Qy(u) CO(Hi(ug)).

<_1._
n-+1

I1 én résulte que uye B,(uy) et que RB,(uy)=H,(u,).

89. Lemme 34, Bn(u;) est un ensemble ouvert dans U,.

Clest évident si ug € R, car B,(u,) est dans ce cas un domaine
de B et, d’aprés 84, R est ouvert dans U,. Soit maintenant u, e Vy;
il s’agit de démontrer que siu € B,{u,), alors « est un point intérieur
de cet ensemble. C'est évident si u e R, car alors u e H,(u,), et ce
dernier ensemble est ouvert dans R, donc dans U,. Supposons done
que ue W, et soit lim w;=u; la suite {u;} se décompose en deux

suites {z;} et {w;} dont Pune peut étre finie. Or, hm Tp==1u entraine

d’apres 84 et (128) {m;} € Oy C@(H (4)); on a donc pour § suffi-
samment grand z er(uo)CB (). La relation u € B,(u,) entraine
D4(w) C@(H,,(u@). Il existe done d’aprés 87 (lemme 33) un =, tel
que H,(u)C H,(u,), d’olt selon hmwj_u et 78 (corollaire), on

a pour j suffisamment grand .O (w,)C@(H,,,(u)) C@( (u)), done
w; eBp(uy), done 4 est un point intérieur de H, (u,) et le lemme 34
est démontré.

80. Lemme 35. Soit A un sous-ensemble fermé de Uoy; st la
suite d’ensembles {B} contient pour tout u ¢ A un des ensembles B, (u),

il existe un p tel que 4 CZB,-.
=1
Clest évidemment un cas particulier du théoréme de Heine-
Borel pour U, La démonstration est presque triviale. Supposons
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que, pour tout %, A——ZB 4 0. Soit uwzed —ZB D’aprés 85, {ug}
contient une suite partlelle {us,y ot km<km+1, convergente vers
un u,. A étant fermé, on a u,e 4; il existe done un i, tel que
B, =B,(up); en vertu de 89 (lemme 34), on a u,_ e B; pour m suf-
fisamment grand et, d’autre part, d’aprés la définition de ug, on a
Up,, NON € By, pour k,>>%. On arrive ainsi & une contradiction et le
lemme 35 est démontré.

91. Lemme 36. Si u,eB,(uy) pour n=0,1,..., alors im u,=1u,.

R0
En effet, si uy e R, on & d’aprés 88 (A) u,e R et g(tn,u)<<1/n,

donc lim 4, =1u,. Soit maintenant u, e Wy; la suite {u,} se décompose
n-yoo

en deux suites partielles (dont I'une peut étre finie): {um} et {u,}
telles que Um; € B et uy e Wy ol =1,2,...; my<<myy b n<<niys. On &
par hypothése %, H,,,l(uu done {thm} € O({H m,(11)}) =0 ({Haluo)})=

=0 (1), done ];1)1013 Um=1tp. D’anttre part, 2(u)CO(Hy (u)|CO(H{u),
done a fortiori O(H (us)) 2 (u );0 pour j>>i. D’aprés 87 (lemme 33),
on a donc 2(ug) e N({L(uy)}), done hm u,,j—dun 11 en résulte que

lim u,=u,, c.q.f.d.
n-oo .
Corollaire. Si u,==u, on peut déterminer un indice ¢ tel que

(129) B (u1)By(12)=0.

92. Lemme 3% Si weBy(wy), il existe un indice m tel. que
Bum() C Ba(to)-

En effet, en supposant le contraire, on aurait Bm(u) —Bn(1te)==0
pour tout m. Soit u, € Ba(u)—Balu); d’apres 91, il en résulte que
lim %, =u, done, By(up) étant ouvert, % noneBn(ug), en contra-
di—:;ion avec ’hypothese.

93, Lemme 38. U, est un espace méirisable et séparable.

Nous avons déja remarqué (voir 86) que les axiomes I et IT
de M. Kuratowski sont vérifiés; considérons laxiome IIL3%),
A savoir: si ACU,, alors 4 = A. 11 suifit de démontrer que ACA.

Soit uer Il existe une suite {u;} et une suite & double
entrée {u;;} telles que wie A, i]im U=y, Uijed et lim ;=1

oo
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que u;e Bi(uo).

38) (. Kuratowski, op. eit., p. 15.
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Daprés 92 (lemme 37), nous pouvons déterminer un %; tel que
By ) CBi(u). Enfin, on peut déterminer un j;, de manitre que
i, € By () C By(uo). D’aprés 91 (lemme 36), il en résulte que
1im w;;,=1wug, done u, e d. L’axiome IIT est ainsi tabli.
e La séparabilité de U, résulte de celle de R et delarelation B— U,.

Considérons I'axiome IV (dit de séparation)st): si 4, et A,
sont des sous-ensembles fermés et disjoints de U,, il existe un en-
semble ouvert B tel que 4,CB et 4,C B=0. Il suffit %) cependant
de démontrer Pawiome de régularité c. i d. Paxiome IV dans le cas
particulier ot 4, se réduit & un seul point u,. D’aprés 91 (corollaire),
nous pouvons faire correspondre & tout ue.d, un indice n(u) tel
que Bi(%) B () =0. D’aprés 90 (lemme 35), il existe un nombre
fini de points u;,u,. ..., 4 € A, tels que

p .

(130 4sC 3 By (1) =By
Soient 7, = rln)ax n(u;) et B=B,(u). On a BB,=0, done,
B, étant ouvert,J EBILO et a fortiori A,B=0; d’autre part u, e B.
Done, Paxiome de régularité, et par suite celui de séparation, sont
vérifiés. U, est donc?3) séparable et métrisable, ¢. q.f. d.

Corollaire. W, est une frontiére topologique.

En effet, d’aprés 85 et 92, W, satisfait aux conditions
(D1)-(D3) de 62.

94. Démonstration du théoréme 4. Cette démonstration
se réduit & montrer que W, satisfait & la condition (D" 2) de 638,
puisqu’il est évident d’aprés 78 et 836 (C'1) que W, satisfait & (D' 1).

Considérons une frontiére topologique W, satisfaisant & (D’1)
et désignons ses éléments par w’, w’’ avec des indices. Introduisons
dans U,=R+W, une métrique et désignons-y par o(ui,us) la distan-
ce entre uj et up. Pour k=1,2,..., soit Sy(w’) ensemble des # e R
tels que o(w',z)<1/k. CPest un ensemble ouvert (rel. R), contenant
essentiellement Q(w’).

D’aprés 64 (lemme 22), Q(w') est fermé. W, est donc une fron-
tiére descriptive assujettie aux conditions (C'1) et (C'2) de 86.
Draprés (C’'3), W, est done plus forte que ¥, ou identique & V,.

#) ibid., p. 95.
#) D’aprés le théoréme de Tychonoff, ibid., p. 102.
®) D’aprés le théordme @TUrysohn, ibid., p. 104.
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Daprés 84 (lemme 13), & tout w’ e W, correspond un ensemble
Vow)CV, tel que:

(131 2 Vo) =V,
weW,
(132) 2wy C % Q)
¢ -
(133) Qw') =UE(&Z(; ,;O(v))*-

Soit w e V(w'). L’ensemble 2(v) est essentiellement contenu
dans Sk(w’), done, d’aprés 56 (corollaire 2), dans une composagte
Sp(w',v) de Si(w’). On a évidemment Syi(w’,2)C Si(w’,v). La suite
{8x(w’yv)} est donc une chaine de domaines. Soit
(134) Q(w', ) =0({Sx(w’,v)}).

On a Q(v)C2(wi,v)CR(w). Si wi==ws, alors Ql(wi,vl)ﬂ(w;{v?)fo;
§i vy,0, € V(w'), alors Qy(wi,vy) et Qu(wi,vs) sont identiques ou disjoints.
Un raisonnement identique & celui de 81 permet de montrer que
Pensemble 2:(wi,v) est régulier et fermé.

Soit I la famille de tous les hyperagrégats @ tels que, pour
un w' e W, et un v e Vo(w’), on ait @CQy(wj,v). D’apres .Q(v);!)(w'l,'u)
et (131), on voit que M contient tous les ensembles (v) ol v eV,
¢. & d. satisfait & la condition (A’ 1) de 68. Un raisonnement ana-
logue & celui de 55 montre que I satisfait & (A’ 2): _

Soient maintenant: @;e M, G;CQ(wyv) ou j=1,2,.,
MCMR({P;}) et enfin ®,=2F. Considérons un ¥, M. On a

e .
¥, CQ4(wt,v1) CA(wY). Le doms.ine Sy(wi,v7) contient essentlgﬂe-
ment ¥, done, pour §3>j,, une suite de @;CQ(w)), d‘one des pomt.s
dont la distance du point w; est arbitrairement petlte.l Tl s’ensuit
daprés la définition de Sy(wi,v) que 1’0/11 a” a(w},w’l).<1/k+ 7
pour j>=j; quel que soit . Done, }_i}lgwjzwl. On voit que la

relation ¥ e, entraine ¥PCO(wi). Soit & présent j,>j2h. On/a
alors o(wj,wi) <1/2k, donc Su(w))CSu(wi) eb Sax(wj,v;) C Silwy).
Mais Sau(w),v;), en tant quun domaine, /est confcenu dans une com-
posante de Sy(w(). D’autre part, Sx(wf{,v1) contient e.zssentlellement
une suite de ®;, et Sa(wj,v;) contient toutes les SU[JteS de @,,.’ Qn
a done Sx(wi,v}) Su(wjv)=+0 et par suite S}, ;) C Sp(wi,v1)-
On arrive ainsi a 1’énoncé suivant:

Sar(w), ) CSu(wiyvt) powr j suffisamment grand.
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Si Pon remplace ¥, par un autre ensemble ¥, eI eb si

¥,C0y(wi,v2), on aura pour les mémes raisons:
Sax(w),v)) C Sa(wi, v3) powr | suffisamment grand.

Comme Sx(wi,v1) et Sy(wi,vs) sont des composantes de Sx(w?),
il en résulte que Sx(wi,vi)=Sy(wi,v5). La relation ¥ e M, entraine
done  ¥CSu(wi,vi), donc ¥YCQu(wi,v;) et enfin, Owf,v}) étant
fermé, @0? ZJ;}Y’CQ:L(MW{)- On a done @y M et la famille M satisfait

)e‘ 1
& la condition (A’3). Done, MCHCH,.

Considérons un we Wy; on a Q(w)=0* & étant un hyper-
agrégat saturé. Il existe donec un w'e W, et un veV, tels que
D CO(wi,v) Cw'). L’ensemble Q(w’) étant clos, il en résulte que
P*=Q(w)CQw') C2(W,). Donc, Q(W)CR(W,), c.ad. que W est
plus faible que toute frontiére topologique satisfaisant & la con-
dition (D’1). Le théoréme 4 est ainsi démontré.

XTI Quelques propriétés des bouts premiers topologiques.

95. Introduisons dans 'espace Uy=R-+W, une métrique, en
désignant par gy(u;,u,) la distance entre u, ¢ U, et u, € Uy, par d,(4)
le diameétre d’'un ensemble ACU, mesuré dans cette métrique, enfin
par Sy(ug,4) ot >0 I'ensemble des points % e U, tels que 0oty )< A.

Lemane 39. Quel que soit we W, on a li_i:a 60(Hn(w))=0.

nvoo
Soit en weffet #7>>0; Pensemble Sy(w,i7)R étant ouvert et

contenant essentiellement Q(w), il existe d’aprés 87 (lemme 33)
un indice n, tel que

(135) H(w) C Solw, 47) R C So(w, 4n).
On a done pour n>n, d’aprés (135) et vu que H,(w)CH,(w):
8ol Hn(10)) <00[So(0,3m)) <71,

ce qui démontre le lemme.

(136)

Corollaire. Quel que soit u e U, on a lim §(B,(x))=0.
oo

En effet, si u ¢ B, ¢’est une conséquence de 88 (A), et si u W
— celle du lemme précédent et de la relation B,(u)C Hy(u), qui ré-
sulte de 88 (B).
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qui entraine la connexité de B,(u).
‘et 95 (corollaire), les B,(u), ot n=0,1,... et u e U, forment une

I, w) C (w)+ So(w, &) R.

(137)
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96. Théoréme 5. U,=R LW, est un espace péanien,

c. & d. quil est une image continue d’un segment rectiligne.
11 suffit pour.cela qu’il soit connexe, compact et admette une base
formée de domaines connexes ¥). Or, U, est connexe comme ferme-
ture de R, qui est connexe (voir 1), et selon 62 (D 3) U, est compact.
En méme temps, quels que soient e U, et n=1,2,..., Pensemble

Bi(u) est connexe; en effet, d’aprés 88, B,(u) est un domaine et,

pour we W, on a H,(u)CBy(u)C H,(u), H,(u) étant connexe — ce
Enfin, ’aprés 89 (lemme 34)
base de U, c.q.f. d.

97. Théoréeme 6. W, est en chaque point w réguliérement
accessible dams U,

c. 2 d.®): si weW,, alors & chaque >0 correspond un #>0 tel
que tout point ® e Sy(w,n)R peut &tre uni & w par un arc simple

Déterminons, en effet, d’aprés 87, un indice ¢ tel que
H,(w)CSy(w,e)R. L’ensemble H,(w) contenant essentiellement Q(w),

il existe un %>0 tel que Sy(w,n)RCHy(w). Soient a=u,e Sy(w,n)R

ebw; e Hypy (w). Unissons 4,4 2,41 parun are simple J (2, #i41) CH g w)
ol i=0,1,... On a {x;} eO({H 41 (w)})=0Q(w) et ’aprés 95 (lemme 39),
Lim 6y( 1 (2, #:41))=0. Donc, ensemble

=00 .

2T 1@ $i+1)=Z;J By i)+ (w)=C
=0 &=

est un continu péanien contenant zy=z et w. Il est done un arc
simple J(z,w). On a

(138) J (@, w) C ¢ CH y(w)+ (w) C (w)+ Solw, &) R,

e q.f. d.

98. Les projections des bouts premiers topologiq}les.
Soit W, une frontidre topologique dont les éléments seront désignés
par w'; introduisons dans U,=R-+W, une distance g,. Par ana-
logie & 65, nous définissons la projection de we W, sur W, comme
Vensemble E(w,W,) de tous les w' e W, tels que Q(w,)R(w)==0.

) Comp. C. Kuratowski, Fund. Math. 1 (1920), p. 43.
38) D’aprés la définition de M. Whyburn, Proceed. Nat. Acad. of Sc. 13(1927),
p. 650-657; comp. aussi P. Alexandroff, Ann. of. Math. 36 (1935), No 1, p. 14.
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Lemme 40. La projection B(w,W.) est un ensemble ferme.

Ta démonstration est analogue & celle de 66.

99. Lemme 41. La projection dun bout premier descriptif
ou topologigue est un point ou un continu ).

11 suffit de considérer les bouts premiers topologiques. Soient
wh,wh e B(w,Wy). Il existe alors deux suites: {z} e Qw)Q2(wh) et
{1} € 2(w)2(w}). D’aprés 83 (corollaire), il existe une suite d’ares
simples {J(z,y)} telle que z,¢J(w,y,) entraine {z} e Q(w). Con-
sidérons dans Pespace U;l'ensemble C=LsJ(2,y,). Comme Lid(z,y)

oo oo
contient wi et wh, done n’est pas vide, € est un continu contenant
w; et ws. Soit u' e €. Il existe une suite {zik} ol #<<irts telle que
ziksJ(mik,yik) et limz; =u'. D’aprés la définition de {J(z,¥)},

ko0
on a {zik} e Q(w). Done, {zi'k} est une suite asymptotique; on a donc
w e W, et {zg}el(w)Q(u), donc ' e E(w,W,). Il s’ensuit que

i3

CCE(w,W,). Donc, tout couple de points de E(w,W,) peut &tre réuni
par un continu contenu dans E(w,W). D’aprés 98 (lemme 40), il
en résulte que E(w,W;) est fermé et connexe, c.q.f.d.

100. Théoréme 7. La projection E(w,W,), considérée comme
fonction de w, est semicontinue supérieurement,

c. 4 d. %) que la condition lim w;=wo entraine
oo
Ls B{w, W1) C B(wo, W1).
o0
Soit wh e Ls B(w, W4); il existe alors une suite {wi} telle que
>0
wy € E(wi,;Wx) ol ip<ipys et limwi=w;. On a, d’apres la définition
ko0

de la projection, Q(wik).Q(wic)#O. Soit

(139) {2} € Qao; ) 2(w})-
On a Lma®=w,; et lim m(ﬁ)=w’k; on peut donc déterminer
oo ] Ty Fron ]
un j, tel que Pon ait simultanément:
(140) 0@y w; )<1/k,
(141) o,(@?, wi)<1/k.

) v. Kaufmann 1, p. 77.
40) C. Kuratowski, Fund. Math. 18 (1932), p. 148-159.
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11 en résulte que lim o =1lim w; =w, et lim 2®=1im w}, = w,.
Fon th 0 I k 0

koo koo |
Done: '
(142) Q(wg)2(wo) # 0,
(143) wh € Blwy, W1),
Aot 1]150 B(w, W1) C E(wo, W), c. q.f. d.

101. Un exemple. Je vais construire un domaine R de 1'espa-
ce euclidien & 3 dimensions pour lequel V,==W,, c.a d. les bouts
premiers descriptifs ne coincident pas avec les bouts premiers
topologiques.

A cet effet, désignons par Ry et F, respectivement 'intérieur
et la frontidre du cube-unité 0<C£,<<1 ol i=1,2,3. Soit A(m,4) le
rectangle déterminé par les conditions: o

(144)  HEPKEIHE <L et §=()™
Posons:

(145) R=R,—Y JA(m1/m).

. m=1 n=1

TLa frontiére euclidienne de R est Fy-+> 2 A(m,1/n). Considé-
m=1 n=1

rons les bouts premiers descriptifs et topologiques de R en suppo-
sant g=g* (comp. 44), et en se bornant aux bouts premiers dont
les projections sont contenues dans F,. Les bouts premiers deserip-
tifs ont pour projections les rectangles A(m,0) ol m=1,2... et les

points de F,— 2 A(m,0); les bouts premiers topologiques — les
m=1

mémes rectangles, le segment A déterminé par les relations

s=1, 1 <E<SE et §=0, et les points de Fo—(A+ é’lA(m,O)).

Dans les deux cas, on a une décomposition de Fy en ensembles fer-
més disjoints, mais dans le second cas cette décomposition est semi-
continue supérieurement, conformeément au théortme 7 de 100,

- tandis quelle ne Pest pas dans le premier cas.
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XIil. Les bouts premiers de M. Carathéodory.

102. Théoréme 8. Pour les domaines plans, bornés et simple-
ment connexes, il y a identité entre les bouts premiers de M. Carathé-
odory, les bouts premiers descriptifs et les bouls premiers topologi-
ques 1),

ol les bouts premiers descriptifs et topologiques sont détermi-
nés en supposant que o= ¥ (comp. 44).

Désignons les bouts premiers de M. Carathéodory par la
lettre ¢, leur ensemble par W,. Il résulte du théoréme fondamental
de M. Carathéodory sur I’invariance des bouts premiers ¢ envers
la représentation conforme que W, est ume frontiére topologique
homéomorphe & la circonférence 4).

103. Lemme 42. W, satistait & la condition 63 (D' 1).
D’aprés la théorie de M. Carathéodory, on a pour ge W,

2(q) = O({KA9)),

ol la suite {K,(q)} est une chaine de domaines et K,(g) sont déter-
minés par une coupure (,,Querschnitt”) €,, qui est un are de cir-

conférence satisfaisant aux conditions: C,C,.1=0 et Lm d.(C,)=0

n—»oo

(146)

(d, désignant le diameétre euclidien).

Soient: X = {@;} € Q.p2(q) et Y ={y;}ed(X).
montrer que Y ¢ 2(g). Deux cas sont possibles:

1° XeQ, et ¥ cp(X). Pour chaque n, nous pouvons déter-
miner un 4, tel que ’on ait pour >>4,:
(147) i€

(148)

11 s’agit de

n+l(q))
Q:(mn ¥r<e C, 0:.4_—1):

Si, pour un i>4,, on a y,noneK (¢), tout continu de R
unissant ; & y, rencontre C,,C,+1; il est donc de diamétre eucli-

dien =o,(C,0C, 41) et on a done Q:(mﬂyi)>9:(0ﬂ’0n 4y)y contraire-

ment & (148). Ainsi ¢>>i, entraine dans ce cas ¥, K (q), done
Y c O({Ea(9)})=2(q).

#) L’identité des bouts premiers descriptifs et ceux de M. Carathéodory
a été démontrée par M. Kaufmann (comp. Kaufmann 1, p. 128-136). La
démonstration que je donne semble un peu plus simple.

) C. Carathéodory, Math. Ann. 73 (1913), p. 344-351; comp. aussi
8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 26 (1936), p. 272 et suivantes.
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2% ¥ € Q. Supposons que Y non eQ(g). Tl existe alors un
indice p et une suite croissante {i;} telle que wy, e Kp(q) et
Yi, non e K,(qg). Soit {J(-Ti,g?/ik)} une suite spéciale d’ares simples
de type fB; alors J(w.,;k,yik)(}p:izo. Soit zksJ(a:,ik,yik)(}p; alors {z:}
est une suite § d’aprés la définition de {J (mik, yik)}. Mais 2, étant
situé, pour k=1,2,..., sur Parc de circonférence Cp, la suite {z3}

contient évidemment une suite partielle (a,y). On arrive ainsi & une
contradiction, done ¥ e Q(q),

Corollaire. Q(W,) CQ(W,).

En effet, d’aprés le lemme 42 et 63 (D’ 2), W, est soit identique
a Wy, soit plus faible que W,.

104. Démonstration du théoréme 8. Scit ge W,. Sans
restreindre la généralité, on peut supposer qu’il existe une suite {z;}
convergente vers un v, eV, et telle que ;¢ C; (en effet, en cas con-
traire, on n’aurait qu’s remplacer la suite {K,(g)} par une suite
partielle convenable).

Il existe un i, tel que

(149) 121, entraine 0;C G,(vy).
En effet, dans le cas contraire, on pourrait déterminer, pour

une suite croissante d’indices {j.}, un Y € 07. —@, (v,). Comme
m

ge(wjm,y.n)<6e(07- ) et 2(vy) est régulier, on aurait li_fn 2e(®; ,Ym)=0
m—>o0

et {Ym} e p({z;,}) CLQ(vo) C @(G,,(vo)), done une contradiction. L’exis-
tence d’un 4, satisfaisant a (149) est ainsi démontrée.

Soit maintenant vy==v, et v, ¢ V. D’aprés 59, nous pouvons
déterminer un indice p de maniére que Gp(vo)Gy(v;)=0. Soit 2; € Gp(vy).
Evidemment, on peut déterminer un indice  tel que 2; non € K,(q).
Soit
(150) 13> max (i,,r).
Je dis que (150) entraine

(151) Gp(01) K (g:)=0.

En effet, supposons que @p(v()K(q)=4=0. Alors I’ensemble con-
nexe &, (v,) contient des points de K;(g) et le point 2, qui d’aprés (150)
n’est pas contenu dans K,(g). On aurait donc C;G,(v,)==0. Mais

15*
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Q’aprés la définition de i, et Q’aprés (150), on a GiCGp(vo); d’apres
la définition de p, on a done €,Gp(v1)=0. On arrive ainsi & unfa con-
tradiction et on voit bien que (150) entraine (151). 11 g’ensuit que

{152) 2(g) 2(v,)=0,
donc
(153) Q(g) 2(V ) C L2(v,).

() étant héréditaire, il en résulte en tenant compte de 30 (C1)
que Von a Q(g) C Q(vy) CLRAV,), done finalement:

(154) QW,) CQ(V,).
11 résulte de 103 (corollaire), de (154) et de 73 que
(155) QW) = V) = 2(W,).

D’aprés 34, les frontitres Wo, V, et W, sont donc identiques,
e q.f d.

On. voit que les bouts premiers topologiques peuvent étre
considérés comme une généralisation des bouts premiers de M. Ca-
rathéodory, aussi légitime que les bouts premiers de M. Kaui-
mann.

Warszawa, 24/II1 1940.
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Sur le paradoxe de MM. Banach.et Tarski.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

MM. Banach et Tarski ont démontré (en utilisant un résul-
tat de Hausdortf fondé sur axiome du choix) que toute sphére §
(intérieur et surface) dans ’espace & 3 dimensions peut &tre décom-
posée en un nombre fini de parties disjointes dont on peut obtenir
au moyen de mouvements convenables deux sphéres disjointes de
méme rayon que la sphére §1). Or, le nombre fini en question
n’a pas été précisé par ces auteurs.

En rapport avec ce résultat, M. von Neumann affirme qu’on
peut décomposer toute sphére de rayon 1 en 9 parties disjointes
dont on peut former par des mouvements convenables deux sphéres
disjointes de rayon 1, en prenant respectivement 5 et les 4 restantes
de ces parties ?). Je ne sais pas comment M. von Neumann a dé-
duit cette proposition des résultats: de MM. Banach et Tarski.

Le but de cette Note est de démontrer, dans le méme ordre
d’idées, le théoréme suivant:

Toute sphére S peut éire décomposée en 8 parties disjointes dont
5 et 3 donnent tespectivement, aprés des mouvements convenables, deux
sphéres disjointes de méme rayon que la sphére S.

On peut énoncer cette proposition sous une forme plus pré-
cise en introduisant la notation qui suit. X et Z étant deux en-
sembles de points dans I’espace & 3 dimensions et » étant un nombre
naturel, nous écrirons

X =2,

1} 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), p. 262 (Lemme 22).
La connaissance de ce travail n’est pas nécessaire pour comprendre cette Note.
2) J. von Neumann, Fund. Math. 13 (1929), p. 77.
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