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L’identité
nk AZI’

Aifla)= D k), 7c+1‘f(m“ff|)71“)’

s s w " .
divisée par (m—) , nous donne dong

, ’(ﬁ'—l)"ﬂf(x)

w

nk
<e 2'(70)?=(k+1)"8, !

=0

ot |4Lf(z) <elw" et par suite, ¢ étant arbitrairve, Aof(#)=0.

" La fonction f(z) est donc un polyhdme suivant la définition
donnée p.43. Oependant, si ’on n’impose aucune coundition supplé-
mentaire & cette fonction, celle-ci n’est pas, en général, un poly-
néme au sens classique du terme, ainsi que le montre l'exemple
bien connu, donné par G. Hamel, d’une solution discontinue de
Péquation f(z+4y)=f(#)+f(y). Il en sera pourtant ainsi lorsque
la fonetion f(#) posséde la propriété de Baire®) ou bien est bornée
ou mesurable®). On arrivera encore au méme résultat en supposant
seulement que le module de la fonction f(x) est majoré par une
fonction mesurable ¢(w). En effet, la démonstration de T. Popo-
vieiu®) conduit & une inégalité de la forme |f(£+yw)|>4. On aura
donc, dans les mémes conditions, g(£+yw)>4 et, la fonction ¢(x)
étant mesurable, la démonstmtiqn se poursuivra comme dans le
texte de M. Popoviciu, en y remplacant f(x) par ¢(z).

En particulier, pour n=2, nous retrouvons le théoréme sui-
vant, récemment obtenu par M. Iyerengay™): si le module de la

fonotion f(z) est majoré par wne fonction mesurable, et si le rapport
1 .
Z’g[f(w+w)—2f(m)+f(m~w)} tend uniformément vers 0 avec w dans

un intervalle <a,b>, la fonction f(x) est de la forme Aw-+B, oir A ¢t
B sont des constantes.

%) 8. Mazur et W. Orlicsg, loec. cit., p. 182.

). T. Popoviciu, Sur quelques propridtés des fonctions dune ou de deuz
variables réelles, Mathematica 8 (Cluj 1934), p. 56.

) K. 8. K.Iyerengay, 4 note on the symmetric first and second mean,
derivates of a continuous function, C. R. Soe. Sci. Varsovie 31 (1938), p. 108.

Ideale in vollstindigen Mengenk&rpern. II
Von B
Alfred Tarski (Warszawa)l).

§ 4. p-saturierte Ideale?.

Der Begriff des p-saturierten Ideals stellt eine Verallgemeine-
rung des Begriffs des Primideals dar. '

Definition 4.1. Bin Ideal I in einem Korper K wird p-satu-
riert genannt, in Zeichen IF(-Sp(.K), wenn jedes System SCK—I,
derart, daf der Durchschnitt X-Y zweier verschiedener Mengen X,YeS
immer zu I gehort, eine Mdchtigkeit <<p hat.

Wir geben hier einige Sétze iiber p-saturierte Ideale, ohne
gie genau zu beweisen.

Korollar 4.2. Fir jeden Kirper K ist So(K)=0, §(K)={K}
und JBLIK)=.Z’(K)+{K); ist p=2, so ist P(K)CS,(K)CI(K);
ist p>K, so ist S,(K)=J(K). [Nach 3.1, 4.1].

Satz 4.3. Ist K ein vollstindiger Korper, 3 (K

) y=%=y8, und
p>2, so ist S,(IK)=22" [Nach 2.29, 3.19, 4.2].

Satz 4.4. Ist K ein belichiger Korper, und p<q, So ist
S, (K)CS, (K). [Nach 4.1].

Sate 4.5. Bs sei p=y, oder 8, <p*<p. Zu jedem 'Korper K
und jedem Ideal Ieép(K) gibt es damn eine Zahl q<<p, so daf
Tedy(K).

1) Der I. Teil dieser Arbeit, d.1. §§ 1- 3, istin Fund. Math. 32 (1938), 88. 45- 63,
erschienen; dort sind also insbesondere die unten zitierten Sétze zu finden, deren
Nummern mit 1, 2 oder 3 beginnen (z. B. 3.1 oder 2.29).

%) Vgl. den I. Teil dieser Arbeit, 8. 46, Anm. 1.
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Der Beweis ist fiir p=y, leicht, dagegen fiir p*<p ziemlich
kompliziert; wir haben vor, ihn bei einer anderen Gelegenheit zu
verotfentlichen.

Bemerkung 4.6. Die Behauptung des Satzes 4.5 kann auch
in folgende (fiir jedes p #quivalente, wenn auch scheinbar viel
speziellere) Form gekleidet werden:

TIst K ein belichiger Korper und ist S<<p fiir jedes System SCI
von paarweise fremden Mengen, so gibt es eine Zahl q<<p, derart

dap S<q fir jedes System SCK von paarweise fremden Mengen.

Satz 4.5 138t sich auf keine Zahl p von der Form p==qt aus-
dehnen. Das Problem, ob dieser Satz fiir die reguldren Limeszahlen,
d.i. fir die sog. im weiteren Sinne unerreichbaren Zahlen p>\,
gilt, bleibt dagegen offen (iibrigens weil man ja nicht, ob solche
Zahlen iiberhaupt existieren)?).

Satz 4.7. Es sei K ein belichiger Korper und IC K ein Ideal.
Damit IecSp(K), ist notwendig, daf I folgender Bedingung geniigt:

(i) jedes System SCIK—I von paarweise fremden Mengen hat
eine Mdchtighkeit <p.

Ist p<yg oder LeFH(K) oder Te A, (K) fir ein mzp, so ist
diese Bedingung auch hinreichend.

Der Beweis ist nicht schwer. Der erste Teil des Satzes ergibt
sich unmittelbar aus 2.5 und 4.1. Um den zweiten Teil zu begriinden,
schlieft man in indirekter Weise, wobei man den Wohlordnungs-
satz anwendet und aus Sétzen 2.5 und 2.11 Gebrauch macht.

" Bemerkung 4.8. Ein Ideal I, das der Bedingung (i) aus 4.7
geniigt, braucht nicht im allgemeinen p-saturiert zu sein. Es sei
z. B. K ein vollstindiger Kérper mit

ﬁ)=f>so, I=E[XCE(K) und f<f], p=f+;
X

die Bedingung (i) ist dann sicher erfiillt und trotzdem kann man
zeigen, daf I nicht p-saturiert ist 2).

1) Vgl. meinen Aufsatz in Fund. Math. 30 (1938),
8. 70, Satz 3.

2) pas ergiht s.ich leicht aus einem Satz von Sierpinski iiher die Zer-
legung einer Menge in fast disjunkte Teilmengen; vel. W. Sierpinski, Fund.
Math. 28 (1937), 8. 115 ff.

5. 68 £f., inshesondere
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Korollar 4.9. Fiir jeden vollstindigen Korper K sind folgende
Bedingungen dquivalent: (i) TeH(K)-S,(K); (i) TeFH(K) und

S(K)—> (I)<p; (iii) es gibt eine Menge YC 3‘(K fir die Y<p
und I:E[XCZ(K)—Y] ist. Ist insbesondere E( )=1<p, so

X
ist H(K)CS,(K). [Nach 2.9, 4.7].
Satz 4.10. Ist K ein vollstindiger Kéorper und Y (K)=T=w,,

so ist FH(K)S,(K)=F fir p<t und =2' fir p>t.
[Nach 1.16, 2.20, 4.9].

Satz 4.11. Ist K ein vollstandzqer Iwrper und \’( Y=E<sg,

so ist Sy(K)=F(K)-J, =A(K) S, 2( > fir p<t und
, . x<p
=2t fiir p>t (m beliebig). [Nach 1.16, 2.13, 2.20, 4.9].

Der folgende Satz ist eine Erginzung zu 3.14:

Satz 4.12. Ist K ein vollstindiger Korper,
IEﬂm(K K)”“ FH(IS)

und p<y, oder m>2£, so gibt es ein Ideal J, fir das ICJ und
o e Ay (K)-P(E)—FH(K),

Beim Beweis kann man mit Riicksicht auf 2.12 und 4.5 an-
nehmen, daB m3>>%, und p==¥,; man hat dann m>2¥ fiir PN,
und man braucht nicht den Fall p<(y, besonders zu betrachten.
Ist nun m keine Limeszahl, so griindet sich der Beweis auf Hilfs-
satz 11 aus der Arbeit Uberdeckungssdize..., S. 147, und ist in grofen
Ziigen dem Beweis von 3.9 analog. Der Fall einer singuléren Limes-
zahl (m*<m) wird durch 2.16 auf den vorhergehenden Fall zuriick-
gefithrt; wenn aber m eine regulire Limeszahl oder insbesondere
=y, ist, 50 muB man den ganzen Beweis der Hilfsséitze 10 und 11
aus der zitierten Arbeit, S. 142 ff, mit geringen Modifikationen
wiederholen.

Bemerkung 4.13. Unter der Voraussetzung: p<y (aber
nicht m>23) kann 4.12 auf beliebige Korper erstreckt werden; man
muf nur annehmen, daB T+K ist.

Sitze 3.14 und 4.12 bleiben giiltig, wenn man in ihnen tberall
H(K) durch HA,(K) (wo n eine vorgegebene Kardinalzahl ist)
ersetzt.
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Auf Grund von 4.12 Lift sich 3.9 folgendermafBen verschirfen:

Satz 4.14. Ist K ein vollstindiger Korper, PNy oder m>af
und ist die Zahl S(K):f von eimer Zahl n<<m aus schwach erreichbar,
so ist ﬂm(II)-§p(K):3[(1()-é’p(K). [Nach 2.12, 3.9, 4.12].

Im Grunde ist 4.14 nur eine Umformung des Hilfssatzes 12
aus Uberdeckungssitze..., S. 149.

Satz 4.15. Ist K ein vollstindiger Korper, mzp und ist die

Zahl Y (K)=% von einer Zahl n<<m aus stark erreichbar, so st

f%m(K>'egp(K)=§[(I{)“Sp(I{)'

Mit Riicksicht auf 2.12 und 4.4 kann man beim Beweis dieses
Satzes sich auf den Fall: I>m=p>y, beschrinken. Ist nun m=p
keine Limeszahl, so schlieft man analog wie im Beweis von 3.9,
mit dem Unterschied, daB man anstatt des zweiten Uberdeckungs-
satzes den ersten Teil von Korollar 1 aus derselben Arbeit ({fber-
deckungssdtze..., S. 150) anwendet. Ist aber m=p eine Limeszahl,
so zeigh man mit Hilfe von 1.18 und 1.20, daBl dies eine singulire
Limeszahl ist (d.h. p*<p); autf Grund von 2.14 und 4.5 wird dann
dieser Fall auf den vorher betrachteten zuriickgefiihrt.

Satz 4.16. Sind die Voraussetzungen von 4.14 oder £.15 erfallt

und ist £28,, 0 ist Hp(K)-Sy(K)=t> fiir p<t und =2t fir p>*.
[Nach 4.10, 4.14, 4.15].
Bemerkung 4.17. AuBer den in 4.14-4.16 (und etwa 4.11)
betrachteten Fillen ist die Michtigkeit des Systems A, () Sy (K)
und die Natur der zu diesem System gehorigen Ideale noch un-
bekannt; man weif z.B. nicht, ob. die Voraussetzungen iiber die
Erreichbarkeit der Zahl ¥ in 4.14-4.16 wesentlich sind, ob man
in 4.15 das Wort ,stark” durch ,schwach” ersetzen darf usw.

Bemerkung 4.18. Wir wollen zur Erliuterung die erzielten
Ergebnisse auf den Koérper K aller Mengen recller Zahlen (oder,
allgemeiner, auf einen beliebigen vollstindigen Korper K mit

D (K)=c=2"%) anwenden. Die Systeme I(K), A, (K) tir m<y,,
2(K) und S,(K) fir p>2 sind in diesem Fall von der Méchtig-
keit 22° (2.28, 2.29, 3.19, 4.3); das System F(K) ist von ider
Méchtigkeit 2¢ (2.20). Das System H(K).P(K) deckt sich mit
T (K)-P(K) fir m>w, und hat die Méchtigkeit ¢ (3.7, 3.9); in
analoger Weise deckt sich H(K)-S,(K) mit ﬂm(K)~eS’p(I() fiie
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m>¥,=p=>2 und hat ebenfalls die Michtigkeit ¢ (4.10, 4.14).
Allgemein ist das System H(K) S, (K) von der Michtigkeit c® fiir
p<c (4.10); auf Grund der zusdtzlichen Hypothese, dald ¢ von s, stark
erreichbar ist ), deckt sich dieses System mit ﬂm(K)ve?p(I{) fiir
mz=p>y, (4.15). Wir vermogen dagegen nicht die Michtigkeit von
A (K) fiir syy<m<{c zu bestimmen (falls es derartige Zahlen m
iiberhaupt gibt); auch ist die Méichtigkeit von A, (K)-S,(K)
fiir ¥y<m<{p<2¢ bisher nicht untersucht worden.

§ 5. Anwendungen auf das abstrakte Mafiproblem.
© Definition 5.1. Ist K ein beliebiger Korper, so wird eine
Funktion f als (endlich-additive) MapBfunktion in K be-
zeichnet, wenn sie folgende Bedingungen erfullt:

(i) der Vorbereich won f ist mit JK identisch, der Nachbereich
aber besteht aus reellen wicht-negativen Zahlen;

(ii) st X,YeI und X-Y=0, so ist X +Y)=HX)+fY);

(iii) es gibt eine Menge Xe K, fir die f(X)==0;

(iv) ist Xedt(K), so ist f(X)=0.

Das abstrakte MaBproblem (in seiner allgemein-mengentheore-
tischen Fassung) betrifft eben die Existenz von Funktionen, die
den angegebenen Bedingungen geniigen 2).

Durch folgende Sitze wird der enge Zusammenhang zwischen
den MaBfunktionen und gewissen Arten von Idealen aus Lich$
gebracht.

Satz 5.2. Es sei K ein beliebiger Korper, | eine MafBfunktion
in K und I= E [f(X)=0]. Es gilt dann:

X

(i) TeJ(K), T=K und At(K)CI,;
(i) wenn YN(K)eK oder, insbesondere, wenn K vollstindig ist,
s0 ist TedSy (XK). :

Beweis. (i) ergibt sich leicht aus 2.4 und 5.1. Um (i) zu
beweisen, nehmen wir an, daB X (K)eX und daB trotzdem
TInonedy (K). Laut 4.1 gibt es dann ein nicht-abzihlbares System
SCK—1I, derart daB X-YelI fiir zwei beliebige verschiedene

1y Zu dieser Hypothese vgl. W. Sierpifski, Hypothése du continu. Monogr.
Mat. 4, Warszawa-Lwoéw 1934, 8. 152 ff. :

%) Vgl. hiezu z. B. Uberdeckungssitze..., $. 152 £f., wo auch weitere Literatur-
angaben zu finden sind.
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Mengen X,YeS. Hieraus schlieft man in bekannter Weise, daf es
eine reelle Zahl ¢>0 und eine unendliche Folge von Mengen
Xy Xny...e 8 gibt, derart daf f(X,)>e fiir jedes natiirliche .
Setzen wir: Y;=X; und Y,=X,—(Xi4 ...+ X,—) fir n>2.
Nach 2.1 ist Yi,..,X,...eK. Man hat ferner:

Xo=Y (X Xt X ) und Yo (Xo X Ao A=Ky X)) =0

fiir >2, woraus nach 5.1 (ii) f(Xn)=H¥Y,)+H X1 KXot ... Xppot- X))
Alle Mengen Xi-Xn,..., Xy X gehoren nun zu I; wegen 2.5 gehort:
also auch Xy X, 4. +Xp 1 X, zu I, 0 daB f( XXt Xy X ) =0,
Bs gilt folglich f(X,)=/(Y,)=¢ fiir jedes n; da hierbei die Mengen
Yy,...,¥n,... paarweise fremd sind, so ergibt sich aus B5.1(ii), daB
Y4+ Yo)=H Y1) +...4+f(¥n) =n-e. Mit Hilfe von 5.1(i),(ii) ge-
winnt man hieraus: f{3 (K ))>n &; da dies fiir jedes nattirliche n gilt,
g0 kann nich$ f(Z'(K)) eine (endliche) reelle Zahl gein, im Wider-
spruch zu 5.1(i). Dadurch ist unsere Annahme widerlegt und (ii)
ist bewiesen.

Hilfssatz 5.3. Ist K ein belichiger Korper und IeSy,(K),
so gibt es ein endliches System SCEK—I von paarweise fremden Mengen,
das folgender Bedingung gewiigt: jeder Menge XX entspricht gemamu
ein System YCS, derart daf X—D3(X)eI und X (Y¥)—Xel.

Beweis. Iis sei p die kleinste Zahl, fiir die IeeS’p(K); aus 4.2
und 4.5 folgt, daB 1<p<<x,. Nach 4.7 gibt es ein System SCK—T,
das aus p—1 paarweise fremden Mengen besteht; es gibt aber kein

derartiges System von einer Michtigkeit >p—1. Wir betrachten
nun eine beliebige Menge XeK und setzen

(1) Y= E[zss und Z—XeI.
zZ

Wie leicht zu zeigen, ist
(2) - X=3(8)e I
sonst wire nimlich 8=8-++{X—3(8)} ein Systcm CK~—I von

paarweise fremden Mengen mit der Michtigkeit S1>p——1 In ana-
loger Weise schlieft man aus (1):

(3) X-Zel fir jedes Ze¢S—Y.
Da hiebei § endlich ist und
T—3(¥)CX—3(8)+ > (X-2),
ZeS—Y
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50 erhalt man aus (1) und (2) mit Hilfe von 2.4 und 2.5: X —3 (X )el,
Aus (1) und 2.5 folgt ferner auch Y (¥)—Xel.

Es sei nun Y, ein anderes Teilsystem von .S fiir das X —> (¥))el
und > (¥)—XelI. Man hat dann offenbar

S(X)—I (XTI (V)—X) -+ (X—3 (1)))e

folglich Y (X)—3(X;)eI und analog 3(¥;)—X(XY)elI. Da das System
Y+ ¥,CK—1I aus paarweise fremden Mengen besteht, so gewinnt
man hieraus leicht YCY,CY¥, d.i. ¥Y=1,.

Somit entspricht jeder Menge XeIC genau ein System YCS,
firx das X—3(X),3(¥)—X e I; das System S hat also alle
behaupteten Eigenschaften.

Satz 5.4. Damit — unter den Voraussetzungen von 5.2 — die
Funktion [ nur endlich viele, bzw. nur zwei, verschiedene Werte an-
nimmt, ist notwendig und hinreichend, dap ILedy,(K), bzw. TeP(K).

Beweis. Setzen wir zunéchst voraus, daB f nur endlich viele
verschiedene Werte annimmt. ¢ sei die kleinste und b die groBte
der Zahlen z==0, denen eine Menge Xe K mit f(X)=u entspricht.
Ist nun Xi,X,,..., X, eine beliebige Folge von paarweise fremden
Mengen des Systems K—1IT, so hat man offenbar wegen 5.1(ii)

b2f( X1+ + X)) =fX1)+ ... +(Xn) 20 a,

wonach n<(b/a. Hieraus ersieht man leicht, daB es kein un-
endliches System von paarweise fremden Mengen gibt; nach 4.7
ist also Tedy,(K).

‘Wenn umgekehrt Tedy,(K) ist, so gibt es ein endliches System
SCK, das der Behauptung von 5.3 geniigt: jeder Menge XeK
entspricht ein System YCS, fiir das X—3 (¥)el und Y (¥Y)—Xel,
Im Binklang mit 5.1(ii) folgt hieraus, daf

IX)=f{X- 3 (X)) +FX—3 (V) =fX-3 (1))

HZ(N)=fX- 3(X))+F{Z(¥)—X)=f(X- (X)),

wonach f(X):f(}j( Y)). Der Nachbereich von f ist also endlich:
er besteht aus allen Zahlen f(f()')), wo YCS.

Im Fall, wenn f nur zwei Werte annimmt, bzw. I ein Prim-
ideal ist, ist die SchluBweise analog, aber noch einfacher (anstatt
auf 5.3 stiitzt man sich unmittelbar auf die Definition 3.1). Damit
ist der Beweis zu Ende gefiihrt.

und
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Satz 5.4 148t sich in gewissem Sinne umkehren:

Satz 5.5. Bs sei K ein beliebiger Korper. Ist TeSy (K), T4=K
und At(IK)CI, so gibt es eine Mapfunktion f in K, fir-die

I= E{f(X):O] gilt. Ist insbesondere TeP(K) und At(JK)CT, so
X
kann die Mapfunktion f durch die Formeln:

(X)=0 fir XeI, fX)=1 fir XeK-—T
bestimmi werden.

Beweis. Es sei § ein System, das der Behauptung von 5.3
geniigt. Wir ordnen ganz willkiirlich jeder Menge ZeS eine Zahl
f(Z)>0 zu und setzen dann: ]‘(X)zZ‘j(Z) fiir Xe K-8, wo ¥ das-
e . ZeX
jenige Teilsystem von & ist, fiir welches X—3 (1), 3 (¥V)—X ¢ T
(wenn insbesondere Xel, so ist, wie leicht ersichflich, }'=0 und
demnach f(X)=0). Man zeigt miihelos auf Grund von 5.1, daB die
dadurch bestimmte Funktion f eine MaBfunktion in K ist und daB

I=E[f(X)=0], Ww.z.b.w.
X

Bemerkung 5.6. Wenn man die Beweise von 5.4 und 5.5
etwas niher analysiert, so ersieht man, daf die beiden Sitze prii-

ziser gefaBt werden kénnen. Ist ndmlich f eine MaBfunktion in K -

und p die kleinste Kardinalzahl <, fiir die I=E[f(X)=0]eSp( K),

50 hat der Nachbereich von f eine Machtigkeit >p und <2 ! und
zwar kann man zu jeder Zahl m, p<m<2’™', eine MaBfunktion f
angeben, die genau m verschiedene Werte annimmt.

Das Problem, ob man in 5.5 &, durch v, ersetzen darf, steht
noch offen. -

Satz 5.7, Fiir jeden Kéorper K sind folgende Bedingungen dqui-
valent: (i) es gibt eine MafBfunktion in K; (ii) es gibt eine lMa/}f’szction
in K, die nur zwei verschiedene Werte annimmt, (i) es gibt ein un~
endliches System SCK von paarweise fremden Mengen und eine M enge
XeK, fir die 3(S)CX. Alle diese Bedingungen sind erfillt, wenn K
wnendlich ist und (K) zu XK gehirt. [Nach 3.15, 5;3 (i), b.5].

Bemerkung 5.8. Man konnte in 5.1 die Bedingung (iv) durch
folgende Bedingung ersetzen: ’ ‘

icm

Ideale in Mengenkorpern h9

(iv') st X,Yedt(K), so ist f(X)=fY).

Die Bedingung (iv) und (iv’) sind #quivalent, wenn JK un-
endlich viele Atome enthiilt. Im allgemeinen ist aber (iv') schwicher
als (iv): man kann leicht zeigen, daB es in jedem endlichen Korper
Funktionen gibt, die den Bedingungen 5.1 (i)-(iii) und (iv’) geniigen,
wihrend auf Grund von 5.7 MaBfunktionen im urspriinglichen Sinne
nur in' unendlichen Korpern existieren konnen. ‘

Aus 5.7 ergibt sich insbesondere die Existenz von MaSfunk-
tionen in jedem unendlichen vollstéindigen Koérper. Man kann aber
noch weiter gehen und zwar die Anzahl dieser MaBfunktionen be-
stimmen:

Satz 5.9. Ist K ein vollstindiger Kirper und > (K)=I>,,
s0 hat sowohl das System M aller Mapfunkiionen in K als auch das
System M, derjenigen Maffunktionen, welche nur zwei Werte annehmen,
die Michtigheit 22° 1),

Beweis. Dem Satz 3.6 zufolge deckt sich in jedem vollstindigen
Korper K das System der Primideale, die alle Atome von K ent-
halten, mit P(K)—F(K). Gemi 5.5 kann man also jedem
Tdeal TeP(K)—F(K) eine Funktion feSM,CM eineindeutig zu-
ordnen, wonach E’(K)—ﬂ[(!()éﬁlgm. Da wegen 3.7 und 3.19
§‘(K)4ﬂfi}6:22€——f=22‘2’, so hat man ferner 22'< I, <M.
Nach den allgemeinen Sitzen der Mengenlehre hat anderseits das
System aller Funktionen, deren Vorbereich gleich K ist und
deren Nachbereich aus reellen Zahlen besteht, die Michtigkeit
Heone2' 02 Hieraus SM<2? und schlieBlich H— =27,
w.z. b.w.

Bemerkung 5.10. Als eine absolut- (oder abzidhlbar-)
additive MaBfunktion im Korper I wird eine Funktion f
bezeichnet, die neben den Bedingungen (i)-(iv) aus 5.1 noch fol-
gende Bedingung (eine Verschirfung von 5.1(ii)) erfiillt:

(ii") ist X1, Xp, iy Kny... eine unendliche Folge wvon paarweise
fremden Mengen des HKorpers K, so ist X4+ Xnt...e K und
HE e+ Xt ) =HE )+ X +o

1) Piir f=c wurde dieser Satz (unter Einschrinkung auf das System H)
von G. Fichtenholz und L. Kantorowiteh in Stud. Math. 5 (1934), 8. 83 ff.
hewiesen.
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Unter den Voraussetzungen von 5.2 igt offenbar die Bedingung:
TeA, (K) notwendig dafiir, daB f eine absolut-additive MaBfunktion
ist. Wenn der Korper I selbst x;-additiv ist und f nur endlich viele
‘Werte annimms, so kann man mit Hilfe von 5.3 zeigen, daf diese
Bedingung auch hinreichend ist; das ermoglicht uns, Satz 5.5 auf
absolut-additive MaBfunktionen zuerstrecken. Das am Ende von 5.6
erwithnte Problem wird aber fir die absolut-additiven MafBfunk-
tionen in negativer Weise gelost: man kann einen (w,-additiven)
Korper K und ein Ideal IedAy(K) Sy (K) angeben, derart daB
es keine absolut-additive MaBfunktion f in X gibt, fiir die

ICE [/(X)=0] ist (das gilt zB. fir den Korper K aller

X
Borelschen Mengen eines euklidischen Raumes und firr das Ideal I
der Borelschen Mengen erster Kategorie 1)).
Satz 5.7 kann folgendermaflen erginzt werden:

Damit es in dem gegebenen Korper IC eine (endlich-, aber)
nicht absolut-additive Maffunktion gibt, ist notwendig und hinreichend,
dafi es eine unendliche Folge von nichi-leeren paarweise fremden
Mengen X1,Xy, .., Xy,...e K und eine Menge YeK gibt, fir die
X+ 4+ Xo+...CY gilt.

Im Gegensatz dazu wurde bisher kein allgemeines Kriterium
fiir die Existenz von absolut-additiven MaBfunktionen aufgestellt.
Es sind aber gewisse allgemeine Sitze iber die Nicht-Existenz
derartigen MaBfunktionen in vollstindigen Mengenkérpern bekannt;
diese Sétze konnen leicht aus 4.14 (m=y,;, p=1,) und 4.15 (m=y,)
abgeleitet werden 2).

§ 6. Anwendungen. auf die Topologie.
. Wir wollen hier zum Schluf auf einige topologische Anwendungen der
in §§ 2 und 3 erzielten Ergebnisse hinweisen.
Wir brauchen dazu den Begriff der Isomorphie zweier Mengenkérper.

Definition 6.1. Man sagt, dap die Funkiion F eine Isomorphie zwi-
schen den Kéorpern K, und Ky herstellt, wenn der Vorbereich von F gleich K,
der Nachbereich gleich K, ist und wenn dabei die Formeln: XCY und F(X)CF('J.} ;
Jiir beliebige X, Ye K, dquivalent sind. Gibt es eine Funktion F von dieser Beschajfen.-
heit, so heifen die Korper K, und K, (zueinander) isomorph.

Korollar 6.2. Jede Funltion F, die eine Tsomorphie zwischen den Korpern
K, und K, herstellt, ist eineindeutig; sind K, und K, isomorph, so ist 7(1=;(:2
~—1.___-, . [Nach 6.1].
) Das ergibt sich aus den Untersuchungen von E. Szpilrajn in Fund.

Math. 21 (1933), §. 226 ., und Pund, Math, 22 (1934), §. 304 £,
%) Vgl, §. 55, Anm. 2.
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Korollar 6.3. Jeder Korper K ist zu sich selbst isomorph; ist K, 2u K,
isomorph, so auch K, zu Ky; sind K, und K, 2u I, isomorph, so sind sie auch
zueinander isomorph. [Nach 6.1, 6.2].

Satz 6.4. Bs sei K, ein beliebiger und K, ein vollstindiger Korper. Damit
K, und K, isomorph sind, ist notwendig und hinreichend, daf sie folgenden Bedin-
gungen geniigen: R

(i) 2u jeder nicht-leeren Menge Xe K, gibt es eine Menge YeAt(K,), fair
die YCX;

(i) 2u jedem System SC I, gibt es die Kleinste Menge XeK, fiir die
SC EIYCX);

Y

(i) A2 ()= (K)-
Der Satz ist bekannt, und sein Beweis ist leicht?).

Bemerkung 6.5. Ein Korper, der die Bedingung 6.4(i) erfillt, heilit
atomar; ein Korper, der 6.4(ii) erfillt, kann als absolut-additiv (im wei-
teren Sinne) bezeichnet werden.

Korollar 6.6. Damit zwei vollstindige Korper K, und K, isomorph sind,
ist notwendig und hinreichend, daf Y (Ky)=D3 (Ky). [Nach 2.3, 6.4].

Im folgenden werden wir mit gewissen topologischen Begriffen zu tun
haben ?). Wir wollen eine Menge R als topologischen Raum bezeichnen, wenn
jedem Element zeR ein System Ux von Mengen XCR, den sog. Umgebungen
des Punktes z, in der Weise zugeordnet ist, daf dabei die vier Hausdorffschen
Axiome erfillt sind. Mit Hilfe des Begriffs der Umgebung werden in bekannter
Weise andere topologische Begriffe definiert. Wir bezeichnen insbesondere mit X
die abgeschlossene Hiille einer Menge X(CR, mit Is(X) die Menge der isolierten
Punkte von X, mit F(R), bzw. G(R), das System der abgeschlossenen, bzw. der
offenen, Mengen X(CR. Auch der Begriff der Homdomorphie zweier Riume
wird als bekannt vorausgesetzt.

Es werden uns topologische Riume interessieren, die einer (oder mehreren)
der folgenden Bedingungen geniigen:

B,. Zu jedem System SCG(R) mit D(8)=R gibt es ein endliches Teil-
system 8, mit J(8)=-R.

By Zu je zwei disjunkten Mengen X,Yelk(R) gibt es eine Menge ZeG(R),
fiir die XCZ und ¥-Z=0.

By Zu je zwed disjunkten Mengen X,YeF (R) gibt es eine Menge ZeF(R)- G(E),
fiir die XCZ und @-Z=0.

B,. Ist XeG(R), so ist auch X e G{R).

By Zu jedem System SCI(R)- 7(R) gibt es die kleinste Menge Xe F(R)- G(E),
fiir die D (S)C X.

By. Is(R)=R (m. a. W. die Menge Is(R) ist im Raum R dicht).

1) Vgl. hiezu meine Arbeit in Fund. Math. 24 (1935), 8. 197 1.

2) Zum folgenden vgl. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig
1914, §. 209 £f. Alle unten angegebenen Sitze gelten fibrigens auch fir diejenigen
Riume, in denen Axiome I-IIT von C. Kuratowski, Topologie I, Monogr.
Mat. 8, Warszawa-Lwéw 1933, 8. 15 erfillt sind.
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Ein topologischer Raum, der die Bedingung By, bzw. By, bzw. By erfillt,
wird bikompaks, bzw. normal, bzw. 0-dimensional genannt.

H il]"ssatz 6.7. Jeder topologischer Raum R, der die Bedingungen By und By
erfiillt, erfilllt auch Bj wnd By, wnd wmgekehrt.

Beweis. Nehmen wir an, R erfille 8B, und $,. Ist X,Yel'(R), und X ¥Y=0,
80’ gibt es nach B, eine Menge ZeG(R), fir die XCZ und ¥-Z=0; wegen B, hat
man dann: ZeF(R)-G(R), XCZ und ¥Y-Z=0, und B ist exfullt. Ist ferner

SC F(R)- G(R), so setzt man X= 2(8) und man zeigt leicht mit Hilfe von By,
daB X die kleinste Menge des Systems F(R)- G(R) ist, fir die 2 (8)C X; dadurch
ist B3 gewonnen.

Setzen wir nun voraus, R erfiille 5 und Bj. Aus B, erhilt man unmittel-
bar B, Um B, abzuleiten, betrachten wir eine beliebige Menge XeG(R); es sei
S=F(R)- G(R)- J][¥CX]. Nach By gibt es die kleinste Menge X,eI'(R). G(R),

b4

fir die E(S)CX;. Nehmen wir an, dafl Xnon(C X;. Es gibt dann ein Element
‘weX—X,. Man hat offenbar X-—X,eG(R), folglich B—(X—X,)e(R) und
auch {z}e F(R); hiebei sind die Mengen {z} und B—(X—X,) disjunkt. Nach B;
gibt es also eine Menge Ze F(R)- G(R), fur die {#}CZ wnd [B—(X—2X,)]-Z=0.
Daraus gewinnt man: Z+0, ZCX und Z.X,=0, wonach Z¢S und ZnonCX;;
das ist aber unmpglich, da X; alle Mengen des Systems & umfaft. Dadurch ist
unsere Annahme widerlegt, und es gilt X (C X;; hieraus ergibt sich XC X=X,
(da ja X, abgeschlossen ist). In analoger Weise kann die inverse Inklusion X,CX
gewonnen werden (wire sie ndmlich nicht erfllt, so konnte man eine nicht-leere
offene und abgeschlossene Menge Z(C X, — X konstruieren, und man hétte dann
X,—ZeF(R)- G(R) sowie Z(S)C_X-XICXI—Z; das ist aber unmdoglich, weil X
die kleinste offene und abgeschlossene Menge ist, fir die ), (S)CZ). Die Inklu-
sionen X (C X, und X,C X ergeben sofort X = X, ; hienach ist X ¢ G(R). Der Raum B
geniigt also der Bedingung %B,, und der Beweis ist zu Ende gefithrt.

Die Moglichkeit, die Ergebnisse der Theorie der Mengenkérper auf die
Topologie anzuwenden, ergibt sich aus den Untersuchungen von Stone?). Wir
fithren hier die betreffenden Séitze von Stone an (sie kniipfen an die elementare
Tatsache an, daf in jedem topologischen Raum das System der zugleich offenen
und abgeschlosgsenen Mengen einen Korper bildet).

Satz 6.8. Es sei K ein beliebiger Kirper, der E(K) als Blement enthilt.
Wir setzen: 5‘(X)=E[Iefl’(K) und Xnonel] fir jedes XelX und bezeichnen

I
als eine Umgebung eines Ideals TeP(K) jede Menge U=F(X), wo XeXK~—1I.
Auf Grund dieses Konwention wird die Menge R=P(K) 2u einem bikompakien
0-dimensionalen topologischen Eaum; durch die Funklion F wird eine Isomorphie
zwischen K und dem Koérper F(R)-G(R) hergestellt,

') Vgl. M. H. 8tone, Proc. Nat. Ac. Sc. 20 (1934), 8. 198, Theoreme I'V,-1V,.
Stone spricht nicht fiher die 0-dimensionalen Réume im Sinne von B3, sonder
iiber die total-unzusammenhéngenden R#ume; vgl. hiezu A. Mostowsl'(i, Fund.
Math. 29 (1937), 8. 45, Korollar 3¢. In einer neuen Arbeit von Stone, Trans.
Am. Math. Soc. 41 (1937), S.3751f., liegt eine allgemeinere Fassung der be-
treffenden Ergebnisse vor.
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Satz 6.9. Sind die Voraussetzungen von 6.8 erfillt und sefet man
-l
g(I)=2 F(X) fir jedes TeJ(K), so wird durch die Funktion G das System
XeI
I(K) auf das System G(R) in eincindeutiger Weise abgebildet.
Satz 6.10. Zwei bikompakie und O-dimensionale topologische Rdm’ne‘l‘c1

und B, sind dann wnd nur dann homdomorph, wenn die Eoérper F(R,))- G(R,) und
F(R,)- G(R,) isomorph sind.

Wir wollen nun einige Eigenschaften derjenigen topologischen Riume
angeben, welche auf Grund von 6.8 den vollstindigen Korpern zugeordnet sind.
Es stellt sich zuniichst heraus, daf fi <diese Riume die oben angegebenen
Bedingungen B,—B, charakteristisch sind (5. 6.12).

Hilfssatz 6.11. Fiir jeden 0-dimensionalen topologischen Raum gili:

(i) Az(F(R)- G(R))=E[mels(R)];
{ec}

(ii) der Korper F(R)- G(R).ist dann und nur dann zu dem vollstindigen Kérper
K isomorph, wenn E die Bedingungen By (bzw. Bi) unl B, erfiillt und wenn dabei

Is (R)=3(K).

Beweis. Mit Riicksicht auf 2.2 hat man zunichst fir einen ganz beliebi-
gen Raum R:

(1) Jlwels(BICAt(F(R)- G(R)).
{=}

Ist B O-di!_nensional, 80 gilt ferner:

(2)  in jeder nichi-leeren Menge XeG(R) ist eine nicht-leere Menge Z e F(R)- G(R)
enthalten; wenn dabei X aus mehr als einem Punkt besteht, so ist Z=X.

Besteht, in der Tat, X nur aus einem Punkt, so ist XeF(R). G(B) und

‘man setzt einfach Z=X. Wenn aber X zwei verschiedene Punkte, sagen wir

2 und y, enthdlt, so sind {»} und R—X-{y} zwei disjunkte abgeschlossene
Mengen; nach ) gibt es dann eine Menge ZeF(B)-G(R), fir die {2}CZ und
(B—X+{y})-Z=0, folglich Z+0, ZCX und Z=+X.

Aus (1) und (2) gewinnt man sofort mit Hilfe von 2.2 den ersten Teil der
Behauptung. Um den zweiten Teil zu erhalten, wendet man 6.4 auf die Korper
K,=F(R).-G(R) und K,=K an. Mit Ricksicht auf (2) und den ersten Teil der

Behauptung geht 6.4 (i) in B, iber und 6.4 (iii) in die Formel: Is(R):E(K);
6.4 (ii) deckt sich mit der Bedingung $B;, die fir O-dimensionale Riume mit B,
dquivalent ist (vgl. 6.7). Damit ist der Satz hewiesen.

Satz 6.12. Ist K ein vdllstindiger Korper und sind die Viraussetzungen
von 6.8 erfiillt, so geniigt der Raum R den Bedingungen %B,~B,, und es gili

Is(R)= 3 (K). [Nach 6.7, 6.8, 6.111.
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Korollar 6.131Y). Zu jeder Kardinalzahl £ gibt es einen topologischen Raum R,
der die Bedingungen B,~B, erfillt und fir den Is(B)=t dst. [Nach 6.12].

Setzt man inshesondere in diesem Korollar f=¥,, 80 gewinnt man ein
Beispiel eines normalen separablen, aber nicht-metrisierbaren topologischen
Raumes.

Satz 6.14. Zwei topologische Riwme B, und B,, die den Bedingungen B,—5,

gendigen, sind dann und nur dann homéomorph, wenn Is(Rl)wls(R ).

Beweis. Eg seien K; und K, zwei vollstindige Korper, fir die

() IsE)=3(K) und IsB)=3(K,).

Aus 6.7, 6.11 und (1) folgt:
(2) K ist 2u F(R)) G(R;) isomorph und K, z2u F(Ry)- G(R,).

Betrachten wir nun folgende Bedingungen: (i) B, und R, sind homéomorph;
(ii) F(Ry)- G(R,) und F(R,)- G(R,) sind isomorph, (iii) K, und I, sind isomorph,
(iv) Is(B;)=Is(R,). Nach 6.10 und 6.7 sind (i) und (ii) 4quivalent; nach 6.3 und (2)
sind (ii) und (iii) dquivalent; aus 6.6 und (1) ergibt sich schlieflich die Aquivalenz
von (iii) und (iv). Demnach sich auch (i) und (iv) dquivalent, w.z.b. w.

Satz 6.15. BErfillt der topalog@sche Raum R die Bedmjungen By—B, wnd
ist Is(R) =f{2=N,, so ist E= F( ) (u(R) 2f wnd lv‘(K) (,( ) of,

Beweis. Es sei K ein vollstindiger Korper mit Z’(K):cf; wir konstruieren
den topologischen Raum &R, der der Behauptung von 6.8 geniigt. Da R=%(K),

= £
50 hat man nach 3.19 R=22". Der Korper K ist zu F(R G(ﬁi’) momorph
wegen 6.2 gilt also F(R)- &

GR)=2¢. Aus us 6.9 folgt forner, daf F(.9’€)¢(}(,9€)—- J(K);
T
hieraus auf Grund von 2.29 EI(R) Q(R =22,
Dem Satz 6.12 gemaﬁ geniigt anderseits K den Bedingungen B, —
man hat Is(gi) 2(1{) =%, wonach Is(R) (32). Die Ridume E und R sind also
nach 6.14 homdomorph und umsomehr gleichmichtig; ebenso sind die entspre-

chenden Systeme G(R) und G(R), F(R) und F(R) usw. von der gleichen
Michtigkeit. Hieraus ergibt sich sofort die Behauptung des betrachteten Satzes.

Bemerkung 6.16. Der Fall f<y, ist trivial: man hat dann k= Is(R)
wnd F(R)=G(R)=F(R)- G(R)= E[XCR], folglich R=¢ und )

TR =GR)=F(B)- G(R)=2t

) Zu den Sitzen 6.13-6.15 vgl. den I. Teil des vorliegenden Aufsatzes,
8.47, Anm. 1. Neben den dort zitierten Aufsitzen von Cech und Pospigil
sei hier eine neue Arbeit von Pospidil: On bicompact spaces, Publ. Naturwiss.
Fak. Briinn 270 (1939) erwihnt: es werden in dieser Arbeit aus den topologischen
Ergebnissen einige Ritze algebraischer Natur gefolgert, die als Verschirfungen
von 2.29 und 3.19 (s. den I. Teil des vorliegenden Aufsatzes) gelten kénnen.

B, und
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Im Zusammenhang mit 6.14 entsteht die Frage, ob man in diesem Satz
die Formel: Is(B,) = Is(R,) durch RI‘R ersetzen darf. Wir wollen zum Schlufl
zeigen, dal dieses Problem einem unentschiedenen Problem aus der Kardinal-
zahlarithmetik dquivalent ist:

Satz 6.17. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

(i) swei beliebige topologische Riume Ry und R,, die den Bedingungen B,—B,
geniigen und gleichmdchtig sind, sind homdomorph;

(ii) sind £, und ¥, swei Kardinalzahlen und ist 2f1=2f2, so ist auch ¥=f,.

Beweis. Nehmmen wir an, daf (i) gilt. Es sei ohi=gle, Ist fi<<Ng oder F,<{¥,,
g0 hat man offenbar t =Ff,. Ist aber f;>>N, und f,22N,, so schlieBen wir aus 6.13
und 6.15, daB es zwei topologische Riume B, und R, glbt die %B,-B, erfiillen

und fir die Ts(Zy)=ty, Is(EBa)="f R1=221 md. R,:22* ist. Da 22f‘=22f’, 50
sind B, und R, gleichmichtig; nach (i) sind sie also homdomorph. Mit Ricksicht
auf 6.14 hat man folglich ¥ =f,; dadurch ist (ii) gewonnen. In ganz analoger
Weise wird (ii) aus (i) abgeleitet.
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