4d .+ H. Fried.

Um nun zu zeigen, dass die Punktmenge B auech die Wert-
menge einer Funktion €, ist, werde die Punktmenge B, die man
erhalt, wenn man B am Nullpunkt spiegelt, betrachtet. B’ ist eine
Punktmenge P,4i1. Nach dem eben Bewiesenen gibt ey eine Funk-
tion (), die eine Funktion P, und deren Wertmenge B ist. Setzt
man f(z)=—f (), so ist f(x) eine Funktion ¢, deren Wertmenge
B ist.

Satz VILI. Die Wertmenge einer endlichen Funktion B, ist eine
Menge P.

Beweis. Sei f(zv) eine Funktion B,. Die auf der rechten Seite
der Formel (37) stehende Menge ist eine Menge B, daher ist ihr
Komplement — die Menge F[f(z)=y] — ebenfalls ¢ine Monge B,

xy
Die Wertmenge der Funktion f(z) ist als Projektion einer Menge B,
eine Menge P,. ‘

Satz IX. Jede nicht leere Menge B des Ry, die eine Menge P,
ist, ist die Wertmenge einer Funktion B,.

Beweis. Nach Satz VIIT gibt es eine Funktion, die eine Funk-

tion P, und deren Wertmenge B ist. Da jede Funktion P,—; eine
Funktion B, ist, ist Satz IX bewiesen.
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Ideale in vollstindigen Mengenkérpern. I.

Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Bin additives und subtraktives (d.h. in Bezug auf die Ad-
dition. und Subtraktion abgeschlossenes) Mengensystem heiBt be-
kanntlich Mengenkorper oder einfach Kdrper; ein Korper, der aus
allen Teilmengen einer gegebenen Menge besteht, wird hier voll-
stindig genannt. Als Ideal in einem gegebenen Korper bezeichnen
wir jedes nicht-leere, erbliche und additive Teilsystem dieses Korpers.

Auf wichtige Beispiele von Idealen sto8t man sowohl in der
allgemeinen Mengenlehre selbst als auch in verschiedenen ihrer
Anwendungen, insbesondere in der Theorie des Mafles und in der
Topologie. So z. B. kann in jedem Korper das Ideal aller endlichen
bzw. hochstens abzidhlbaren Mengen dieses Korpers ausgezeichnet
werden; die Mengen vom (Peano-Jordanschen oder Lebesgue-
schen) Mafle 0 bilden ein Ideal in dem Korper der melbaren Men-
gen; die nirgendsdichten Mengen bzw. die Mengen erster Kategorie
eines topologischen Raumes bilden ein Ideal im vellstindigen Kor-
per, der aus allen Mengen dieses Raumes besteht.

Auch unabhingig von den Anwendungen dringt sich der Be-
griff des Ideals in den Vordergrund, wenn man die Theorie der
Mengenkirper als eine Realisierung der formalen Booleschen Al-
gebra betrachtet und diese letztere als einen Teil der allgemeinen
abstrakten Algebra auffaft?); die hervorragende Rolle des Begriffs
des Ideals in den modernen algebraischen Untersuchungen ist ja
eine wohl bekannte Tatsache.

1) Vgl. M. H. Stone, Trans. Am. Math. Soc. 40 (1936), 3. 37 f. (wo auch
weitere Litteratur angegeben wird); A. Tarski, Ann. Soc. Pol. Math. 15 (1937),
8. 186 ff.
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In der vorliegenden Arbeit werden wir uns hauptsiichlich mit
den Idealen in vollstindigen Korpern befassen (wenn wir auch wo
moglich die erzielten Ergebnisse in einer allgemeineren Form dar-
stellen und sie auf beliebige Korper beziechen). Wir betrachten einige
wichtige Arten von Idealen, und zwar die Hauptideale, die m-ad-
ditiven Ideale, die Primideale und die p-saturierten Ideale (der
letztere Begriff, der eine Verallgemeinerung des Begriffs des Prim-
ideals ist, scheint hier zum ersten Mal erdrtert zu werden); wir ge-
ben charakteristische Eigenschaften dieser Arten von Idealen an
und untersuchen ihre gegenseitigen Beziehungen sowie die Metho-
den, die zu ihrer Konstruktion verwendet werden kinnen ).

In erster Linie aber werden uns hier die Michtigkeitsprobleme
interessieren, d.h. die Fragen von der Form: wieviel Ideale dieger
oder jener Art es in dem gegebenen Korper gibt? Fiir die vollytin-
digen Korper sind heute diese Probleme in einer fast erschiopfender
Weise gelost. Die grundlegenden Sitze iiber die Anzahl der belie-
bigen und der m-additiven Ideale habe ich bereits in meiner friiheren
Arbeit: Sur les classes d'ensembles closes par rapport & certaines opé-
rations élémentaires, Fund. Math. 16 (1930), S.181 ff., aufgestellt,
ohne dabei die algebraische Ausdrucksweise zu verwenden (weiter
unten wird diese Arbeit als Classes closes... zitiert). Wir wollen hier
die erwihnten S#tze noch einmal formulieren und daran neue Hr-
gebnisse anschlieBen, die die Primideale und die p-saturierten Ideale
betreffen.

~ Die Arbeit beginnt mit Hilfsbetrachtungen aus der Arithmetik
der Kardinalzahlen. In den eigentlichen Untersuchungen iiber die
Ideale stiitzen wir uns auf manche Siitze der Mengenlehre, die mit
der Idealtheorie scheinbar nichts zu tun haben, z.B. auf die Sitze
tber die unabhiingigen Mengensysteme ?) sowie auf die Ergebnisse
meiner Arbeit: Drei Uberdeckumgssitze der allgemeinen Mengenlehre,
Fund. Math., 30 (1938), S.132 ff. (weiter unten als Uberdeckungs-

') Die Begriffe des m-additiven und des p-saturierten Ideals habe ich in
meiner Mitteilung in C. R. Soc. Se. Vars. 30 (1937), 8. 160 £f. definiert; die dort
formulierten Definitionen sind aber den hier angenommenen nicht ganz dqui-
valent. In der zitierten Mitteilung habe ich auch manche der weiter unten be-
grindeten Ergebnisse ohne Beweis angegeben (und zwar sogar in ciner ctwas
allgemeineren Form, da sie dort nicht auf die vollstiindigen, sondem auf die
sog. m-additiven Kérper bezogen werden).

%) Vgl. die unten angegebenen Hilfssiitze 2.25 und 3.16 sowie die Bemoer-
kung 38.17.
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sdize... 'zitiert). Zum SchluB werden einige Anwendungen auf das
abstrakte MaBproblem und auf die allgemeine Topologie angegeben;
es wird uw.a. die Anzahl der endlich-additiven MaBfunktionen in
einer beliebigen Menge berechnet, und es werden zu jeder unendli-
chen Kardinalzahl ¥ topologische 0-dimensionale Riume mit der

Michtigkeit 22f konstruiert, die I isolierte Punkte haben und in
denen die Menge der isolierten Punkte dicht ist. 1)

§1. Hilfsbegriffe und Hilfssiitze
aus der Arithmetik der Kardinalzahlen.

Definition 1.1. Fiir jede Kardinalzakl m wird mit m+ die kleinste Kar-
dinalzahl >m bezeichnel.

Korollar 1.2. Ist m<R,, so st mt=m-1; ist m=R,, so ist m+=&a_|_1_

[Nach 1.11.

Definition 1.3. Ist m eine beliebige Kardinalzahl, so bezeichnen .fwir mit m¥*

die Kleinste Kardinalzahl n, die folgender Bedingung geniigt: m kann in der Form

m=2_,‘xn dargestelll werden, wobei N=n und ¥.<m fiir jedes meXN st

neN
RKorollar 1.4. Hs ist stets m*<<m. Ist m<2, so ist m*=m; ist 2<m<Ny»
s0 ist m* =2; ist m=N,, $0 ist m*=ch(a)5 ist insbesondere m==N, oder m=N,1
80 ist m*=m. [Nach 1.3}
¢f (¢) bezeichnet wie dblich den Index der kleinsten Anfangszahl, mit der
o konfinal ist; vgl. z.B. Olasses closes..., S. 184 ff. (Definition 2, Lemmata 1—3).

Korollar 1.5. Ist m>=R,, so ist (mT)*¥=mt. [Nach 1.2, 1.4].

Bemerkung 1.6. Eine Zahl m+0, die nicht von der“Form m-=n+ i;iti,
kann Limeszahl genannt werden. Eine Zahl m heillt reguldr oder singular
je nachdem, ob m*=m oder m*<m ist.

Satz 1.7. Ist m=2, soist m<mm* und, allgemeiner, m<m® fiir jedes n=m*.

Das ist ein bekannter Satz von Zermelo?).

g

Satz 1.8. Ist 0<n<m*, so gilt m==m oder mil= S i, ist dabei, m>=Re,

Al X<m
so gilt mn=m-2 E2
¥<m

1) He;*r M. H. Stone hat mich darauf anfmerksam gema.t?ht, daB eng
verwandte (wenn auch auf einem ganz verschiedenen Wege erzielte) topsg;o-
gische Ergebnisse in den Arbeiten von E. Cech, Ann: of Math. 38 (1937),
8. 823 ., und B. Pospisil, ibid., S. 845 f., enthalten sind. )

2) 8. z.B. A. Schoenflies, Entwickelung der Mengenlehre und ihrer An-
wendungen, Leipzig und Berlin 1913, 8. 66 ff.
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Beweis. Der Satz ergibt sich leieht aus zwei bekannten Formeln:

ﬁiﬁ_ =N, +1’N§ﬁ fiir beliebige o und §;

No ! N . N . p
NP = 5 &}_J’, wenn a eine Limeszahl isi wnd p<Ceof(e) ).
£
Definition 1.9. Sind m und n 2wei Kardinalzahlen, so bezeichnen wir die
oY ’
X

Summe m*® mit mi.

T<n

Versohiedene Eigenschaften der Operation m¥ wurden in Olasses closes...

(8. 188 if., Lemmata 5—9) angegeben. Fir die vorliegenden Betrachiungen haben ‘

folgende Sétze eine gewisse Bedeutung:

Satz 1.10. m8 =0, ml=1; dst w:=2, so st m% -m; ist mENy und 2snagy
so st ml=m1. [Nuch 1 9}0,

Dieser Satz wurde (in anderer Formulierung) bereits in laasses oloses
Lemma 4", S.1871. bewiesen. ’

Satz 1.12. Ist w>m*, so ist mi>m [Nach 1.7, 1.9].

Satz 1.13. Ist m=Re so dst (20)1=2 fiiy 1. n<m* wnd (2ol
fibr 2<n<<m*. T

Zum Beweis vgl. Classes closes..., Lemmata 7* und 84, S, 190 f£.

Sate 1.14. Ist m+2, so gilt dann wnd nur dann (i) 2Me=m, wenn (1) es keine
Zahl n gibt, fir die n<m<2". Jede der Bedingungen (i) und (ii) hat zur Folge
daf (iii) die Formeln w>m* und wl>wm fir jedes n dquivalent sind. .

' “Be.weis. Wir kénnen annehmen, daB mz=R,, da sonst der Boweis trivial ist
Die Aquwglenz von (i) und (ii) kann dann leicht anf Grund von 1.9 érwi(\se);;
werden. Die Giltigkeit von (i) vorausgesetzt, erhalten wir ans 1.10 und 1(13-
mE§n1. fir jedes n<Cm*. Hieraus durch Kountraposition: ist m¥>m, so ist u>;n*:
da die inverse Implikation in 1.12 aufgestellt wurde, so sind die F(;rmeln: u>m’;
und m%>m fir jedes n dquivalent. Damit ist der Beweis zu Ende gofihrt. -

o 113eme.rkung 1.15. Man kann zeigen, daf die Bedingungen (i)—(iii) aus 1.14
dquiva ent 51.nd, wenn nur niz>N, keine Limeszahl ist. Hieraus schlieft man leicht
auf die Aquivalenz der drei Behauptungen:

Bs ngt (l)¥ baw. (11)9 bzw' (11]) ) ur ede X ardi L Zzahl nz NO'
J &2 P
1
o ede dles("l' d]fel B eha:ll Lllllgell Sl/e]ll eme i qlll \Y ﬂA] ente U m E()l mung der

N .o '
2N =N, +1 fir jede Ordnungszahl «. (
o )
1) Die erste dieser Formeln stammt vor
6 von Haugdorff,
fasser; vgl. A. Tarski, Fund. Math. 7 (1925), 8.1 £,

die zweite vom Ver-
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Auch ohne die Cantorsche Hypothese vorauszusetzen, kann man ibri-
gens zeigen, dafl es Limeszahlen m gibt, die den Bedingungen (i)—(iii) aus 1.14
geniigen; die kleinste unter ihnen ist 8o, die niichste ist N0+2“°+228"+...

Vgl. hiezu Classes closes..., S.193f. und 286.

Satz 1.16. Ist M eine Menge mit der Mdchiigkeit m und n<<wt, so isi die
Mdchtigkeit des Systems E [(XCM und X<n] gleich 21(1%1) oder gleich mY, je

X ¥n

nachdem ob Mm<R, oder M>=N, isl.

Zum Beweis 8. Classes closes..., 5. 195£., Lemma 10"

Das Symbol (nxx) bezeichnet wie itblich den (X¥-+1)-ten Koeffizienten in der

binomischen Entwicklung von (a-+b)". Mit E [B(@)] bezeichnen wir die Menge

X
aller Dinge », die der Bedingung B(x) geniigen. Wir werden auch das allge-

meiners Symbol E [B(x)] verwenden, und zwar zur Begzeichnung der Menge

Fx) :
der Funktionswerte f(z), die denjenigen Argumentwerten x zugeordnet sind,
welche die Bedingung B(x) erfiillen.

Definition 1.17. Wir wollen sagen, daff die Eardinalzahl w von der Kar-
dinalzahl m aus stark, bzw. schwach, erreichbar ist, wenn n 2u jedem Sy-
stem § von Kardinalzahlen gehért, das folgende Bedingungen (1)—(iii) und (iv), baw.
(i)—(iil) wnd (v), erfiillt: (i) meR; (ii) ist peK und p=q, so ist auch qeR;-(iii) st

P=peR und XpeR fiir jedes peP, so ist auch Sxpeﬁg (iv) ist peR, so ist auch
pteR; (v) ist p,qeR, so st auch pteR. peP —— '
. Zu dieser Definition und zur Frage der gegenseitigen Beziehung zwischen
den stark und schwach erreichbaren Zahlen s. Uberdeckungssdtze..., 8. 132 {.

Satz 1.18. Ist m eine beliebige Kardinalzahl, so gewiigt das System R der
von m aus stark, bew. schwach, erreichbaren Zahlen den Bedingungen (i)—(iii) und (iv),
[Nach 1.17].

- Sate 1.19. Ist m<R, und ist n von m aus stark (oder schwach) erreichbar,

80 ist auch <N,
Beweis. Es geniigt zu bemerken, daB das System & -der endlichen Kar-
dinalzahlen die Bedingungen (i)—(v) erfillt.
Satz 1.20. Ist w von m aus stark erreichbar, ist ferner n>m und gibt es keine
Zahl p, fiir die n=pt, so ist n*<n. o : o ’
) Beweis. Nehmen wir an, daB n*=n; u ist also eine regulire Limeszahl >m
(vgl. 1.6). Es gibt dann eine kleinste regulire Limeszahl n,>m. & sei das System
der Zahlen p<n,. Mit Hilfe von 1.1 und 1.3 zeigh man leicht, daB & den Bedin-
gungen (i)—(iv) aus 1.17 geniigt. Demnach ist ne® und n<n,, unserer Annahme
(und der Definition von ng) entgegen. Man hat folglich n*==n, wonach wegen 1.4
<, w.z.b.ow. -
Fundamenta Mathematicae. T. XXXII. 4

bew. (i)—(iii) wnd (v), aus der Definition 1.17.
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§ 2. Ideale, insbesondere Hauptideale
und m~additive Ideale.

Ist M ein beliebiges Mengensystem, so bezeichnen wir mit
(M) die Summe und mib [1(M) den Durchschnitt aller Mengen
dieses Systems. Daneben werden auch die allgemeineren Symbole:
2,1F(w) und [[F(m) in ihrer iiblichen Bedeutung verwendet.

xeX YeX

Definition 2.1. Hin nicht-leeres Mengensystem IS wird M eon-
genkdrper oder einfach K orper genannt, wenn es mit zwei belichi-
gen Mengen X wnd Y zugleich deren Summe X--Y wund Differeng
X—Y als Elemenie enthdlt.

Bin Mengenkorper XK heipt vollstandig, wenn er aus allen

Teilmengen einer Menge M besteht.

Deﬁnition 2.2. Ist K ein Korper, so heift cine nichi-leere
Menge XedX Atom (oder Atommenge)von K, in Zeichen Xedt(K),
wenn es keine von 0 und X verschiedene Menge YCX gibt, die 2u K
gehort.

At(K) bezeichnet somit das System aller Atome von K.
Korollar 2.3. Ist K ein vollsiindiger Korper, so ist

=[[XCS(K)] wnd At(K)= (e 31 (K],

X ()
[Nach 2.1, 2.2],
Definition 2.4. Ist K ein Korper, so wird ein nichi-leeres
System ICK als Ideal (in K) bezeichnet, in Zeichen: Ied(K)
wenn es mit zwei beliebigen Mengen X und ¥ zugleich deren Summ;

X+Y und mit jeder Menge X wugleich jede Menge YCX, die su K
gehort, als Element enthilt.

' .Korollz{w 2.5, Ist K ein Korper und Ied(K), so ist 2 (X)el
fiir jedes endliche System X CT; insbesondere ist O¢ T, [Nach 2.1, 2.4].

}i’o?ﬂollm 2.6. Ist K e¢in Korper, so ist Ked(K); ist dabei K
vollstindig (oder, allgemeiner, ist D(K)eXK), so ist K das einzige
Ideal I, fir das 3(K)el. [Nach 2.1, 2.4]

obiy e »

Satz 277. Es sev} K ein Korper, SCK und I des System der
Mengen XeK, f@' die es ein endliches System YCS gibt, so dap
XC(X). Danm ist Ted(K), und ewar ist I das Weinste Ideal 8.

[Nach 2.1, 2.4].
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Definition 2.8. Ist K ein Korper, so wird ein Ideal I Haupt-
ideal (in K) genannt, in Zeichen: LeJ(K), wenn I aus allen Men-
gen XeK besteht, die in einer Menge Me K enthalten sind.

Korollar 2.9. Fir jeden Korper K sind folgende Bedin-
gungen Gquivalent: (1) TedH(K); (i) Ted(K) und N(L)el;

(ifi) T={'[XeK und XCS(I)], wobei S(I)eK. [Nach 2.4, 2.8].
X

Die Hauptaufgabe der vorliegenden Untersuchungen kann nun
folgendermafen priizisiert werden: die Michtigkeit des Systems J(K)
und gewisser ausgezeichneter Teilsysteme von J(K), z. B. J(K), zu
bestimmen, vorausgesetzt, daB die Michtigkeit des Koérpers K und
der Menge YN(K) bekannt ist (in vollstindigen Korpern geniigt es
iibrigens die Michtigkeit von Y(JK) zu beriicksichtigen, da offenbar

:=25(1()

gilt). Wenn es sich um ganz beliebige Korper handelt,
g0 lassen sich fiir die in Frage kommenden Michtigkeiten nur ge-
wisse triviale Beschridnkungen angeben:

Satz 2.10. Ist K ein Kirper, E:q wnd Y(K)=1%, soist
H(K)=q<2t und q<I(I)<29<2?". [Nach 2.4, 2.9]
Definition 2.11. Ist K ein Kérper und m eine beliebige Kar-

dinalzahl, so wird ein Ideal I in K m-additiv genanni, in Zeichen
Te@y(K), wenn I mit allen Mengen eines Systems X von der Mdchtig-

keit X<m zugleich deren Summe Y (X) als Element enthdli.
Korollar 2.12. Isi K ein Korper, so ist Qu(K)CI(K) fir

beliebiges m und @ (K)=d(K) fir m<y ist K ein vollsidndiger

Korper, so ist Qu(K)DH(K) fir beliebiges m und @ (K) =3 (K)

fiir m>3(K).
Beweis. Der Satz ergibt sich leicht aus 2.5, 2.8 und 2.11;

nur die Ableitung der Inklusion Qu(K)CH(K) fir m>>(K)
@im zweiten Teil des Satzes) konnte einige Schwierigkeit bieten.
Es sei also K ein vollstindiger Korper, m>Y(K) und Te@y,(K).
Jedem Element ze(I) kann offenbar eine Menge F(x) zugeordnet

werden, so daB zeF(z)el. Setzen wir X= E [zeX(I)]l. Man hat
Flx) ‘

offensichtlich Y(X)=3(I), XCI und X<J(I)<J(XK)<m. Laut

Definition 2.11 ist also 3(X)=X(TI)eI; hienach auf Grund von 2.9

Iedl(K), w.z.b. w.

4%
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Satz2.13. Lst I ein endlicher Kérper, so fvlfs*t F(IC)==( l()::.c?m( K)
far jede Zahl m. [Nach 2.4, 2.5, 2.9, 2.12),

Sate 2.14. Ist K ein Korper wnd nizzi, $0 ist @y (1) C @, (K).
[Nach 2.11].

Satz 2.15. Bs sei I .ein Korper wnd m eine Zahl, dic wicht von

der Form m=nt ist. Ist dann Le Q@ (K) fibr jedes n<<m, so st auch
Te@p(K). [Nach 1.1, 2.11].

Satz 2.16. Hs sei K ein beliebiger Korper, n‘tzsz,‘ X, und N =11

neN
Ist dann sowohl Te . (K), als auch Ie Glx);(l{) fir jedes meN,
so st auch Ie am+(1() [;Nih(‘;h 1_:1’ 2.111
Korollar 2.17. Ist K cin beliebiger Iorper wnd <, so ist
am_l_(I():é?m(K). [Nach 1.1, 1.3, 2.14, 2.16],

Der nichste Satz ist eine Verallgemeinerung von 2.7:

Satz 2.18. s sei K ein Korper, m*==1m28y, SCK und I dos
System derjenigen Mengen Xe K, fir die es ein System YCTS mi
Y<m gibt, so dap XC(X). Dann ist Te@q(I), und zwar ist I das
Kleinste m-additive Ideal DS.

Der Beweis bietet keine Schwierigkeiten; vgl. z. 1. den Beweis
von Hilfssatz 10 in Uberdeckungssiitze..., 8. 143.

Bemerkung 2.19. Aus 1.5 und 2.17 erhellt, daf Satz 2.18
giiltig bleibt, wenn man in ihm die Tormel m*==mt durch m*<

und zugleich ¥Y<m durch Y<m ersebzb.

Um fiir einen vollstindigen Korper J die Michtigkeit des
Systems @p(K) zu bestimmen mufll man drei Jiille unterscheiden:

m>E=S(K), m<i<i® und i= " (nach 1.10 kann > nur dann
gelten, wenn m<C1; von diesem trivialen Fall wird mit Rilcksicht
auf 2.12 abgesehen). Im ersten und unter einer zusitzlichen Voraus-
getzung auch im zweiten Fall ist die Michtigkeit von @p(K) klein®,
und zwar ist sie gleich der Michtigkeit von I (Sitze 2.20 und 2.23);
das gilt auch dann, wenn 4 endlich und m beliebig ist (2.21). Im
dritten Fall, die Unendlichkeit von JC vorausgesetzt, ist die be-
trachtete Michtigkeit ,gro8®: @pn(I) ist mit dom System aller
Teilsystemen von K gleichmiichtig; das betrifft auch das System
J(K) (Sstze 2.28, 2.29). ‘

cm

=&

Ideale in Mengenkirpern h3

Satz 2.20. Ist K ein vollstindiger Korper, _..‘:(R):’E und m>¥,
s0 ist H(K)=Cy(K)=2E [Nach 2.10, 2.12].

Korollar 2.21. Ist K ein vollstindiger Korper Y(K)=I<Rq

und m beliebig, so ist J( I()=s7?'(Kj=am(K)=2f. [Nach 2.13, 2.20].

Satz 2.22. Ist K ein vollstindiger Korper, S(IK)=1>8, und
SF, so ist <Tn(K) <22,

Der etwas komplizierte Beweis dieses Satzes ist in Classes
closes..., S. 277-283 (Theorem 70") zu finden.

Korollar 2.93. Ist K ein vollstindiger Korper, S(K)=t=21>%,

und T>1 (bzw. m>T*), so ist G—Ttr;(AK)z?.f, [Nach 1.14, 2.22].

Bemerkung 2.24. Aus 2.22 und 2.23 ersieht man folgendes:
setzt man die Giiltigkeit der Cantorschen Alefhypothese voraus

oder nimmt man zumindest an, daB die Zahl f=Y(K) dieser Hypo-
these nicht widerspricht (d. h. da8 2% —% ist), so kann man im Fall
m<i<¥" die Michtigkeit des Systems @(K) genau bestimmen;
sonst vermag man nur gewisse Schranken anzugeben und man mufl
dabei die Formel f<¥® durch die logisch stirkere Formel m>¥f*
ersetzen (vgl. 1.12, 1.14 und 1.15). Die Moglichkeit, die bisherigen
Ergebnisse in diesem Punkt zu vervollkommen, scheint sehr gering
zu sein; vgl. hiezu Classes closes..., S. 285 f.

Hilfssatz 2.25. Bs sei K ein vollstindiger Korper, E&()=f>xo
und T=%. Bs gibt dann ein System SCK mit der Michtighkeit of,
das folgender Bedingung gewilgt:

(i) ist XeS, YCS, T<m und X noneX, so ist X non C3(X).

Beweis. Dieser Hilfssatz wurde bereits in Classes cloges...,
S. 259 ff. (Lemma 58) bewiesen; mit Ricksicht auf den Beweis
des weiter unten angegebenen Satzes 3.16 wollen wir hier jedoch
den Gedankengang skizzieren.

Wegen Y (K)=I>y, ist ¥=2- und die Menge M(K) kann in
zwei fremde Teilmengen zerlegt werden: Y(K)=A+-B, derart daf

Z—B—*% s sei f eine Funktion, die 4 auf B eineindeutig abbildet.
Bezeichnen wir mit 7' das System aller Mengen von der Form

X+(B— E [#eX]); dann gilt, wie leicht zu zeigen:

fix)
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(1) TCK und T=2Y
@) ist X,Yed und XY, so ist X non CY.

Jeder Menge X ordnen wir die Menge (genauer: das Mengen.

gystem) X* gu, bestimmt durch dio Formel:
(38) X = E[UCX und U<<m].
12

Insbesondere wird der Menge (M) die Menge (Y(K))* zu-
geordnet, deren Michtigkeit nach (3) und 1.16 gleich ot gt
Bs sei 7 das System aller Teilmengen von (3 (I ))”; man hat offenbar:

(4) I ist ein vollsténdiger Korper wnd 3’(67£)wf.
Durch die Funktion F(X)==X" wird oin beliebiges Mengen-
system 1" auf das System ¥*== [1[Xe )] abgobildet; ans (3) folgt,
XX

daB diese Abbildung eincindeutig ist und daf demnach ¥ und ¥¥
die gleiche Michtigkeit haben. Bs sei inghesondere §=2'*; nach (1) st

(B) SCo wund S=2%.

Wir wollen nun zeigen, dafl & folgender Bedingung geniigt:
(6) st XeS, YCS, Y<m und Xnoned, soist X non CY(Y)

Es ist nimlich klar, daf X und & von dor Iorm: X=X,

Of... V¥ s i et Vo '} N | - r
Ef-i rl sein niusselrav, wobei :Xe", YCr, Y<m und X non e, Igt
e¥, 5o ist X,Zel und X==27, woraus nach (2) X—Z=0. Wir
wihlen aus jeder Menge X—Z ein Destimmtes Ilement f(Z) aus

und bilden die Menge U= /f[Z eX. g ist offenbar UCX und

e 17)

U< Y<m, wonach wegen (3) Ue X" =X, Andersoits ist abor U nonCZ

(da f(Z)eU—Z) und folglich U momeZ™ fir jedes ZeY, U gohort

@lso zu keiner Menge des Systems 1*=2. Hicraus folgt, daB X

in der Summe (%) nicht enthalten ist, und (6) ist somit hewiesen.
Aus (4)-(6) erhellt, daB es uns gelungen ist, in einem bestimm.

ten vo}lstéi,.ndigten %{tirper I mit f{‘&[)‘mf ein. System. $CI von
ier Michtigkeit 2 zu konstruieren, das der Bodingung (i) des in
ede stehenden Satzes geniigt. Nun. ist aber klar, daf sich dieses

El‘gebnis" auf jeden vollstéindigen Korper K’ mit N (K')==1 iiber-
tragen 148t und insbesondere auf den upspriinglichen Korper I

Dadurch ist der Beweis zu Ende gefithrt.
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Hilfssatz 2.26. Bs sei K ein beliebiger Korper und m*=mK,.
Gibt es damn ein System SCIK mit einer Mdchtigheit >n, das der

Bedingung (1) aus 2.25 gemiigi, so ist Gy K) =2

Beweis. Dem Satz 2.18 gemiB, kann man jedem System
XCS ein bestimmtes Ideal I(X)e@y,(X) zuordnen, nimlich das
Kleinste m-additive Ideal DX; aus (i) schlieit man dabei dafl zwei
verschiedenen Systemen XCS und YCS zwei verschiedene Ideale

I(X) und I(Y) entsprechen. Das System E [XCS)], dessen

X
Miichtigkeit offenbar >2" ist, wird also durch die Funktion I(X)
auf ein Teilsystem von @p(K) eineindeutig abgebildet; hieraus er-
gibt sich unmittelbar die behauptete Ungleichung.

Bemerkung 2.27. Aus 2.23 und 2.26 ersieht man, daB die
Voraussetzung fT=F in 2.25 nicht weggelassen oder wesentlich abge-
schwiicht, ebwa durch m<I ersetzt werden kann: ist nimlich ¥T>%
und gilt dabei 28=% und m*=m (was z. B.fir 2020
wnd m=y, zutrifft), so muB jedes System SCK, das die Bedin-
gung (i) aus 2.25 erfiillt, von einer Michtigkeit <2% gein. Unter
Zugrundelegung der Cantorschen Alefhypothese kann man also
2.25 in gewissem Sinne umkehren: ist K ein vollstindiger Korper,

S(K)=t>x, und m*==m, so ist die Formel: =% eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Systems S,
dag der Behauptung von 2.25 geniigt.

Satz 2.28. Ist K ein vollstindiger Korper, 3 (K)=t>%, und

™%, so ist E,,T(i{_)zzﬁ.

Beweis. Aus 2.10 und 2.12 folgt sofort, dal A (K)<2

of

. )
Igt m*=m3 >R, so ergibt sich die inverse Ungleichung @y (K )>22

direkt aus 2.25 und 2.26 (fir n=2f). Ist m*<m und m>R, 8O
wendet man 2.256 und 2.26 nicht auf die Zahl m, sondern auf m+
an, wobei man 1.5, 1.11 und 2.17 beriicksichtigh. In analoger
Weise ersetzt man im Fall m<x, die Zahl m durch R, (mit Rick-
gicht auf 1.4, 1.10 und 2.12). Der Satz gilt also fiir alle m.

Vgl. Classes closes..., S. 265 f., Theorem XI.

Korollar 2.29. Ist K einvollstindiger Korper und J(K)=E=Rq
so ist 9(K)=2%. [Nach 1.10, 2.12, 2.28].
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§ 3. Primideale.

Definition 3.1.%) Ist I ein Kérper, so wird cin Ideal T
Primideal (in K) genamnt, in Zeichen: IeP(U), wenn Id=I g
und folgender Bedingung geniigt: ist X, Ye I und X-Ye I, soist XeT
oder Yel.

Satz 3.2. Ist K ein beliebiger Korper und Ied(K), so sind
folgende Bedingungen dquivalent: (i) Te&(IK); (ii) T dst == K und
das System K—1T enthill keine zwei fremde Mengen als Tilemente;
(iii) L ist =K und es gibt kein Jed(K), so daff J=K, J&=T
und JDOI. Wenn dabei I vollstdndig ist (oder, allyemeiner, wenn
2(K)eK), so sind diese Bedingungen noch folgender Bedingung édqui-
valent: (iv) ist XelK, so gehdrt genmau eine der beiden Mengen X
und 3 (K)—X zu 1,

Der Satz ist bekannt, und sein Beweis bietel keine Schwierig-
keiten.

Satz 3.3. Bs sei K ein vollstindiger Iorper (oder, allyemeiner,
ein. Korper, der N (IK) als Element enthilt). Damit fe&(K), ist
notwendig und hinreichend, daf I folgenden Bedingungen gemiigt:
(i) ICK; (i) es gibt kein endliches System XCI, so dap
2(X)=3(K); (iii) 2u jeder Menge YeIK 1T gibl es eine Menge
Xel, so dap X+Y=Y(K).

Beweis. Nehmen wir zuniichst an, daf [le&(JK). Nach 2.4
und 3.1 ist damn ITCK., Giibe er ein ondliches System XCTI mit
2/ (X)=3(XK), so hiitte man nach 2.5 und 2.6 J==I, im Goegensatz
zu 3.1. Ist schlieBlich Ye K —T, so ist nach 3.2 (iv) Xe=N(IK)—YeT
und man hat offenbar XY =2 (K). I geniigt also den Bedin-
gungen (i)-(iii).

Setzen wir nun voraus, I erfiillle diese drei Bedingungen. Aus
(i) folgt, daB I+ K, da z.B. Y (K)eXX—1TI; nach (iii) ergibt sich
hieraus, daB I nicht leer ist. Hs sei Xe T, ¥CX und YeK; gohorte
Y nicht zu I, so gibe es nach (iii) eine Menge Xye¢I, fir die
X+ Y =2)(K) wire; umsomehr wire dann X,+X= (K ), im Wider-
spruch zu (ii). T enthélt also mit jeder Menge X auch jede Menge
YCX als Blement. In analoger Weise zeigt man, daB I mit zwei
beliebigen Mengen X und ¥ auch XY aly Blement enthils, Tm Bin-
klang mit 2.4 ist folglich Ted(X). Nehmen wir nun an, J—T ent-

*) Zu dieser Definition und zu den Sitzen 3.2 und 3.6 vgl, M, 1. Stone,
Trans. Am. Math, Soc. 40 (1936), 8. 74 ff,
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halte zwei fremde Mengen Y; und Y, als Elemente. Nach (iii) gibt
os dann zwei Mengen X, X,e, so dad X+ ¥,=X,+¥,=>(K); .da
Y, ¥Y,=0 ist und demnach (X +Y) (X +Y,)CX+X,, s0 ergibt
sich hieraus X,+X,=3(K), was wiederum der Bedingung (ii) wider-
spricht. I gentigh also der Bedingung 3.2 (ii) und ist ein Primideal
in K, w.z b.w.

Bine Verallgemeinerung von 3.3 stellt der folgende Satz dar:

Satz 3.4. Bs sei K ein vollstindiger Edrper und m=X,. Damit
TeQ,(K)-(K), ist notwendig und hinreichend, daf I den Bedin-
gungen (i) und (iii) aus 3.3 sowie folgender Bedingung genigi:
(ii) es gibt kein System XCI mit einer Mdchtigheit <m, fiir das
3 (X)=3(K).

Beweis: analog zu 3.3.

Bemerkung 3.5. Die Bedingung (iii) in 3.3 und 3.4 kann
durch folgende (schwichere) Bedingung ersetzt werden: es gibt Lein
System JCK, das I als echten Teil umfaft und zugleich_ de?" Bedin-
gung (ii) (fir I=J) genigt; mit anderen Worten: }I ist ein in Bezug
auf die Bedingung (ii) saturiertes Teilsystem von K.

Satz 8.3 kann noch folgendermafen verallgemeinert werden.
Man zieht eine beliebige Zahl n in Betracht, die >2 und <&, i§t,
und gibt den Bedingungen (ii) und (iii) folgende Form: (ii) es gibt
Kein System XCI mit X<n+2, so daf X(X)=2(K); (iii) zu jeder
Menge YeK—T gibt es ein System XCI mit X<n, so dap
S (X)+Y=3(K).

Satz 3.3 kann auf beliebige Korper ausgedehnt werden. Die
Formulierung der Bedingungen (ii) und (iii) erfihrt aber dabei
eine Komplizierung; (ii) lautet dann z. B.: es gibt eine Menge Ze K,
derart daB ZnonC X (X) fir jedes endliche System XCI.

Satz 3.6. Fiir jeden Korper K sind folgende Bedingungen dgqui-
valent: (i) Tedl(K)-#(K); (i) Led(K), 3(I)%3(K) und 2 (I),
S(K)eK; (iii) Ted(K), At(K)YnonCI und E(IC)EK';' (1v) Ted(K)
und N (K)—> (INedAt(K). Ist der Korper K. vollstindig, so kann
in (i) die Formel: N (I), (K )eXK, in (iii) die Formel: > (K)eK
weggelassen werden und 2u (i)-(iv) kommt dann folgende dqui-
valente Bedingung hineu: (v) es gibt ein Hlement ye(K), so dap

I=['1XC 3 (K)—{y)l.
X
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Der Satz ergibt sich leicht aus den Definiti
b § ht o Jelinitionen der hetret
fenden Begriffe (etwa mit Hilfe von 2.3, 2.9 und 3.2), beret:

A_S gt_z :3 7. Ist K ein vollstindiger Korper wnd L’(lf j»-f 50 ,ési
= %

4K 7)==t Naoh 5.6
Korollar 3.8. Ist K ein vollstindiger Korper, \’( l(;-—-—‘];<kg
e e g st P - : ; :j:.~ g 0

) = () () =y (K)- 7 KC) =
[Nach 2.13, 3.1, 3.7].

und m beliebig, so st

Wir werden jetzt zeigen, daf die Forn Y ()& (K
o ] Z 4 10l: & (IC) & ()=
die in 3.8 nur fir I<s, au’fges;'ollf wurde, unteér vi 1 e
} fgestellt; e, unter viel allgemei
Voraussetzungen gilt (Satz 3.10). ’ ol allgemelneren

Satz 3.9. Ist I ein 'az_o’llstﬂc'm(lz'gm* Iorper, nu eine beliebige Kar-

dinqlzahl und -ist 'olvic Zahl 'E( lf‘)mf von einer Zahl w<<m aus schwach
{W@thtﬂ, s0 st jedes m-additive Primideal in K sugleich cin Haw t
ideal, und demnach @y (K)-&(I)=3(K). &(I). ‘ e
Beweis. Der Behauptung des y (
: g des Satzes entgegen nehmen wi
. e . . J e ) ‘ W
an, es gebe ein m-additives Primideal [/, das kein Hauptideal is;;r
W‘eg-en 2.13 mub also der' Korper K und die Zahl _\j( lx:) =¥ unendlich
;elzl, na,ch'l.19 ux}d I.Illt Riicksicht auf die Voraussetzungen des
9, ze:;ls) 'schémglen wir hieraus, daf auch 1 unendlich ist
ie Zahl n, die Menge N=) (K) und dag M ng
) : > (A a8 Mengensystom T
igsznl;gen f;lgenden Bedingungen: (1) die Michtigkeit der Menge N
o n N>R, aus sehx.meh ereichbar; (2) es gibt nicht zwei fremde
. 1§n§ef151 von N, die zu I gehoren (wegen 3.2 (ii)); (8) NCY(I)
e g?i k (ii)). Nach (1)—(3} sind die Voraussetzungen dos zwgiteﬁ
i (ic ungssgtzes aus meiner Arbeit Uberdcc'lcfcm&ssdtzo... S. 149
¢ 11;1__11 und S=1T) rerfullt; der Be]}_zfuptung dieses Satzos gen’léLB gibt
Ds a hi0 sm System XCI, fiir das X<<n wnd N=Y(IK)C Y(X) ist
. ] } ‘ ] N .
Da ;( ;}) Ein}( und }](')L)CZ’(I)_C}J’(K), s0 hat man ferner X<m
Nac]:z ; h— _;( ; ); im Einklang mit 2.11 erhiilt man hieraus (K JeI.
\ 6 ha diese Formel zur Folge, daB I'=I; laut 3 1‘-j £ .
lich I kein Primideal. . st dole
Dadurch ist unsere A i i
Tdeal Ted(I0).o0 Lot lrél;ah];;iinavzderlgﬁ‘b;m es gibt also kein
& 4). Hienach mit Riicksicht auf 2.12:
o (I6)- 0By 30 () Y1), 7 iicksicht auf 2.12:
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Sate 3.10. Unter den Voraussetzungen von 3.9 ist Qp( K)- & (K)=t.
[Nach 3.7, 3.9].
Hs entsteht das Problem, ob die Voraussetzung tiber die Er-
reichbarkeit der Zahl f in 3.9 und 3.10 wesentlich ist. Dieses Pro-
blem wurde bisher nur fir den einfachsten nicht-trivialen Fall:
>N, >m endgiiltig gelost (das ist iibrigens der einzige praktisch
wichtige Fall: man weill ja nicht, ob es iiberhaupt Zahlen gibt,
die nicht von 8, aus erreichbar sind!). In dem genannten Fall
ist das System Qp(K)- &(K) nach 2.12 mit &#(K) identisch, deckt
gich aber keineswegs mit o (K)-&(K) (Satz 3.15) und hat eine viel
groBere Miichtigkeit, nimlich 22t (Satz 3.19). |
TUm dieses Resultat zu gewinnen, miissen wir eine Reihe von

Vorbereitungen treffen.

Satz 3.11. Ist K ein beliebiger Korper, Ied(K) und I+K,
so gibt es ein Ideal Je&(K), fir das IDJ.

Dieser wichtige Satz wird als Fundamentalsatz der Theo-
rie der Ideale bezeichnet. Es sind mehrere Beweise dieses Satzes
bekannt?); am einfachsten kann der Beweis wohl auf Grund von 3.3
durchgefithrt werden.

Bemerkung 3.12. Man kann Satz 3.11 in folgender Weise
verschérfen:

In einem beliebigen Kérper K ist jedes Ideal T+=XK mit dem
Durchschnitt aller Primideale J DT identisch3).

Korollar 3.13. Ist XK ein vollstindiger Korper (oder, allge-
meiner, ein HKorper, der M(K) als Element enthdlt) und geniigt das
System SCI der Bedingung (ii) aus 3.3 (fir T=8), so gibt es ein
Ideal Je &(XK), fir das SCJ. [Nach 2.7, 3.11].

Satz 3.14. Ist K ¢in beliebiger Korper, Ted(K)—H(K) und
I==K, so gibt es ein Ldeal Je&(K)—I(K), far das TCJ (wenn dabei
M(K)eK oder inshesondere wenn K vollstindig ist, so ist die Voraus-
setzung: I==K dberflifig).

1) Vgl. hiezu z.B. A. Tarski, Fund. Math. 30 (1938), S.84.

2) Vgl. A. Tarski, Fund. Math. 15 (1930), S. 47, Lemma 4; J. von Neu-
mann und M. H. Stone, Fund. Math. 25 (1935), 3. 365 ff., Theorem 14.

3) Vgl. M. H. Stone, op. ¢it., 8. 105 1., Theorem 66; A. Tarski, Fund.
Math. 26 (1936), S.285, Satz 36 sowie Ann. Soc. Pol. Math. 15 (1937), S. 188.
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Beweis. Ist Y () non eI, so folgt aus 3.6, dall J(K). A )= 0,

und die Behauptung des Satzes ergibt sich unmittelbar aus 811
Ist aber Y (K)e K, so setzen wir:
v NY I 1
S:L]JC_/;I [XCY(I)—N(TY].

Man zeigt leicht, dafl & der Bedingung (il) aus 3.3 gentigt:
sonst wiirde es ndmlich ein endliches System .X;C I geben, fiir dag
(X7)=2(T), und demnach wiirde / mit Riicksicht auf 2.5 und 2.9
ein Hauptideal sein. Nach 3.13 gibt es also ein Primideal JHSHT,
Aus der Definition von S ersieht manferner, daf entweder Y'(J ynon e K
oder wegen 2.1 3(K)—3(J)e SCJ und folglich Y (K )= (J)=0;
nach 3.6 ist also J kein Hauptideal, und der Beweis ist beendet,

Satz 3.15. Riir jeden Korper K sind folgende Bedingungen
dquivalent: (1) F(IC) non CH(K); (i) HEK)non CH(K); (iii) K ig
unendlich. Anderseits sind folgende Bedingungen dquivalent: (iv) es
gibt ein Ideal Ted(K), fiir das ACIC)CI; (v) es gibt ein Ideal Is=K ,
fier das At(I)CI; (vi) es gibt ein unendliches System SCK von paar-
weise fremden Mengen und eine Menge Xe K, fir die N (S)CX. Wenn
S(K)eK oder insbesondere wenn K wollstindig ist, so sind alle Be-
dingungen (1)-(vi) dguivalent.

Beweis. (ii) folgt direkt aus (i) mit Riicksicht auf 3.1; (iii) er-
gibt sich aus (ii) auf Grund von 2.13. Gilt (iii), so gibt es bekanng-
lich ein wnendliches System SCJK von paarweise digjunkten Men-
gen'); man kann dabei offenbar annehmen, daff N( N) ==Y (L), Wir
bilden nun nach 2.7 das kleingte Ideal I'DS. Wie leicht orsichtlich,
ist Tnoned(K)und I4=K, da 3/(T)=3(S) none I und == (K) (vgl.2.9),
Nach 3.14 kann folglich I zu einem Ideal Je (K )=t ( K) erweitert
werden; dadurch ist (i) gewonnen. Die Bedingungen (i)~(iii) sind
also tatsichlich dquivalent.

Wir wollen jetzt (vi) aus (iv) ableiten. Bs sei [e(K) und
At(K)CT, Im Einklang mit 3.1 ist T = I, es gibt folglich eine Menge
XeK—1I. Wir betrachten das System S=At(K). [T CX). Aus 2.2
ersieht man gofort, daB zwei Atome entwoder i(qexltiselx oder dis-

%‘}mkt sind; ist also S unendlich, so ist (vi) erfillls. Tst aber S end-
ich, 5o kann nicht X=3(S) sein, da dann nach 2.5 X zu I gohoren

") Vgl A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), S. 941, (sin Resultat von Ku-
ratowski).
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miilte; die Menge X —3(S) ist also nicht-leer und umfalt keine
Atome. Da hiebei wegen 2.1 X —¥(S)eK ist, so kann man leicht
ein unendliches System 8,C K von paarweise fremden Mengen an-
geben, so daB Y(8)CX—N(S)CX (aus 2.2 ersieht man némlich,
daB sich X—23/(S) in zwei disjunkte Teilmengen X, X,cK zerlegen
148t, eine von diesen Mengen, sagen wir X,, kann wiederum in zwei
disjunkte Mengen X, X,,el zerlegt werden usw. usw.). Die Be-
dingung (vi) ist also wiederum erfiillt. — Nehmen wir nun an, dag
(vi) gilt; es sei SCI ein unendliches System von paarweise fremden
Mengenund Y (S)C Xe . Wirsetzen S,=8-4t(K) und konstruieren
gemiB 2.7 das kleinste Ideal ICS). Wie leicht zu zeigen, ist X non e
(sonst miiBte nimlich eine Summe unendlich vieler Mengen von
S in einer Summe endlich vieler Atome enthalten sein, was aber
mit Riicksicht auf 2.2 ausgeschlossen ist). Demnach ist 7<=, und
(v) ist erfiillt. Aus (v) ergibt sich schlieBlich (iv) auf Grund von 3.11.

Wenn Y (K)eX, so folgt aus 3.6, daB die Bedingungen (i) und (iv)
und folglich alle Bedingungen (i)-(vi) dquivalent sind.

Wir geben jetzt eine Verschirfung von 2.25:

Hilfssate 3.16. Unter den Vorausselzungen von 2.25 gibt es
ein System SCK mit der Michtigkeit 2f, das folgender Bedingung
gendige: . '

i) ist XCS, X<m, YCS, Y<m und X-¥=0, so ist
[1(X) non CY(Y).

Beweis. s gei 8’ ein System, das der Behauptung von 2.25

(fir §=8") geniigt. Wir bilden das System 7= E [XeS]. Wie
S —X
leicht ersichtlich, erfiullt 7' folgende Bedingungen:
(1) TCIK und T=2%
(2) ist XCT, X<m, YeT und ¥ non e X, so ist [[(X)non CY.
Tm weiteren wiederholt man fast wortlich den Beweis von 2.25:
man nimmt dieses System 7' als Ausgangspunkt, wendet auf >/(K)
und 7' die Operationen X™ und ¥* an und gelangt auf diesem Wege
zu einem System S, das alle behaupteten Eigenschaften aufweist 1).
L Hilfssxit?ﬁ.l(i fitr me=N, wurde von ¥. Hausdorff in Stud. Math. 6 (l!{36),
§. 181. aufgestellt; awei seiner Spezialfiille (E=), und f=c¢) wurden noch friher
von & Fichtenholz und L. Kantoroviteh in Stud. Math. § (1934), S. 80 ff.
bewiesen. Der oben skizziorte Beweis von 2.25 und 3.16 ist dem Hausdorffschen

Beweis nahe verwandt (wio 8. 53 crwihnt wurde, hat sich der Verf:_zsser bfareita
in Olasses closes... (1930), 8. 269 f., der hier verwendeten SchluBweise bedient).
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Bemerkung 3.17. Ein System S, das der Bedingung (i) aug

2.25, bzw. 3.16 geniigt, kann als m-unabhingiges Mengensystem

im weiteren, bzw. im engeren Sinne bezeichnet werden.
Die Bemerkung 2.27 148t sich auf 3.16 anwenden.

Hilfssatz 3.18. Ist K ein wollstindiger Korper (oder, allge-
meiner, ein Korper, fir den 3 (I)e K ) und gibt es ein System SCK
mit einer Michtigheit >n, das der Bedingung (i) aus 3.16 fir m=x,

geniigt, so st &(K)>=2"

Beweis. Wie leicht zu zeigen, impliziert die Bedingung (i)
aus 3.16 folgende Eigenschaften des Systems S:
(1) es gibt keine endlichen disjunkten Teilsysteme XC8 und

YCS, so dap (X 2 —2)=3(K);
ZeY
(2) ist XeS, so ist 3 (IK)—X non ¢ 8.
Bezeichnen wir mit § das System aller Mengensysteme von
der Form F(Z)mZ-Q—E[Ue S—Z], wo ZCS. Aug (2) erhellt, das
J(K)—T

die Funktion F(Z) das System /j[ZC 8] auf das System § ein-
Z
eindeutig abbildet; wegen S>n folgt hieraus:

(3) §=2m

Mit Hilfe von (1) zeigt man ferner miihelos, daB § folgende
Bedingungen erfiillt:

(4) ist Ze§, so ist ZCK wund es gibt kein endliches System XCZ,
far das 3(X)=3 (K);

(B) st Zyy ZyeS und Z,==Zy, so gibt es eine Menge UelK, derart
daf UeZ, und 3 (K)—UeZ,
) Auf Grund von 3.13 und mit Riicksicht auf (4) kann man
]edelnfl System Z ein Primideal P(Z)DZ eindeutig zuordnen; ist
dabei Z,, ZZ“S, und Z;=Z,, 50 ersieht man aus (5) und 3.2 (iv), dab
a}l_ch P.(Z1)=4=P(Zz) ist. Die Funktion P(2Z) bildet demnach in ein-
eindeutiger Weise das System & auf ein Teilsystem von &(K) ab;
wegen (3) ist also &(K)>2", w.z. b. w.

Satz 3.19. Ist K ein vollstindiger Korper und \’(l\)«f>ﬂo,
213
s0 ist §(K)=2 [Nach 1.10, 3.16, 3.18; 2.10, 3.1]
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Bemerkung 3.20. Wir wollen nun die in 2.20, 2.21, 2.23, 2.28,
2.29, 3.7, 3.8, 3.10 und 3.19 erzielten Ergebnisse zusammenfassen,
die die Anzahl der Ideale betreffen:

Es sei K ein vollstéindiger Mengenkdrper,
beliebige Kardinalzahl.

1. i<8,. (i) Das System J(I )= (K)=@,,(K) hat die Michtigkeit 2F.
(ii) Das System &(K)=3(K) H(K)=a,(K)-#(K) hat die
Michtigkeit f.
II. £28,. (i) Das System J(K)=
keit 22", .
(i) Das System @, (K) fir T=% hat die Michtigkeit 22",
(iii) Das System &(K)=,(K)-#(K) fir m<y, hat die
Miichtighkeit 22",
(iv) Das System H(K)= m(K) fir m>f hat die Mich-
tigkeit of,
(v) Das System @ (K) fir F%>F=21 hat die Michtigkeit ot
(vi) Das System % (K)-&#(K) hat die Michtigkeit f und
ist unter der Voraussetzung, da ¥ von einer Zahl n<m
schwach erreichbar ist, mit @, (K) -&(K) identisch.

S(K):f'und m eine

@ (K) fiir m<8, hat die Méchtig-

Um den betrachteten Problemkreis zu erschopfen, blelbt €8
noch fibrig, 1. sich im Fall II (v) von der Bedingung f= 2 zu be-
freien und 2. die Méchtigkeit von @, (K)-&(K) in dem Fall zu unter-
suchen, wo m>>%, und I von keiner Za.hl ni<m schwach erreichbar ist.

Beide Probleme diirften schwierig sein (vgl. 2.24).
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