32 [I. Blumberg.
B’s have coordinates satysfying the inequalities u; <u <<#g, ;<0 <<v,.
To the set Sy ugv,un, We may apply the theorems on general sets
which we have proved, and may thus conclude that, except for
the points of a certain, say v-exceptional set Eu,u;v,n, the set
Sy, u;m, 0 18 In & certain specific sense ‘‘regular”, say, at every poing
of Sy ugo,v. Letting u,u,,v,v, vary independently over the set
of rational numbers, we obtain 8, sets FHu, u;v,,, Whose sum E
is again r-exceptional. The points A of the xy-plane not belonging
to E will be such that every Sy, u;v,., containing 4, with wuy, w,,vy,v,
all rational, will show a certain regular character at 4; and on account
of the nature of the exceptional sets employed, this property will
remain valid when the condition that wug,u,,v,,v, be rational ig
dropped. A will thus be a point of a certain specific regularity with
reference to the point transformation B=f(4). An example of
a theorem obtainable by means of the indicated line of reasoning
is the following: If B=f(4), where A= (z,y) and B==(u,v), i8 a point
transformation subject only to the condition that to every 4 there
corresponds one and only one B, every point 4 of the ay-plane,
with the exception of a sparse set, is such that either (a) every
straight line through A contains a sequence of points A, having 4
as limit such that limf(4,)=B; or (b) there exists a positive
constant k£ such that every straight line through A contains a se-
quence of points A4, having A as limit and the property that the
distance between f(4,) and B is more than k for every .

An analogous result can be proved for point transformations
from m-space to n-space. It may be shown, too, that the condition
that f(4) be unique is not essential in the argument.
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Uber projektive Funktionen?).
Von
Hans Fried (Wien).

1. Mit P, und O, werden die Borelschen Mengen, mit P, (wo
n immer eine natiirliche Zahl bedeutet) die stetigen Bilder der Men-
gen (,—yund mit ¢, die Komplemente der Mengen P, bezeichnet.
Mit B, werden die Mengen bezeichnet, die sowohl Mengen P, als
auch Mengen (, sind.

Es werden reelle Funktionen betrachtet, die in dem Baire-
schen Nullraum definiert sind und auch die Werte + oo und —oo
annehmen kénnen.

Eine Funktion F(x) wird als eine Funktion P, (bzw. C,, bzw. B,,)
bezeichnet, wenn die Menge E[F(s)>¢] fir jedes ¢ eine Menge P,
(bzw. Cn, bzw. B,) ist. *

Eine Funktion F(x), fiir die es eine Darstellung

(1) P(o)=Yup ple— (@)

gibt, bei der r=g(?) eine stetige Abbildung des Baireschen Null-
ravmes auf sich und y(f) eine Bairesche Funktion ist, wird als Funk-
tion g* bezeichnet; eine Funktion F(z), tiir die es eine Darstellung

(2) F(z)=inf{yp[¢~"(x)]}

gibt, bei der w=g(t) eine stetige Abbildung des Baireschen Null-
raumes auf sich und y(#) eine Bairesche Funktion ist, wird als
Funktion ¢, bezeichnet. Die Funktionen y" und g, werden durch
vollstindige Induktion definiert. Mit g7 wird eine Funktion F(z)
bezeichnet, fiir die es eine Darstellung (1) gibt, bei der z= (i)
eine stetige Abbhildung des Baireschen Nullraumes auf sich und

1) Die Ergebnisse dieser Arbeit habe ich auf dem III. Polnischen Mathe-
matischen Kongress in Warschau 1937 (vgl. Annales Soc. Polon. Ma.th 16,
1938, 8. 191) mitgeteilt.
Fundamenta Mathematicae, T. XXXIIL. 3
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y(t) eine Funktion g, , ist; mit ¢, wird eine Funktion F(x) bezeich-
net, fiir die es eine Darstellung (2) gibt, bei der #=g(¢) eine stetige
Abbildung des Baireschen Nullraumes auf sich und () eine Funk-

tion ¢n! ist. ‘
Als Funktion ¢" wird eine Funktion bezeichnet, die sowohl

Funktion g» als auch Funktion g, ist.

9. Tn diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Funktionen g"
(bzw. g,, bzw. g") mit den Funktionen P, (bzw. O, bzw. B,) iden-
tisch sind.

Hilfssate I. Ist F(x) eine Funktion, fiir dic es eine Darstel-
lung (1) gibt, bei der x=q(t) eine Abbildung des Baireschen Nullraumes
auf sich und y(t) eine reelle Punktion ist, so st

3) B[P (a)>c]=p{Blp(t)>c]).

Beweis: Sei #, ein Punkt, der in der links stehenden Menge
enthalten ist. Ich will zeigen, dass er auch der rechts stehenden
Menge angehért. Da w, in der links stehenden Menge enthalten
ist, muss es wegen (1) ein ¢, geben, so dass sowohl

(4) toep ()
als auch
(5) P(to) >o-

(5) ist gleichbedeutend mit # e B{y(t)>¢] und daraus folgt in
3
Verbindung mit (4), dass @,=o(t,)ep{E[p(t)>c]}. Dies bedeutet,

dass #, in der rechts stehenden Menge enthalten ist.

Nun sei z, ein Punkt, der in der rechts stehenden Menge ent-
halten ist. Ich will zeigen, dass er auch der links stehenden Menge
angehort. Es gilt moe¢{ﬁt1[t/}(t)>c]}, somit - igst der Durchschnitt

qu(mo)'? [9(t)>c] nicht leer. Fiir einen Punkt ¢, dieses Durch-
sehnittes ist toep(x,) und y(fy)>¢, somit wegen (1) woe B[ F{x)>c].
Dies bedeutet, dass 7, in der links stehenden Menge engha,lten ist.

Hilfssatz I1. Ist F(x) eine Funktion g" (bzw. g,), so ist —F(w)
eine Funktion g (bzw. gv).

Der Beweis fiir n=1 folgt daraus, dass F(z)=sup e ()]}
gleichbedeutend ist mit —F(z)=int{—yp[p~(x)]}. Fir n>1 wird
der Beweis mit Hilfe vollstindiger Induktion gefiihrt.
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Satz 1. Jede Funktion g (bzw. g,) ist eine Funktion Py (bzw. Cn).

Beweis. Sei n=1. F(x) sei eine Funktion g'. Nach Definition
gibt es eine Darstellung (1), bei der z=¢(t) eine stetige Abbildung
des Baireschen Nullraumes auf sich und y(f) eine Bairesche Funk-
tion ist. E[p(f)>c] ist eine Borelsche Menge, ¢@{E[y(t)>c]} eine

t t
Menge P, und nach Hilfssatz 1 E[F(x)>c] eine Menge P,, womit
bewiesen ist, dass F(x) eine Funktion P, ist.

Wenn F(z) eine Funktion g, ist, ist nach Hilfssatz II
—PF(z) eine Funktion ¢' und somit eine Funktion P,. Daher ist
E[—F (x)y>—cl= E[F(m)<c] fiir jedes ¢ eine Menge Pl, E’[F(m)>a]
eme Menge € und aus der Formel E’[F( )>cl= Z[F w)>(=+1/v]
ist ersichtlich 2), dass E[F(w)>0] eme Menge C,, somlt F(z) eine
Funktion ¢, ist.

Angenommen, der Satz sel fiir » richtig; ich will zeigen, dass
er auch fiir n--1 richtig ist. Es sei F(«) eine Funktion g"*tt. Nach
Definition gibt es eine Darstellung (1), bei der x=g(t) eine stetige
Abbildung des Baireschen Nullraumes auf sich, y(?) eine Funktion
g, und nach Annahme eine Funktion C, ist. Es ist somit E[y(t)>c]

f
eine Menge C., @{E[y(t)>c]} eine Menge Pny1 und daher nach
t
Hilfssatz I E[F(x)>c¢] eine Menge P,.i, womit bewiesen ist, dass
F(z) eine Funktion P4y ist.

Wenn F(z) eine Funktion g,_, ist, wird der Beweis in analoger

Weise wie fiir den Fall, dass F(x) eine Funktion g, ist, gefiihrt.

Zam Beweise der Umkehrung des Satzes 1 bedarf es einiger
Hilfssatze.

Hilfssatz TII. Sei (yp, (i)} eine monoton wachsende Folge voN
Funktionen, —1<yp, ()<< fir alle n, w(t)—llmwn( ), x=g(t) eine

Abbildung des Baireschen Nullraumes auf szch schhesslwh

(6) F (2)=supiy,lo ()]},  Plz)=sup{yle~(=)]-
Dann gilt

(7N 1111512 Fro(z)=F(x).

%) Vgl. z.B. C. Kuratowski, Topologie I, Monogr. Matem. 3, War-

szawa -Lwéw 1933, S. 236, I1II, 3.
. -
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Beweis. Die Folge {Fu(x)} ist monoton wachsend und es gilt
—1<Fa(w)<1 fiir alle n. Bs existiert somib

(8) Lim F,(x) =F ().
Es ist zu zeigen, dass
(9) o F(@)=F(2).

Aus p_(t)<y(?) folgt wegen (6) und (7) Fu(x)<F(w) fir alle n
und somit wegen (8)
(10) ()< F(w). .
Ist @, ein beliebiger Punkt, so ist wegen (8), da die Folge
! Fn(2)} monoton wichst, Fn(x,)<F (x,) fiir alle n. Daher ist nach (6)
(KT (20)<F'(1,) fiir jedes tep~(z,). Somit ist

limy, (1) =2(t) <EF" (%)
fiir jedes teq:““(mo), woraus nach (6)
(11) F(g) < F' ()
folgt. Aus (10) und (11) folgt (9).

Hilfssatz IV. Ist F(x) eine Funktion P, dic nur die endlich
vielen Werte a1<<ao<<...<<a; annimmi, so- gibt es eine Darstellung (1),
bei der x=g(t) eine stetige Abbildunyg des Baireschen Nullraumes ouf
sich und y(t) eine Funltion Cnp—y ist, fir die a1<yp(t)<<a; gill.

Die Funktion ¢(t) kann hiebei, unabhingig von F(x), fir alles
Folgende ein fir allemal festgesetzt werden.

Beweis. Die Mengen 4,=FB[F(z)>a,] (v=1,2,...,,1) sind Men-
gen P, und es gilt N
(12) - 410453..04,
Bs gibt eine stetige Abbildung #=g(t) des Baireschen Null-
raumes  auf sich, welche das System aller .Mengen U,—; auf das
System aller Mengen P, iiberfithrt (fiir alle »)3).

Seien nun By, By,..., By, solche Mengen (-, fiir die gilt:

(13) (])(-Bll)=f11! (V:l,z,...,l).
Es sei: B
i) Bu=By-s(Bupi oA B)  (r=1,2,..,1—1),

EIZBI.

%) N. Lusin. Legons sur les ensembles aﬁa 17 uizsi et vl : ieati
) euwrs appl 2
‘Paris 1930, 8. 275. b apphontions
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Es ist wegen (13):
(P(Bv) DAI'_AI’+1

(v=1,2,...,1-1),

15 -
(18) p(B1) =4
Die Funktion wp(f) wird folgendermassen definiert: '
a, fir teB. ‘
(16) zp(t):l (»=12,...,0).

ay fiir alle iibrigen ¢

Es gilt a:<<yp(t)<<a . Zu einem bé,liebig vorgegebenen ¢ gibt es
ein a,, so dass

Bly(t)>cl=E[p®)>al=Bra+ ...+ Bi=Bra+ ..+ B fir r<i,
t t

und
Biy(t)>e]=0 fir r=L
t

Die Menge Brii+ ...+ B ist eine Menge Cn, somit p(t) eine
Funktion Cp—.

Es ist F(z)=sup{p[¢ z)]}. Denn ist z, ein beliebiger Punkt
und F(x,)=ar, s0 ist :
(17)
(A141=0). Bs gibt wegen (15) und (16) ein toe B, s0 dass @(ty)=a,
und y(fo)=ar. Daher ist

(18)

&y eAr— Arp

sup {p[e~" (o)l =0
Anderseits ist wegen (16), (14) und (12)
Pl By(t)>al=@(Brys+ ...+ B)=@(Bri1+ ... +-Bi)= Ars1
t

und da nach (17) menoned i1, ist p(t)<a, fiir alle tep™(w,), woraus

(19) _sup wle ™ (@o)lr<sar

folgt. Aus (18) und (19) folgt sup {w[e—(z0)]}= ar=F ().
Hilfssatz V. Ist F(z) eine Funktion Pn, fir die —1<F(#)<1

gilt, so gibt es eine Darstellung (1), bei der w=gq(t) eine stetige Ab-

bildung des Baireschen Nullrawmes auf sich und p(t) eine Funlktion

Cu-y ist, fitr die —1<yp(t)<<1 gili.
Beweis. Es sel

A =E[F(z)j=r2"] (m=1,2,...; r=0,41,42,...,42").
x -
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Die Mengen A, . sind, wie aus der Formel

f’[F(W)>7‘/2"']=HE[I"’(w)>("‘/2"') —(1/)]

=1 x
ersichtlich 2), Mengen P,. Die Folge {Fu(®)} wird folgendermassen
definiert:
Fo(z)==r/2"  fiir
Aus xE [Fulz)=r/2™|=E[ F(z)>r/2"] ist ersichtlich, dass die
Funktionen F.(x) Funktionen P, sind. Aus der Definition von
Frn(z) folgt, dass die Folge {Fn(x)} monoton wachsend ist und dass
(20) Flx)=lm F,(z).

Nach Hilfssatz IV gibt es zo jeder Funktion #,(x)
Darstellung

(21) | F(a)=supy,,[p~"(z)],
bei der x=g(t) die schon betrachtete stetige Abbildung des Baire-

schen Nullraumes auf sich und y_(#) eine Funktion ,— ist, fiir die
— 1<y, (1)1 gilt. Es sei

1_/’_1(”"“""1/)1(t):t @(t):max[%(t), 1/’1(7:)]’ . . .y
Bty =max [y, (8), 7, ()], |
Augs der Formel
BI,,(t)>6)=Bly, (1) >+ B[p,,_(1)>0]

@& G-A-Hl, I"“Am, -1 (A-m,‘z’”—|-1=0).

eine

(22)

it farsichtlieh, dass die Funktionen ¢, (#) Fanktionen ¢, i sind
gs 1st. —1<y,(t)<1 und die Folge {y, ()} monoton wachsend.
2 (h‘e) Folge {Fm(m)}_ monoton wachsend ist, gilt wegen (21)
und (22) Fu(z)=sup{p,lp(@)]}. Bs sei w()=limyp, (). Bs gilt
—1<yp(t)<<1. Nach Hilfssatz III ist limli’m(w")]:osup~{y;[¢-1(a;)]}
—c0 ?

somit wegen (20) F(z)=sup{yp[o~(x)]. ,:f.llus der Formel
u{][w(t)>c]::_- 2 By, (t)>c]

. s m==1 ¢t .

ist ersichtlich, dass (i) eine Funktion (,.; ist.

; lf[@lfssatz VL. Ist F(w) eine Funktion P, (bzw. Oy, so gibt e

delr:e : ;:iteliung J(VI)u(bzw. (2)), bei der w=(t) eine stetige Abbildung
schen Nullraumes auf si : e Hunlkti j

o B 1 sich und w(t) eine Funkiion (.

T
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Beweis. Mit S(a) werde die Schrinkungstransformation be-
zeichnet. Es sei also:

fir —oo<a<oo, S(oo)=l, S(—oo)=—1.

/7
SO=131q

F(x) sei eine Funktion Pn. Aus der Formel

E[F(z)>c]=E[S[F(z)]>8(c)]

ist ersichtlich, dass auch S[F(#)] eine Funktion P, ist. Es gilt

—1<8(F(x))<1. Fir die Funktion S[#(x)] gibt es nach Hilfssatz V

eine Darstellung

(23) S[F(z)]=sup {ply )]

bei der z=g(t) eine stetige Abbildung des Baireschen Nullraumes

auf sich und (i) eine Funktion Cr— ist, fir die —1<pB)<<1 gilt.
Fird w(t)::S_l[@(t)] gesetzt, so ist auneh y(¢) eine Funktion Cp

und (23) liefert die Darstellung (1). '

Ist F(») eine Funktion Cy, so ist B[ F(z)<—c] eine Menge P
und aus der Formel *

E[F(z)<—c]=E[—F(z)>c]

ist ersichtlich, dass —F(») eine Funktion P. ist. Nach dem eben
Bewiesenen gibt es eine Darstellung

(24) — F(x)=supple~" ()

bei der x=g(t) eine stetige Abbildung des Baireschen Nullraumes
auf sich und %(f) eine Funktion Cn—1 ist. Wird y(t)=—1p(t) gesetzt,
so ist y(t) eine Funktion Pn-1 und die Darstellung (2) entsteht.

Satz IL. Jede Funktion P, (bzw. Cn) ist eine Funktion g¢*
(bzw. g,)-

Beweis. Fir n=1 ist der Satz richtig, wie aus dem Hilfs-
satz VI fiir n=1 und aus der Definjtion der Fonktionen ¢t und g,
ersichtlich ist. Angenommen,’ der Satz ist fiir n—1 (n>>2) richtig.
F(x) sei eine Funktion P (bzw. Cn). Nach Hilfssatz VI gibt es eine
Darstellung (1) (bzw. (2)), bei der z=q(t) eine stetige Abbildung
des Baireschen Nullraumes auf sich und () eine Fuanktion Cn—
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(bzw. Pn—1) ist. Da nach Annahme Satz LT fir #-—1 richtig ist, ist

p(t) eine Funktion g, , (bzw. ¢"?) und somit X(z) eine Funktion

g (bzw. g,). Satz II ist daher auch fiir » richtig.

‘Aus Satz I und 1T folgt

Satz IT1. Die Funktionen By sind mil den Funktionen g
identisch.

Fir n=1 folgt

Satz IV. Die Baireschen Funktionen sind mit den Funktionen gt
identisch. ' :

3. In diesem Abschnitt wird eine Anwendung der, Theoreme
von N. Lusgin4) und P. Novikoff?) gegeben.

- Hilfssatz VII. Ist f(z) eine Funktion Oy (baw. Py,), g(z) eine
PFunktion P, (bzw. C,), ist. ferner
(25) f(@)=g(w)
und nimmt sowohl f(z) als auch g(x) nur endlich viele Werte am, so
gibt es eine Bairesche Funktion (bzw. Funktion B,) h(w), so dass
(26) Hx) = @) =y ().

Beweis. Simtliche We.rte, die von f(z) oder g(x) angenommen

werden, seien

(27) > ae> .. >y,
Die Mengen:

Blgw)>a),  Blf(o)<ar] (r=1,2,...,1)

sind Mengen P; (bzw. C,) und wegen (25) ist
Elg(w)=0]-Ef(2)<ay]=0.

Es lassen sich nach dem Theorem von Lusin 4 (bzw. Novi-
koff®)) 1 Mengen A, (r==1,2,...,1), die Borelsche (hzw. B,) Méngen
sind, finden, so dass: :

(28)

4.0 —f’[g(m)_> ], A, E[f(m) <a)=0.

4, ist also, nach (27), der Bairesche Nullraum.

4 Vgl. C. Kuratowski, 1. cit., S.249.
) P. Novikoff, Pund. Math. 25 (1935), 8.464, Th.T,
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Es sei:
(29) Ai=dy, Ar=A;—(dit Aot dry) (r=2,3,..,0).
Die Mengen 4, (r=1,2,...,1) sind Borelsche (bzw. B,-) Mengen
und nach (29) ist
A1+A2+--‘+E1=A1.

Die Funktion h(xz) werde wie folgt definiert
(30) wed,

Mo)=a, far (r=1,2,..,0).

h(z) ist eine Bairesche Funktion (bzw. Funktion B,). Es ist
noch zu zeigen, dass (26) gilt. Sei , ein beliebiger Punkt und

(31) W) =ar (r=1,2,...,1).
Aus (30) und (29) folgt myed, und wegen (28) ist
Tonone B[ f(x)<ar;
X

somit ist f(zg)=>ar und wegen (31)

(32) F(29) 2 h{,).
Wenn h{wy)==u,, ist wegen (27) die Beziehung
(33) {0) Zg ()

evident. Wenn h(wg)=a, (r=2,3,..,1), ist zoed, wegen (29)
zmonone A,y und wegen (28) z,noneB[g(x)>ar]; somit ist
X
wegen (27) woraus (33) folgt. Aus (32) und (33)
folgt (26).
Hilfssatz VIIL. Ist f(z) eine Funktion O; (bzw. P,), g(x) eine
Funktion Py (bzw. Cp), ist ferner —1<f(2)<1, —1<g(z) <1 und

9(x) < atry

(34) f(@) >g(2),
so gibt es eine Bairesche Funktion (bzw. Funktion B,) h(x), so dass
f@) Zh(@) =g(x).

Beweis. Es sei n eine natiirliche Zahl und:

Ar=B[rn>(@)>(r—1)/n]

(7"= 07 +1, wyk (n+1));
By =B[r/n>g(x)>(r—1)]n]

f.@)y=r/n fir wzedr, g, (x)=(r—1)n fir zeB;.
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Es gilt:
0<f, () —f(@)<1/m,
1,(z) ist eine Funktion Oy (bzw. Py), ¢,(w) eine Funktion P,
(bzw. 02) Tis ist wegen (34) und (35) f,(#)2g, (%), wobei f () und

¢,(%) annehmen nur endlich viele verschledenc ‘Werte.
Nach Hilfssatz VII gibt es zu jedem n eine Bairesche Funktion

(bzw. Funktion B,) hn(x), so dass
(36) fo(@)=h, () >9,(®)
Bs sei h(z)=lim h(z). Diese Funktion erfiillt die geforderten

(35) 0L glm)—yg, (@)<1/n.

Bedingungen. Sie 1s?w1e leicht ersichtlich, eine Bairesche Funktion
(bzw. Funktion B,). Wegen (36) ist 11m f )>11mh, (m)>11mg,( )

und somit wegen (35) f(x)>=h(z)=g(@ )

Satz V. Ist f(x) eine Funkiion Oy (bzw. P,), g(x) eine Funk-
tion Py (bzw. Cy), und ist f(@)=g(z), so gibt es eine Bairesche Funltion
(bzw. Funktion B,) h(x), so dass f(z)=h{z)=g(a).

Beweis. Die Funktionen S[f(z)] und Slg(x)] geniigen den
Voraussetzungen des Hilfssatzes VITI. Es gibt somit eine Bairesche
Funktion (bzw. Funktion B,) k'(z), so dass S[f(z)]=h(»)= S[g(»)].
Die Funktion h(z)=8""[I'(x)] ist die gewiinschte Funktion.

4. In diesem Abschnitt wird die Wertmenge ¢) einer projek-
tiven Funktion untersucht.

Satz VI. Die Wertmenge einer endlichen Funltion P, (hzw.
ist eine Menge Ppiq.

Cn)

Beweis. Mit R, werde der Bairesche Nullraum, mit R, der
Raum der reellen Zahlen bezeichnet. Sei f(x) eine Funktion Pj
(bzw. Cy). Ich betrachte zunichst die Menge E[f (v)=1y], die in

Ryx R, enthalten ist. Wenn \rn, eine Folge a,ller 1aﬂr10na]en Zahlen
bedeutet, so gilt

Ry xR, —
(37) I~ i
221 {E[ra<f(x)] xiﬂ [y <ra]}+ Z; (B> f(2) ] %< B [y > 10]}
=l x n=1 x v

®) Unter der Wertmenge einer Funktion | wird die Menge aller Zahlen
f(x) verstanden. :
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Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Menge ist
die Summe einer Menge P, und einer Menge ('; daher ist ihr Kom-
plement. — die Menge E[f #)=y] — der Durchschnitt einer Menge

P, und einer Menge Gn, somit eine Menge P,,+1 Die Wertmenge
der Funktion f(x) ist die Projektion von E[f =y] auf die y-Achsge,
somit eine Menge P,..

Satz VIL, Jede nicht leere Menge B des Ry, die eine Menge
Pni1 sty ist die Wertmenge einer Funktion P, (bzw. C).

Beweis. Ich fithre den Beweis zuniichst fiir den Fall, dass

die Menge B nach oben beschrinkt ist und b=supB det Meilge B

angehért. Es gibt eine Menge A des R,, die eine Menge (, ist,

und eine auf A definierte stetige Funktion A(z), so dass B=h(4).

Nun wird die Funktion f(z), die das Erforderliche leistet, wie folgt
definiert:

| h{z) fir zed

:l b fiir alle ibrigen .

Die Wertmenge von f(x) ist B. Es ist noch zu zeigen, dass
f(z) eine Funktion P, ist. Wenn ¢<b, ist E[f(z)<c]=F[h(z)<ec].
X X

Die rechts stehende Menge ist abgeschlossen in 4, daher eine
Menge C,; somit ist E[f(x)>c] fir ¢<b eine Menge P Fiir e>b
ist Ef[(w)>c]—-0 *

Nun sei die Menge B nach oben nicht beschrinkt oder sie
enthalte ihre obere Schranke nicht. Es gibt in B eine wachsende
Folge von Zahlen {b.}), so dass, wenn B, die Menge aller yeB

mit y<b. bedeutet, B=) B, gilt; es ist b,=supB, und b.eB..
p=]

Bezeichnet man mit Ry (v=I1,2,...) die Punkte des Raumes R,
die durch mit » beginnende Folgen natiirlicher Zahlen dargestellt

werden, so ist Ro=2 R, und es ist R mit R, homdomorph.
v==1

Wie eben gezeigt, gibt es eine in R, definierte Funktion, die eine
Funktion P, und deren Wertmenge B, ist. Da Ry mit E,
homoomorph ist, gibt es auch eine Funktion f (x), die in Ry
definiert, eine Funktion P, und deren Wertmenge B, ist. Die
Funktion f(z)=f, () fiir weR() leistet, wie leicht ersichtlich, das
Gewiingchte.
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Um nun zu zeigen, dass die Punktmenge B auech die Wert-
menge einer Funktion €, ist, werde die Punktmenge B, die man
erhalt, wenn man B am Nullpunkt spiegelt, betrachtet. B’ ist eine
Punktmenge P,4i1. Nach dem eben Bewiesenen gibt ey eine Funk-
tion (), die eine Funktion P, und deren Wertmenge B ist. Setzt
man f(z)=—f (), so ist f(x) eine Funktion ¢, deren Wertmenge
B ist.

Satz VILI. Die Wertmenge einer endlichen Funktion B, ist eine
Menge P.

Beweis. Sei f(zv) eine Funktion B,. Die auf der rechten Seite
der Formel (37) stehende Menge ist eine Menge B, daher ist ihr
Komplement — die Menge F[f(z)=y] — ebenfalls ¢ine Monge B,

xy
Die Wertmenge der Funktion f(z) ist als Projektion einer Menge B,
eine Menge P,. ‘

Satz IX. Jede nicht leere Menge B des Ry, die eine Menge P,
ist, ist die Wertmenge einer Funktion B,.

Beweis. Nach Satz VIIT gibt es eine Funktion, die eine Funk-

tion P, und deren Wertmenge B ist. Da jede Funktion P,—; eine
Funktion B, ist, ist Satz IX bewiesen.

icm

Ideale in vollstindigen Mengenkérpern. I.

Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Bin additives und subtraktives (d.h. in Bezug auf die Ad-
dition. und Subtraktion abgeschlossenes) Mengensystem heiBt be-
kanntlich Mengenkorper oder einfach Kdrper; ein Korper, der aus
allen Teilmengen einer gegebenen Menge besteht, wird hier voll-
stindig genannt. Als Ideal in einem gegebenen Korper bezeichnen
wir jedes nicht-leere, erbliche und additive Teilsystem dieses Korpers.

Auf wichtige Beispiele von Idealen sto8t man sowohl in der
allgemeinen Mengenlehre selbst als auch in verschiedenen ihrer
Anwendungen, insbesondere in der Theorie des Mafles und in der
Topologie. So z. B. kann in jedem Korper das Ideal aller endlichen
bzw. hochstens abzidhlbaren Mengen dieses Korpers ausgezeichnet
werden; die Mengen vom (Peano-Jordanschen oder Lebesgue-
schen) Mafle 0 bilden ein Ideal in dem Korper der melbaren Men-
gen; die nirgendsdichten Mengen bzw. die Mengen erster Kategorie
eines topologischen Raumes bilden ein Ideal im vellstindigen Kor-
per, der aus allen Mengen dieses Raumes besteht.

Auch unabhingig von den Anwendungen dringt sich der Be-
griff des Ideals in den Vordergrund, wenn man die Theorie der
Mengenkirper als eine Realisierung der formalen Booleschen Al-
gebra betrachtet und diese letztere als einen Teil der allgemeinen
abstrakten Algebra auffaft?); die hervorragende Rolle des Begriffs
des Ideals in den modernen algebraischen Untersuchungen ist ja
eine wohl bekannte Tatsache.

1) Vgl. M. H. Stone, Trans. Am. Math. Soc. 40 (1936), 3. 37 f. (wo auch
weitere Litteratur angegeben wird); A. Tarski, Ann. Soc. Pol. Math. 15 (1937),
8. 186 ff.
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