264 C. Kuratowski et E. Otto.

La formule (i) établie, on en déduit, en remplagant A par a et ¢
par C+a, Pexistence d'un beB tel que deqp(C+a)<desy(C+a+b),
d’ott la conclusion demandée.

De 14 résulte que

4. Pour tout espace compact, la connexité n-dimensionnelle entre
deuxr ensembles fermés A et B entraine la connexité n-dimensionnelle
entre un couple de points aeA et beB.

En désignant par dim,& la dimension de & au point a, on
a 1’équivalence évidente:

5. Pour que dim,¥E<n, il faut et il suffit que chaque ensemble
fermé B tel que aeX—B satisfasse & la condition de, s E<n.

Rapproché de 3, cet énoncé entfraine que

6. C dtant un sous-ensemble d'un espace compact, & chaque aeC

correspond un point b==a tlel que
deqs(C4-b)=dim,C, dim,C < oo 1),

Car, d'une part, linégalité de.s(C+0b)<dim,C est valable
toujours pour a==b et, d’autre part, en substituant dans 3 &4 B un
ensemble fermé dans C tel que aeC—B et que dim,C<deqz C, on
en déduit lexistence dun b==a pour lequel decgsC<deq.s(C+Db).
Dol PPégalité demandée.

POUTVU qUE

1) Pour un cas particulier, voir K. Menger, 1. ¢. p. 207,
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Lokale Eigenschaften der zu Variationsproblemen
gehorigen metrischen Riaume.

Von

Herbert Busemann (Princeton, U.S.A)).

1. Einem positiv definiten, quasireguliren Variationsproblem
mit hinreichend glattem Integranden kann in bekannter Weise
ein Finslerscher Raum zugeordnet werden. Wenn der Integrand
F(P,p) nicht geniigend regulir ist, sondern etwa wie bei den Men-
gerschen 1) 2) Untersuchungen nur stetig von Punkt und Richtung
abhingt, so gelangt man, wenn man den Wert des Integrals iiber
F(P,p) lings einer gerichteten Minimanten von 4 nach B als Abstand
von A und B einfithrt (die Existenz solcher Minimanten ist durch
die erwihnten Mengerschen Resultate gesichert) zu einem nicht
notwendig symmetrischen metrischen Raum R. F(P,¢) definiert
an jeder Stelle die Indikatrix des Variationsproblems, und Quasi-
regularitéit ist als (schwache) Konvexitit der Indikatrix erklért.
Goltab3) hat kiirzlich unter den Mengerschen Differenzierbarkeits-
annahmen gezeigt, dass die Konvexitit der Indikatrix notwendig
ist, damit der Raum R metrisch (bezw. fastmetrisch) wird.

In dieser Note mochte ich einige Zusitze zu den Ergebnissen
von Menger und Golgb machen, die, wie ich glaube, zur Klirung
der Zusammenhiinge geeignet sind. Ich gehe aus von einem metri-
schen Raum der obigen Art, d.h. ich betrachte einen auf einen
Euklidischen Raum topologisch abgebildeten, nicht notwendig

1) K. Menger, Meirische Geometrie und Varationsrechnung, Fund. Math. 25
(1935), pp. +41-458.

%) K. Menger, Die metrische Methode in der Variationsrechnung, Erg.
Math. Kollog. 8 (1937), pp. 1-32. : '

3) 8t. Golab, Fin Beitrag zum Mengerschen Begriff des fastmetrischen
Raumes, Fund. Math. 31 (1938), pp. 67-73.
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symmetrischen metrischen Raum R (vgl. die Bedingungen (2, 3) abe),
und zwar beschrinke ich mich der Einfachheit halber auf den zwei-
dimensionalen Fall. ITndem man den Euklidischen Abstand zweier
Punkte mit dem Abstand der entsprechenden Punkte in F in Be-
ziehung bringt, sieht man in einfacher Weise, dass schon unter
diesen allgemeinen Voraussetzungen in einem gewissen Sinne von
einer konvexen Indikatrix gesprochen werden kann. Da ndmlich
keine Differenzierbarkeitsannahmen gemacht werden, muss die
eine Indikatrix durch zwei, eine obere und eine wuntere, ersetzt wer-
den. Die untere Indikatriz ist dann stets konvew. Wenn eine Indi-
katrix existiert, d. h. wenn obere und untere Indikatrix zusammen-
fallen, ist sie daher konvex. Bei gegebener unterer Indikatrix muss
die obere einer einfachen Beziehung (b) geniigen. Dies ist merk-
wiirdigerweise genau dieselbe Beziehung, in der die obere Kriimmungs-
indikatriz einer konvexen Fliche in einem Punmkt zur unieren stehen
muss. Auf Grund der bereits vorliegenden austiihrlichen Unter-
suchung dieser Kriimmungsindikatrizen #) zeigt es sich, dass jedesmal,
wenn eine beliebige einen gegebenen Punkt P umschliessende oder
snthaltende konvexe Kurve i und eine der Beziehung (b) genfigende
Kurve I gegeben ist, ¢ und I auftreten konnen als untere und obere
Indikatrix von P (dem Aufpunkt von i und I) in einem konvexen
metrischen Raume, dessen topologische Beziehung auf die eukli-
dische Ebene ausserhalb P beliebig glatt gewihlt werden kann.
In unserer Definition der oberen und unteren Indikatrix
ist enthalten, dass, wenn beide fiir alle Punkte eines Gebietes G
zusammenfallen, die Indikatrix in G stetig von ihrem Aufpunkt
abhéingt. Setzt man ausserdem voraus, dass die Indikatrix im schar-
fen Sinne konvex und iiberall beschrinkt ist und ihren Aufpunkt
im Innern enthilt, so ist dies bereits mehr, als nach Menger fir
die Existenz von rektifizierbaren Minimanten notig ist. Meines
Wissens ist bisher nicht untersucht worden, ob die Minimanien
unter den angegebenen Vorausseteungen iberall (und nicht nur fast
iiberall) differenzierbar sind. Wir zeigen an einem Beispiel, dass
das im allgemeinen nicht der Fall ist. Wohl aber kommt den Mini-
manten dtberall eine eigenariige, der Differenzierbarkeit dhnliche
Eigenschaft zu, die schwicher ist als stetige Differenzierbarkeit,

4) H. Busemann und W. Feller, Bemerkungen 2ur Differentialgeometrie
der konvexen Flichen II, Uber die Kriimmungsindikatrizen, Mat. Tidsskrift B
(1935), pp. 87-115. Im folgenden zitiert mit ,B. T.*.
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gewohnliche Differenzierbarkeit aber (wie jenes Beispiel zeigt)
weder enthilt, noch (wie an anderen Beispielen zu sehen ist) in
ihr enthalten ist. Man bekommt also auch fiir Punkte, wo eine Tan-
genle ewistiert, eine zusitzliche Aussage. Unter gewissen Umsténden
z. B. bel Existenz einer rechten oder einer linken Halbtangente’.
folgt die Differenzierbarkeit aus unserer Eigenschaft. l

2. = sei die euklidische Ebene mit einem kartesischen Koordi-
natensystem (2,y) und einem Polarkoordinatensystem (r,9), wo-
bel x=rcosp, y=rsing sein soll. Den euklidischen Abstand zweier
Punkte 4= (2,5;)=(r1,9;) und B=(2,,y,)= (75, ¢,) bezeichnen wir mit

(2.1)  e(4, B)=[(m1—22)"+ (§1—)]* = [+ r3— 2y cos (p1—ga)E.

Wir notieren zuniichst eine einfache, spiter oft gebrauchte

Beziehung: Seien PB,, PB, zwei von P ausgehende, nicht entge-

gengesetzt gerichtete Strahlen und B ein Punkt auf der Strecke B, B,-
Setzt man dann 3CB,PB=y, ¥BPB,=y, so ist

(2.2) Sin (yy+yy) __siny, | singy
e(P, B) e(P,B;) " e(P,B,)

Ausser ¢(X-Y) liege in = eine zu e ) topologiseh Zquivalente
und nicht notwendig symmetrische Metrik vor. D.h., es sei zu
je zwei Punkten A,B ein Abstand #(4,B) erklirt mit den Eigen-
schaften:

a) #(4,B)>0;
(2.3) b) 7(4,B)=0 dann und nur dann, wenn 4=58;
¢) 7(4,B)+r(B,0)=r(4,C();

Die topologische Aquivalenz von r() und e( ) bedeutet, dass
aus 7(4,4,)—0 oder r(4,4)—>0 stets e(4,4,)—0, und aus
e(4,4,)—0 stets r(4,4,)+r(4.,,A)—0 folgen soll '

Bezeichnet man bei einem hinreichend glatten, positiv defi-
niten Variationsproblem mit »(X,Y) die kiirzeste Entfernung im
Sinne des Variationsproblems von X nach Y (d.h. den Wert des
Integrals lings einer gerichteten Minimanten von X nach Y), so
bekommt man die Indikatrix in einem Punkt O folgendermassen:

es sei s ein von 0 ausgehender Strahl mit der Richtung ¢, und 4,,B.
-

seien Punktepaare derart, dass die X Strahlen 4,B.||s sind und
— >


GUEST


268 H. Busemann:

A,—~0, B,—0 gilt. Man bilde dann

_eldy, B)
V(4B =g

und- trage von O aus auf s den Punkt (¢(p),p) mit
-

glp)=1im¥(4.,B.)
1300
ab. r=g(p) stellt dann die Indikatrix des Variationsproblems fiir O
als Aufpunkt dar.
Um in unserem allgemeinen Falle zu einer Indikatrix zu ge-
langen, fithren wir daher auch die Funktion

o 4 N _e('fv:?/)

ein und versuchen, die Dreiecksungleichung (2.3 ¢) als Ungleichung
fiir ¥(X,Y) zu schreiben. Dazu seien 4,4, 4, irgend drei nicht
auf einer Geraden gelegene Punkte und XA Add,=y, A4, 4,=y,
4,4,4 =7y, Dann ist

P
1 1 sinyg, 1 siny
e(d;,4;)  e(4y,4) siny  e(4,4,) siny
und daher
7(A1:A2)<7'(A1:A) +7‘(A1Azl_= r(dy, 4) siny,  r(d,4,) siny,
e(A;, A,) Te(d;, Ay) T e(Ay,A,)  e(4y,4) siny e(4,4,) siny

oder wegen siny=sin(y,+ys,)

(2.5) Sin(yty,) _ siny, | sinyy
P(A,4,) SP(A,A) T P44,
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Zieht man von P aus Strahlen PB4, 4, PB,||4.4,, und PB4, 4,,
_— > o . ‘———-P‘ ———;

wo By,B,, B so gewilhlt sein mdgen, dass
e(PaBl)z':p(AnA)’ e(PaB2)=gj(AaA2)7 e(P,B)="¥(4;,4,)

wird, so fallt PB ins Innere des von PB; und PB, gebildeten Win-
— — —_—

kels, trifft also die Strecke B,B, in einem Punkt B. (2.2) und (2.5)

besagen dann, dass B nicht ins Innere des Dreiecks B,PB, fallen

kann.

‘Wir definieren nun die Indikatrizen. Wir fixieren einen Punkt P
und eine Richtung @, betrachten dann alle Folgen {4,,B,} von
Punktepaaren 4,,B,.(4,==B,) derart, dass 1) 4,B, die Richtung ¢

—

hat, 2) 4,—P, B,—P gilt. W(P,¢) sei die Gesamtheit dieser Folgen.
‘Wir bilden dann
a)  g(P,p)=="Untere Grenze lim¥(4.,,B.),

ABNCWRD) 750

b) G(P,p)= Obere Grenze im¥(4,,B,).
A BYCW (P, ) w00

Aus dieser Definition folgt sofort, dass fiir festes ¢ und P,—P
9(P,p) <Um g(Pn,p),

00

G(P,p) ZE G(P,p)
oo

gilt, sodass g(P,p) bei festem ¢ als Funktion von P nach unten
und G(P,p) nach oben halbstetig ist. Tragen wir nun auf dem von P
ausgehenden Strahl mit der Richtung ¢ die Punkte R, und R, ab,
fir die

e(P, Ry)=g(P,p) Dbezw. e(P,R;)=G(P,p)

ist, und variiert man ¢, so entstehen Punktmengen ¢ und 1, die
wir als untere und obere Indikatrix von r(X,Y) fiir P als Aufpunkt
bezeichnen. Da oo als Wert fiir g(P,¢) und G(P,p) zugelassen werden
muss und dann die Punkte B, und R, ohne eine neue Konvention
keinen Sinn haben, ist es hiufig bequemer, statt der Mengen ¢ und I
die beziiglich P sternformigen Mengen y und I' zu betrachten, die
aus den P mit den Punkten R, bezw. B, verbindenden Strecken
bestehen, worunter fiir Ry=oco oder Ry=co die ganzen von P aus-
gehenden Strahlen zu verstehen sind. Wir wollen zunichst zeigen:
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I: vy ist konvex.

Beweis: Es seien Bf und B; irgend zwei zu y gehorige Punkte,
wir miigsen zeigen, dass jeder Punkt B’ von B{Bj zu y gehort. Hierbei
darf angenommen werden, dass die Gerade BiBj nicht durch P
geht, da dieser Fall trivial ist. PB{, PB;, PB’ mogen die Richtun-

— ey — s

gen ¢y, @,,¢ haben. Wir wihlen nun eine Iolge von Punktepaaren
145,45 in W(P,p) derart, dass
Lim¥( 41, 43)=g(P,p)
wird. Dann konstruieren wir den Punkt A", fiir den
A} A"|PB;, A" 43| PB;
_— —_——

wird, und wihlen eine solche Teilfolge {v,) aus {v} aus, dass
8y, =lmP(4}, A")>g(P,p) und sy, =LmP(4" A7) >g(P,p)

existieren. Tragen wir dann auf PBi, PB;, PB' die Punkte S,
—_ — —

und Sy, mit e(P,8y,)=38y, e(P,Sy)=8,, ab, so folgt aus (2.5), dass

der Punkt B, nicht im Inneren des Dreiecks Sy PS8y, liegen kann.

Da aber jeder Punkt von BiB; dem abgeschlossenen Dreieck 8, PS8,

angehort, so muss B'CPR, und damit B'Cy gelten.

II: Wenn BiCy und B3CI, so gilt B{BsCI"

Beweis: Wir zeigen wieder, dass jeder Punkt B’ von BB}
in I" liegt, und diirfen dazu wieder annehmen, dass B{Bj nicht
durch P geht. Sind ¢,,,¢ definiert wie oben, so wahlen wir dies-
mal eine Folge {4°, 43 in W(P,qp) derart dass

LmP(4", A5)=G(P,qp,)
wird, und bestimmen dann A7 so, dass
AYA” || PB;, ATA3 |
_— —

wird. Dann werde {»;} in {»} so bestimmt, dass

PB’

Sg,=HmP(A]", A") >g(P,p,)
existiert. Sy, sei der Punkt auf PB] mit e(P,8,,)=s, und 8y der
— L
Punkt auf PB' mit e(P,S,)=limP(A’n A7),
— KOO
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Dann folgt aus (2.5), dass der Punkt S, nicht im Inneren des
Dreiecks Sy, PRy, liegen kann, sodass B’ der Strecke P8y, also erst

recht der Strecke PR, und damit I' angehort.
Aus I und IT ergibt sich 5):

L. Wenn g(P,@0)>0, so existieren (bei festem P) fiir alle
Richtungen, ausser mdglicherweise fir p=g, und g=qp,+, die Grenz-
werte G(P,g—) und G(P,p+), und es ist:

P, p+) <GP, o) <G(P,p—)  fir ¢<o<p,+m,
G(P,p—)<G(P,9) <G(P,p+) fiir  @o+a<e<g,+2x.
Als Spezialfall von I und IIT haben wir:

IIla. Wenn g(P,p)>0 fir alle @, so sind die Funktionen g(P,q)
und G(P,p) stetig fir alle ¢.

Bislang wurde noch nicht benutzt, dass die Metrik r() topo-
logisch #dquivalent zu e() ist. Dies ist nicht so befremdend, wie
es zunichst scheint, da II fiir g(P,p)=0 leer ist und jede Voraus-
setzung iiber das Nichtverschwinden von g(P,) in Richtung der
topologischen Aquivalenz der beiden Metriken geht. Z.B. besagh
g(P,p)>0, dass r(z,y)/e(#,y) in einer Umgebung von P beschrinkt
ist. Dies wird noch deutlicher, wenn man Aussagen iiber G(P,p)

bei beliebigem g(P,y) machen will. Wir wollen zeigen:

IV. G(P,q) ist Limes einer monoton fallenden Folge nach unten
halbstetiger Funktionen Am(p). °)

Zum Beweise betrachten wir alle Punktepaare 4,B derart,
dass 4B die Richtung ¢ hat und

—_—

1 1
— B)>
77712 e(‘A’ ) = ’171,'21)7

ist. Wir bilden

e(4,B)<M; myw=1,2,3,..

Apo(p)=0bere Grenze ¥(4,B)

5) Siehe B. F., p. 103.

¢) Funktionen dieses Typus wurden zuerst von W.H. Young untersucht.
Literatur und einige ihrer Eigenschaften sind in B.F., pp. 90/1, zusammenge-
stellt. Dort ist auch gezeigt, dass IV fir g(P,p)==0 aus TIT folgt.
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iiber alle diese Punktepaare. Wenn nun r(4,B) topologisch #qui-
valent zu e(4,B) ist, so ist fir A=B die Funktion ¥(4, B) stetig
in 4 und B, sodass stets ein Punktepaar (4,,B,) mit

SU(Ar, v) :““‘/1111,1' (lp)

existiert. Daher ist ferner A,.(p) eine stetige Funktion von ¢. Da
Ams(@) L Ampri (@), s0 existiert
lim 1/1111,1'(¢’)=i'1)11(¢)

100

und ist nach unten halbstetig. Ferner ist Anyi(p)<4m(p) und

G(P,p)=1im A (p),
m—=e0
womit IV bewiesen ist. Man konstruiert leicht Beispiele, die zeigen,
dass IV nicht zu stimmen braucht, wenn e() und r() nicht dqui-
valent sind.

8. Wir geben uns nun einen Punkt O und zwei beziiglich O stern-
formige Mengen y und I' vor, die den Bedigungen I, II und IV ge-
niigen. Wir fragen dann, ob eine zu e() dquivalente Metrik () exi-
stiert, mit den durch y und I" festgelegten Indikatrizen. Es ist natir-
lich wiinschenswert, »() so zu bestimmen, dass es ausserhalb O
moglichst glatt ist. Um einen kurzen Ausdruck zu haben, sagen
wir, 7( ) sei im Punkte  normal, wenn in @ die untere Indikatrix
mit der oberen zusammenfillt, beschrinkt ist und @ im Inneren
enthdlt. Wenn r( ) in allen Punkten eines Gebietes normal ist, so
ist die Indikatrixfunktion g¢(P,p) wegen (2.6) stetig in P. Wegen
der Konvexitit ist sie sodann stetig in P und ¢ zusammen.

Wir wollen zeigen, dass #{) so gewihlt werden kann, dass
die Ebene z oder, was geniigt, ein O im Inneren enthaltender Teil-
bereich von = ein konvexer, metrischer (,metrisch® soll heissen:
ein den Bedingungen (2.32a,Db,c) geniigender) Raum wird, der tiberall,
ausser vielleicht in O, normal ist und in O die vorgegebenen Indi-
katrizen hat. Die Konstruktion eines solchen r( ) ist an sich recht
mithsam, jedoch ist sie im Wesentlichen in B.F. bereits durch-
gefithrt. Sind nimlich r=g¢(0,p)=¢(p) und r=G(0,¢)=GC(p) die
Gleichungen der Indikatrizen, so ist dort gezeigt, dass nach Ein-
filhrung einer riumlichen Koordinate z eine konvexe Fliche

2=0(r,p)
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gefunden werden kann, wo fiir kleine »

(3.1) <O, p)<rt

ist, und fiir die r=g(p) die untere und r=G(p) die obere Kriimmungs-
indikatrix im Punkte O ist. Dies bedeutet, dass fiir jedes feste @

(3.2) lim —
= I 20(r, )

=¢(9), == @(g)

T
0 V2@ (r, )
ist. Man kann nun auf Grund hiervon wie folgt eine fiir unser Pro-
blem geeignete Metrik konstruieren: Die Kurve &(r,p)=k>0 ist
wegen (3.1) konvex und beschrinkt und enthilt O im Inneren.
Ist r=W,(p) ihre Projektion auf die Fbene z2=0, so ordnen wir
einen Punkt P dieser Projektion mit den kartesischen Koordi-
naten a,b dleJemge Kurve kp als Indikatrix zu, die aus r=¥,(¢)
durch die Ahnlichkeitstransformation

V?:k—!_ ) |/9k+

hervorgeht. Der Integrand des zugehérigen Variationsproblems
bestimmt sich demnach durch

(3.3) F(P,@:,}ﬁi X

Ausserhalb O ist F(P,p) stetig in den beiden Variablen P
und ¢ 7) zusammen.

Der Funktion F(P,p) ordnen wir nun eine Metrik zu, wie
folgt: Wir bezeichnen den Wert des Integrals iber F(P,p) lings
einer gerichfeten, stiickweise stetig differenzierbaren Kurve ¢ (wir
nennen solche ¢ zuldssig) mit I(e), insbesondere bezeichnen wir
den Wert dieses Integrals langs der Strecke mit dem Aufangspunkt 4
und dem Endpunkt B mit I(4,B). Wegen (3.1) ist I(0,P) endlich
fiir jedes P. Daher ist I(4,B) stets endlich. Um »(4,B) zu definie-
ren, verbinden wir A mit B dureh zulédssige Kurven mit 4 als An-
fangspunkt und setzen

k= &(P).

(3.4) ‘r(A, B)=untere Grenze I(¢).

7) Wie F(0,p) definiert wird, ist gleichgiiltig. Béquem fiir manche Zwecke

)
ist es F(P,rp):g(—;)

Fundamenta Mathematicae. T. XXXIL 18

zu setzen.
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Dann ist 7(4,B) stets endlich und geniligt den Axiomen
(2.3a,b,¢), ferner ist klar, dass () topologisch dquivalent zu e( ) ist.
Bs.ist nun leicht zu sehen, dass r(4,B) in jedem Punkte Py==0
normal ist und kp, zur Indikatrix hat. Bs sei ndmlich {4.,B,} CW(P,, ¢).
Dann folgt zunfchst aus dem ersten Mittelwersatz der Integral-
rechnung, dass
I(4,, B.)

(3.5) m—»ﬂl’mq’)

also wegen 7(4., B,)<I(4.,B,)

._T(An, -BL‘)
(3.6) hmm<F(Pm¢)»

Ferner sei die gerichtete, von 4, nach B, fithrende, zulissige
Kurve ¢, so gewihlt, dass

rd,B) _ Ie) |_1
e(AsyBy) e(AnBy)| v

wird. Da F(P,p) in P und ¢ stetig ist, gilt

(3.7)

(3.8) F(P,0)=F(Pq, ¢)+HP,p)-e(e(P, Py))

mit |} P,p)l<l und &(e(P,P,))—>0 fir Py—P. Ist e(c,) die eukli-
dische Lénge von ¢,, 50 muss

e(cs)
(3.9) m<R<oo
sein, da sonst offenbar fiir eine passende Teilfolge {»,} aus {v}
I(Oun) oo
T4,,B.)"
und damit
7(4.,, By,)
I4,,B.,) =
gilte. Aus (3.789) und ¢,—~ P, folgt
JB(Py,0) ds
(3.10) "4,B.) o

ed,B,) 4,8,y "
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Fir den Integ.mnd F(P,p)=F(P,,p) sind die Geraden Mini-
manten (F(P,p) definiert eine Minkowskische Metrik). Deshalb ist

(811)  [F(Py,g) ds> [ F(Pyg) ds=e(4,,B,) F(P, ).

Ch A,B,,

Aus (3.10) und (3.11) folgt

"4y, B,)_

oA, B,) = For)-

(3.12) lim
Die Formeln (3.6) und (3.7) zeigen, dass r(A) in P, die Indi-
katrix kp, hat.
Nun sei {4,,B,}CW(0,p). Aus (3.2) folgt

4B od,B,)
(313) I @,3,)” 14,3,y = 99

Es seien dann gemdss (3.2) die Folgen )0 und /0 so
gewihlt, dass

’

s
V20072, 9)
Da 7() in P,=(r,,p) die Indikatrix %kp, hat, kann %2,>0 so0

klein bestimmt werden, dass fiir @,=(r,+h,,¢) die Beziehung

Ie(vaQu)__ Ty l :]:
|"(P,,9,) [20(r,,0) ¥

(3.14)

—>g(p), —G(gp).

Ty
I'Z@(’f,,, @)

(3.15)

gﬂt. Ebenso kann k30 so bestimmt werden, dass fir Py=(r,q)
und (Q,=(r,-h,,p) die Beziehung

e(Pu,@y) ___7'_”____“1<1
7(Pr,Qu) V2@, @) ?

gilt. Aus (3.13), (3.14) und (3.15) folgt, dass r=g(p) die untere
Indikatrix von #( ) in O ist. Aus (3.14) und (3.16) folgt fiir die obere
Indikatrix r=G*(g) von () in O, dass

(3.17) @*(¢) = G(p)

ist. Der vollstindige Beweis von G*(p)=G(gp) erfordert ein niheres
Eingehen auf die Struktur der Fliche z=®(r,p). Um diese hier
nicht noch einmal auseinandersetzen zu miissen, werde ich mich
mit Andeutungen des Beweises begniigen. Man betrachte zunichst

18%

(3.16)
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den Fall G{p)=g(p). Wenn fiir alle ¢ die Ungleichung O<g(p)<oo
gilt, so ist die Minkowskigeometrie mit r=g(p) als Einheitskreis
um O eine wohlbekannte Losung. Ubrigens liefert auch die in
B.F. (p. 94) fiir diesen Fall angegebene Fliche z=1%/2¢%¢) ver-
moge (3.3) gerade diese Losung. Wenn nun g(g) nicht obiger Un-
gleichung geniigt, so zerlege man den Bereich O0<g<2x in die drei
Teile: 1) g(p)=o00, 2) 0<g(p)<oco, 3) g(¢)=0. Aus (3.17) folgt dass
(G¥(g)=o0 fiir g(p)=cc. Die Konstruktion von @ zeigt, dass es
im Falle, 2) stets ein p(p)>0 gibt derart, dass

O(r,p)=1%/29%¢p)

und hieraus schliesst man leicht, dass G(p)=g(p) im Falle 2). Schliess-
lich ist der Teil 3) der Fliche aus Torsenstiicken und dem Stiick
einer Rotationsfliche zusammengesetzt, deren Form nach B.F.
explizite angegeben kann, und daraus kann dann G(g)=g¢(p) auch
in diesem Falle geschlossen werden.

Wenn @(p) nicht mit g(p) identiseh ist, so ist die Konstruk-
tion derart, dass die Fliche @(r,p) aus der zu r=g(p) als Kriim-
mungsindikatrix konstruierten hervorgeht, indem letztere in Zonen
um O herum abgeidndert wird und diese Zonen beliebig selten ge-
wihlt werden konnen. Dann zeigt der schon erledigte Teil, dass
die (3.6) zugrunde liegende Wahl sehr kleiner Strecken P,Q;, die
gerade in diese Zonen fallen, in gewissem Sinne die giinstigste ist.

Damit ist dann alles gezeigt, ausser dass der Raum mit der
Metrik 7( ) konvex ist. Dies folgt nun aus Mengers Untersuchungen 8).
Es wird dort ein Integralbegriff benutzt, der fiir zulédssige Kurven
mit dem iiblichen (Riemannschen oder Lebesgueschen) Kurven-
integral zusammenfillt. Ferner wird gezeigt, dass zwei Punkte 4,B
unter den hier giiltigen Voraussetzungen stets durch eine rektifi-
zierbare gerichtete Kurve ¢ verbunden werden kénnen, fiir die

fir 0<r<<o(g)

[B(P,p) ds=r(4,B)
4

wird, und fiir keine solche Kurve dieses Integral einen kleineren

Wert bekommt. Daher gilt fiir jeden Punkt C auf ¢
r(4,C)+r(C,B)=r(4,B)

dies enthilt aber die Konvexitit der Metrik.

8) 1. ¢.2), insbesondere § 56, Erstes Existenztheorem fir Minimanten.
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Bemerkungen. Da die Fliche z=®(r,p) im allgemeinen
nicht im scharfen Sinne konvex ist, werden es die ebenen Schnitte
z=konst. auch nicht immer sein, d.h: unser Integrand F(P,p)
wird ausserhalb O nicht {iberall regulir, sondern nur quasiregulir
sein. Die Regularitit kann jedoch durch eine triviale Anderung
von @ erreicht werden, indem man @(r,p)-+1r* anstatt &(r,p) be-
trachtet. Die Indikatrizen in O é#ndern sich dabei nicht. Ferner
ist leicht zu sehen, dass @(r,¢) ausserhalb O bei gegebenem d min-
destens d-mal stetig differenzierbar gew#hlt werden kann, ohne
dasy die Indikatrizen in O sich dndern. Man bekommt so schliesslich
einen ausserhaldb O reguliren, beliebig glatten Integranden, und jeder
Punkt kann mit O durch eine rektifizierbare, ausserhalb O beliebig
glatte Extremale verbunden werden.

4. Wir kommen nun zu den Differenzierbarkeitseigenschaften
der Extremalen. In einer Umgebung von O (inklusive 0) sei zu jedem
Punkt P eine beschrinkte konvexe Xurve kp definiert, die den Punkt
im Inneren enthélt und sich stetig mit P &dndert. Wie schon in der
vorangehenden Nummer gezeigt wurde, gehort zu dieser Kurvenfamilie
ein Integrand F(P,p) und eine Metrik r( ), die im Punkte P die
Kurve kp zur Indikatrix haben. Nach dem unter ®) zitierten Satz
von Menger konnen je zwei hinreichend nahe bei O gelegene Punk-
te P,Q durch eine Minimante ¢ verbunden werden derart, dass

/)F(P,qa)ols_—‘_r(P,Q) wird und fiir keine von P mnach @ fiihrende
¢

Kurve dieses Integral einen kleineren Wert bekommt. Wir nehmen
an, dass ¢ durch O geht (P=@ und @=0 zugelassen), und wollen ¢
in 0 auf Differenzierbarkeit hin untersuchen. Wenn man iiber jede
Extremale etwas aussagen will, muss vorausgesetzt werden, dass k
im scharfen Sinne konvex ist. Sonst gilt ndmlich folgender, wie
wir sehen werden, wesentlicher Hilfsatz nicht.

Hilfssatz. Fiur Folgen

A,—~0, B,—~0, C,—0 (4, +B,+0,+4,)
gilt
_ r4,,B,)+1(B,, C,)
(4.1) R(A,,,B,,,O‘,,)—f ‘ AT —1

dann und nur dann, wenn

_ el4,,B,)+e(B,, C,)
(42) E(Av,B'v?O”) — B(A,,,Gu)
gilt.

-1



GUEST


278 H. Busemann:

Setzt man:
av:%:Gv-Au-Bm ﬁv={-A~v _B,,, Ov) yu:"—{Bv Ou-Avy

so zeigt eine leichte Rechnung, dass (4.2) dann und nur dann gilt,
wenn (mindestens) eins der beiden Paare von Gleichungen gilt:

Qa

a,—0 und ﬂ—“—>—0,
(4.3) v
VYy—>0 und g—”—»O.

Es gentigt den Hilfsatz fiir solche Folgen {4,), {B,},{C,} zu
beweisen, fiir die die Folgen {Sg%‘i}, {4,B,}), {B,0,}, {4,0,} kon-
vergieren und zwar gegen 7 (co zugelassen) bezw. gegen Strahlen
mit den Richtungen ¢,,¢, ¢,. Es existieren dann auch

a=lima,, f=lim§p,, y=limy,.

Stellt dann r=g(p) die Kurve k, dar, so folgt aus den Uber-
legungen der vorigen Nummer, falls wieder

Y/(m’ )_ e(w? y)

: _ r(@y)
gesetzt wird, dass

(4.4) ¥(4,, Bu)—)'g(‘Pl)s ¥(B,, 0,,)—*9((}12), ¥(4,, 0,)—g(ps)
gilt. Durch eine triviale Umformung bekommt man

R(4,,B,,0,) 1
E(4,,8,,0,) ¥(4,,0,)

- [W(AV,B,) (1 + S%’%j)rﬂ* [‘—”<Bw G (1 + %)J{

Nun gelte zunichst E(4,,B,,0,)—~1 und es sei etwa

. dB,0)
=i, B)

(4.6)

sina,
siny, >

Aus (4.3) folgt a,—0, also g,= @g. Ist nun 7=0, so liefert (4.6)
sofort die Behauptung (4.1). Ist 7>0, 50 muss auch y,—>0, daher
P1=0,==q, gelten, woraus unter Benutzung von (4.6) wieder (4.1)
folgt. In diesem Teil des Hilfsatzes wurde iibrigens die starke Xon-
vexitét noch nicht benutzt.
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BEs gelte jetzt R(4,,B,,C,)—1. Dann ist E(4,,B,,C,) wegen

1 n4,B,)¥A4,B,)+B,,0,) ¥B,0,)

1 —
B4 B 0) = g7, 575 "4,,0C.)

beschrinkt. Wir wollen zuerst zeigen, dass nicht o>0 wund y>0
sein kann. Wenn dies gilte, so wire auch p>0, weil sonst

) sina,+siny,
E(AWBM Ou) = —‘é—]_‘l%z—

(4.7)
unbeschrinkt wire. Fiir a>0, >0, y>0 wiirde aber aus (4.671)
folgen, dass

sin(a+) _sing 4. Sing
9(es)  9(@) * 9(@e)

ist, was nach (2.2) der Tatsache widerspricht, dass k, im scharfen
Sinne konvex ist. '
Demnach muss a=0 oder y==0 sein. Sei etwa y=0. Wenn dann

wire und wir annehmen, dass die Folge

e(4,,B,) _siny,
¢(4,,C,)” sinf,

bereits gegen einen Grenzwert { (>0) strebt, so gilte a,—xz daher
nach (4.3)

B(B,4,,0,)—~>1
und damit

G(Bw Gv)

o, 0,) T

Dann gilte aber wegen y=0
Lim¥(4,, 0,)=lLm¥(B,, C,)=g(gs)

und daher
6(Bu7 Gv)

r(4,,B,)
e(4,,0,)

limR(4,, B, 0,)=lim {4n C)

+¥7YB,,0,)

>1+¢.
¥ (4,,0,)

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
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Bevor wir weitergehen, wollen wir uns an einem Beispiel
davon tberzeugen, dass die scharfe Konvexitit von & zu seiner
Giiltigkeit notig ist. Dazu sei k, die Kurve

£1 fir |o]<2,
y=1£VI—EF  fir —3<e<—2,
lil/’l—(m—?&'2 fir 2<o<3

und %p gehe aus k, durch die Translation hervor, die O in P {iber-
fiihrt. Wir bekommen so eine symmetrische Minkowskische Metrik
m(&X,Y), in der die Geraden Minimanten sind. Ausser den Geraden
gibt es aber auch andre Kurven, die Minimanten sind, z.B. ist die
Summe der beiden Strecken die fiir >0 den Punkt (a,a) mit
(0,0) und (0,0) mit (a,—a) verbinden eine Extremale, da

m{(a,a),0)4+m(0,(a,—a)|=m ((a,a),(a,—a))
ist. Setzt man fiir a die Werte 1/n ein und setzt:

An:(l/ﬂ‘y]-/n): an (070)7
50 ist demnach:

Co=(1/n,~1/n),

M (A, Br)+m(By, C) i . e(4n, Bn)+ (B, Cn) /5
(A Co) =1, jedoch ey O ,2.

Man kann auch Extremalen mit 0 als Anfangspunkt kon-

struieren; die den Hilfsatz widerlegen, und zwar so: Wir nehmen

die Strahlen w;: gp=x/8 und w,: ®=5x/8. Ausgehend von einem
Punkt P, auf w, verfolgen wir den Strahl parallel zu g="Tx/4 bis
zum Schnittpunkt P, mit w, gehen von dort parallel zu @=>5x/4
bis zum Schnittpunkt P, mit w, von da parallel zu g="Tx/4 bis
zum Schnittpunkt P; mit w, u.s. w. Dann ist der unendliche

Streckenzug Z(: PiPi11+0 eine Minimante von P, nach O (und
=

daher wegen der Symmetrie von m( ) auch eine von O nach P),
da fir alle i

7)2(.Pi_1,_Pi)—}~7}l(P1, P,~+1)=m(P-_1,P,-+1)
ist. Demnach gilt:

‘l?’l(.Pg,'_1,.P2,-) —]—’I?’Z(.Pg;, ng+ 1)
Y Pa; 1, Py;1q)

=1, jedoeh limE(Pgi_,l,ng,PgH.1)>l.
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Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick, und wenden den
Hilfsatz wie folgt an: Unter denselben Voraussetzungen wie oben
sei ¢ eine von P nach @ filhrende Minimante, die O enthilt (O=P
oder O=@ zugelassen). Es sei dann (4,,B,,0,) eine Folge von Punkte-
tripeln auf ¢, und zwar treffe man von P kommend erst 4, dann B,,
dann C,, sodass

13(-44.,,7.3),, O’u) = T(A’I'7'B'I')+T(‘B’ll? Gl’): 1

r(4,,0,)
ist. Gilt nun 4,-0, B,—0, C,—0, so folgt aus dem Hilfsatz, dass
(4.8) E(A,;,B,,, 0,)—1

strebt. In wie weit dies eine eine Differenzierbarkeitsaussage ist,
folgt aus (4.3). (4.8) gilt sicher fiir jede Kurve ¢, die in 0 stetig diffe-
renzierbar ist; denn dann gilt g,=<r4,B,C,—> =, sodass sogar beide
Paare von Gleichungen in (4.3) erfilllt sind. Andrerseits gilt (4.8)
nicht fiir jede in O differenzierbare Kurve, wie man an der Kurve

y=g?. gin el (y=0 fir x=0)

nachrechnen kann. Ferner ist leicht zu sehen, dass eine Kurve ¢,
die O im Inneren enthilt und dort eine rechte Halbtangente be-
sitzt, wenn sie die Rigenschaft (4.8) hat, eine Tangente itberhaupt
besitzt. s fragt sich daher, ob (4.8) stets die Differenzierbarkeit
von ¢ in O nach sich zieht. Wir wollen an einem Beispiel zeigen, dass
das nicht der Fall ist. :

5. Ein solches Beispiel liefert die Kurve bestehend aus dem
Punkt O und den Kurven

(5.1) p=sin log [log7|,
h p=+sin log [log7|+ 7.

Wir setzen
f(r)=sin log [log|
und stellen vor dem Beweis von (4.8) einige Eigensehaft;ano der
Kurve zusammen. Wenn 7,—0 und 72—0 und 1lla<r,[ra<a,
1<a<<oo, dann gilt ‘

1
log iog 7«;,
‘ ) : ) og T,
[f(r)— f(r)| = ‘sin log [log7)| —sin log llog73|| < 2-|sin m§g~
1
und da _lg_g_r_; —1, 8o hat man also
log 7

1
(6.2) frh—10})>0 fir 1<Z<a 1<a<oo und 7140, )0,

b
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Es ist

__cos log [log7|
= rlogr '
Bezeichnet & den Ast von (5.1) bestebhend aus O und ¢=f(r),

ist ferner s die von O aus auf k¥ gemessene Bogenldnge von k, P(s) der
zum Wert s gehorige Punkt von %, so gilt

(5.3) f(r) 0<r<1.

ds=J1+r2f2(r) dr
und daher wegen (5.3) fiir s,l,—>0, s2—0 (sﬁ#s;",)

ls— s3]
5.4 — ey
(5-4) e(P(s.), P(sh)

Ist u(s) der mit passendem Vorzeichen gerechnete Winkel
zwischen dem Strahl OP(s) und der Tangente an k in P(s), so gilt

—

wegen (5.3)

(5.5) tgy(r):rfi—f—»O fir »—-0.

Aus (5) und (5.5) sieht man, dass fiir 0<r<r,<<l eine Ab-
schéitzung

(5.6) f ]%‘ ar< f ‘di%igr(—r) dr <konst. llogrs—logn,|

[logr|
gilt.

Wir wollen nun (4.8) fiir die Kurve (5.1) beweisen. Wir orien-
tieren die Kurve so, dass O auf den Punkt (1,7(1)+m) folgt. Es
seien dann A’;=(rf.,f(rf,)), 1==1,2,3, drei gegen O konvergierende
Punktfolgen auf (5.1) und zwar folge 4> auf A und 42 auf A2 Zum
Beweis von

(5.7) E(4,,45,4%) 1
dirfen wir annehmen, dass die Grenzwerte
. Ty .
gif:v]il;l ’l‘_{;’ t,=1,2,3,

alle existieren (co zugelassen) und dass jede Folge (4%} entweder
ganz vor O liegt oder ganz dem abgeschlossenen Bogen <0,(1,f(1))>
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von (5.1) fhngeh(}ﬂx. Aug Symmetriegriinden geniigt es ferner, die
folgend%n beiden Fille zu unterscheiden: I. {4l liegt vor O, und {45
und {4} nicht. II. Weder {4} noch (4% noch { A%} liegt vor 0.
Im Falle I ist r<r), daher e <oy, el By ist
B4, A2 A%)—
%_

\ [(r}, Yo+ 20y +2riricos (f(ri)—F (9"?-))] + [ (r3)2+(¢3)2—«2r}.rﬁcos(j(rﬁ)—j(ri))]

oY

[ 9 2% oo (et —1er2) |

Ist nun ey=0, so ist auch ey=0 und (5.7) folgt sofort, indem
Zihler und Nenner durch 7, dividiert werden. Daher werde 0<Cey<Coo
angenommen. Dann bleiben die Fille 1) e,,=0 und €13=0; 2) ey==0
und 0<ey<<oo; 3) 0<Cop <1 und e5==0; 4) 0<<epy <1, 0<eg<<oo. Man
kiirze nun in allen 4 Fillen durch #3. Wenn 0<ey<oo, so0 folgt
aus (5.2), dass

cos {f(ri)— f(rl)) —1
geht, sodass in allen Fillen
lim B(A}, 4%, A} (Gt )+ (1 —e5) )
(4}, 43, 43) e
wird.
Im Falle IT ist r<ri<ri, daher 0<e<e,<l und
B(4;, 45, A)) =

1
| (n’,)?‘+(r?,)zmz'n,‘m%cos(f(nl.)-vf(r;f))]f+[(v%)-l—(7*3)—27’373cos(f(rﬁ)——f(r?,))]'IE

[‘7‘5>2+(ri)tzrmcos(f(ﬁ)—f(r?.))]%.

Man kiirze nun durch #3 und verwende dieselbe Schlussweise
wie im Falle I. Man sieht dann, dass fir e =1 stets
lim B(AL, 42, 4%)= Ca— 0T (1=0)_,
1—ey3
wird.
Der ausgelassene Fall ¢,=1 (es sind dann alle ey gleich 1) spielt
geometrisch wirklich eine Sonderrolle. Wenn die Kurve bestehend
aus O und den Asten g=~"h(r) und ¢=~h(r)+= nimlich in O diffe-


GUEST


284 H. Busemann;

renzierbar ist, d.h. wenn &(r) fiir »—0 einen Grenzwert zustrebt,
so gilt fiir 7,—0 und 7, —0 stets

cos (f(rh)—f(rl)) — 0.

Unsere vorangehenden TUberlegungen gelten, withrend bereits
festgestellt war, dass (5.7) nicht fiir jede differenzierbare Kurve
gilt. Der ausstehende Fall erledigt sich so: Es ist Al A2A4% min-
destens gleich = minus der Gesamtvariation von u(r) von Af. bis A2.
Da nun fiir e,=1

llogr5—logrs|

3 -0 |
[log7s|

strebt, folgt aus (5.6) dass 4L 4243 strebt, und darans unter
Benutzung von (4.3) die Behauptung.

6. Es ist nun leicht, mit Hilfe der Kurve k eine Metrik ()
zu konstruieren, die iiberall in der Ebene normal ist, deren Indi-
katrix k, in O im scharfen Sinne konvex ist, und deren Extremalen
in O nicht differenzierbar sind. Wir werden nimlich ein 7( ) mit
folgenden Eigenschaften angeben:

1) r() ist euklidisch.

2) () ist ausserhalb O analytisch, d.h. der Integrand des
2u r() gehdrigen Variationsproblems hingt ausserhalb O analytisch
von. Punkt und Richtung ab.

3) Die Indikatriz von () in O ist der Binheitskreis mit O als
Mittelpunkt.

4) Die Extremalen, die hier wegen der Euklidizitit durch je

2wei Punkte eindeutig bestimmt sind, sind in O nicht differenzierbar.

Durch jeden von O verschiedenen Punkt P=
geht genau eine Kurve der Schar

(ry p) der Ebene

p=f{r)+4, 0<<A< 27,

Bezeichnet s die auf dieser Kurve von O aus gemessene Bo-
genlinge, so bestimmt daher P die Werte s und A eindeutig und
wird umgekehrt eindeutig durch diese Werte bestimmt. Deshalb
setzen wir auch P=(s,1). Ist dann P,=(s;,1), Py=(8,,4), 80
setzen wir

g

(6.1) 7‘(P1‘,P>) [81—(— uS')—- 281 85 CO8 (/11'--}.9)] -
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Die Metrik #() ist dann euklidisch, sie geniigt daher gewiss
den Axiomen (2.3abe). Da die Tr ransformation, die O sich selbst
und dem Punkt (r,¢) den Punkt (s=r, 1 =¢) zuordnet, ausser-
halb O analytisch ist, so ist der Integrand des zu 7( ) gehorigen
Variationsproblems ausserhalb O analytisch in Punkt und Richtung,
die Indikatrix existiert und ist daher konvex, sie ist ferner beschrinkst
und enthiilt ihren Aufpunkt im Inneren. Es wiire auf Grund der
Euklidizitdt von »() leicht zu sehen, dass die Indikatrix ausser-
halb O iiberall im scharfen Sinne konvex igt.

Wir wollen nun zeigen,
i=1,2, stets

dass fiir Pf,z(rf,,<p§)=(s’v,1£)_>0,
o(Pry Ph)

P =¥(P,, P})~1
vy L

gilt. Da beide Metriken gegenitber Drehungen »' = 9 '=g+1tum O

invariant sind, darf angenommen werden, dass Ar=0 fiir alle »

gilt. Ist (l(mn auch 2,.~(), 50 folgt (‘ 2) aus (6.1) und (5.4), ebenso,

wenn sy=s, fiir alle » gilt. (Fir si=s> ist Avuqrv—w;) Im allge-
meinen Falle darf rmgcnommen Werden dass .sn,}s,,, >0 ist. Es
sei dann P, der Punkt (s,,O) (9‘,,,(;01 Z,,) Es gilt dann, wie soeben
gezeigt wurde,

(6.3) WP, P,)—~1 und (P, Py)—~>1
Es geniigh (6.2) in dem Fall zu beweisen, wo die Grenzwerte
A=lim 2,
(6.4) G(P,,,PE)*. "(PoyP) _ mg(_lfi,}’_i)
e(Py,P.) ( Py, Py)

existieren. Da () euklidisch ist, hat man
i
(6.5) (P, Ph=[r*(Ps,P,)+1*(Pn, Pi)+20( P}, P.)r(P,, Pr) sin 4/21%.
Ist a=0 bezw. a==o0, so gilt

a(P,',, P.)

5 >
(*(P,,, Py)

.P”Pp)

bezw.
(P.,P )

und (6.2) folgt aus (6.3) und (6.5).
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Es sel daher 0<a<oc. Bezeichnet u, den Winkel, den der
Strahl OP mit dem Strahl P, P} bildet (mit geeignetem Vorzeichen)
— —
50 ist
Pip, Pl b
%: v W=§+E+TP1:
daher

r=

2 ] 9 P 2 . Z-l !
(6.6) e(Pﬁ,P;):[a"(PL,Pv)—;—e*(Piv,Pi)-}—Qe(P}.,P,»)e(P,,,P,‘,) sm(;—l—y;_,)J
Wir wollen zunichst zeigen, dass w,—0. Dazu unterscheiden
wir zwei Fille:
1) A==0. Dann ist

_e(PL,P}) . ]
(6.7) hme(P,,O) —sm2>0

und daher wegen 0<<a<<co

. ¢(P,, P}
(6.8) o 0<h1ne(P” 0y <o

Da andrezrseits 0,P,,P2 in dieser Reihenfolge auf k: o=f(r)
liegen (es ist s;>s,1,), gilt wie in der vorigen Nummer gezeigt wurde,
B(0,P,,P2)—1

und daher infolge (6.8)

XP;P,0— n,
woraus ,—0 folgt,

2) 4=0. Hier ist das Argument ganz anders. Es gilt dann

e(P}, P.)

o«P,,0) "
und daher wegen 0<a<<co auch
' . ¢(P20) 7(P},0) $i— 85 |
6.9 lim—— 2 fiy R w ™) s o8
(6.9) oF,,0) " y(P,,0)= g =0.

Auf dem Bogen P, P} von % gibt es einen Punkt P(sy) derart,
dass die Tangente an % in P(s)) parallel zu der Sehne P,P? ist. Aus
) ot

5,.<8y<<s> und (6.9) folgt % 1 und daraus nach (5.2), dass
s

v
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(6.10) o (r(s0))— p(r}) 0
strebt. Wenn u(s) wie in (5.5) erklart ist, so ist
o= p(s)— g (r(s0)+g(r}),

und aus (5.5) und (6.10) folgt w,—0.
Aus p,—0 und (6.3456) folgt nun:

(P}, P} [ . 1]1

m——-——=|1-+o0242asin =
e(P,l.,PV) +a242a 5|
o(PL, P P

]im——L'—'=[l 249 sin—]
o(PL P, | T Trasng|

womit (6.2) in allen Fillen bewiesen ist.
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