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9. 8i Ay A=E0=S,—(Aot+A4y) et si les ensembles Ay et A,
sont fermds (dans S,), on a, en posant Bi=d»—A4;,
b()(]3(3’+‘~B1)‘l‘bo(«Bo‘B1)""bo(Bo)”"‘bo(Bl)m
=bo(Ao+ Al)’|‘bo(Ao‘A1)”"bo(Ao)““bb(A1) 18)-
C'est une conséquence de la formule (8) rapprochée du théoréme
de dualité suivant 1%):

(10) si F=F, on a by(F)=by(S,—F).

Remarques. (¢) Le th.1 du N 4 reste vrai en remplagant I'hypothése que
Ao-4, est compact par celle que A,-4, est un ensemble localement comnewe qui
coupe S, en un nombre fini de constituants ). Si, en outre, les ensembles 44 et 4,
sont des ensembles localement connexes de ce genre, on peut remplacer dans
la formule (8) b,(4) par le nombre des constituants de Sy—d diminué de Punité 3).

(8) A4, et A, dtant fermés dans S, et tels que A, .Ay4: Sg on a
(11) by Ay Ay)=by(Ay)+ by(dy)—dg(Sy—A g, Fa—4y).
Posons, en effet, Bj=e5’,—-—-Aj. D’aprés (2) (ef. p. 194, renvoi 6), on a
bo(Bo+ By)==bo(By) -+ bo(By) —do( By, By),
d’ot la formule demandée en vertu de (10).
(») Dans les hypothéses du th.2 (N 4), on a
(12) + boldgr Ay)—do(dg, A1) = bo(By- By)—do( By, By).
Car, d’aprés (1), (3) et N 4,1, on a
by( Ayt Ay)=by(A)+ by(Ay) -+ bo(d g dy)—do( A, dy)—by (4o Ay),

d’olt la formule demandée en vertu de (11) et de Pégalité by(Ay+.41)==Dby(By-By),s
qui résulte de (10).

%) Cest la ,formule d’indices” de M. Straszewicz, Fund. Math. 7 (1925),
p. 184. Cf. aussi 8. Eilenberg, Le. p. 101.

1%) 8. Eilenberg, l.c. p. 98, th. 2.

) En vertu du lemme 6, p. 105 ibid. (un constituant est un semicontinu
saturé).

) En vertu du th. 20, p. 106 ibid.

Uber die Unabhingigkeit des Wohlordnungssatzes
vom Ordnungsprinzip.
Yon

Andrzej Mostowski (Warszawa).

In der vorliegenden Arbeit wird das (von Fraenkel her-
rithrende) Problem der Unabhiingigkeit des Auswahlaxioms von
dem sog. Ordnungsprinzip betrachtet ).

Dem formalen Beweis schicken wir einige einleitende Bemer-
kungen voraus, die das Verstindnis der folgenden Erwigungen
erleichtern mégen.

Unter axiomatischen Systemen, die eine Formalisierung und
Erweiterung der Zermeloschen Mengenlehre darstellen, lassen sich
bekanntlich zwei Arten von Systemen unterscheiden. Zu der ersten
gehoren Systeme, die die Existenz von sog. Urelementen, d.h. Din-
gen, die keine Mengen sind, ausschlielen, zur zweiten dagegen Sy-
gteme, auf Grund deren die Existenz von unendlich vielen solchen
Urelementen beweisbar ist oder wenigstens als widerspruchsfrei er-
wiesen werden kann 2). Beide Gruppen enthalten Systeme, die einen
formalen Aufbau der verschiedenen Teile der Mengenlehre gestatten:
im System von Zermelo?) z.B. li3t sich die Theorie der Mengen

. s . . x(l
von einer Michtigkeit <y, 2%+ 22y aufbauen, auf dem Boden
des Systems von Fraenkel?) oder von v. Neumann 3) kann schon

1) Vgl. A. Fraenkel, Einleitung in die Jlengenlehre (3. Aufl., Berlin 1928),
S. 320.

2) Vgl. E. Zermelo, Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Fund. Math.
16 (1929), S. 20-47.

3) Vgl. E. Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre.
Math. Ann. 65 (1908), 8. 261--281.

4) Vgl. das unter ') zitierte Buch von Fraenkel, §16.

8) Vgl. J. v. Neumann, Die Adwiomatisieruny der Mengenlehre, Math.
Zeityehrift 27 (1928), S. 669 1.
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die Theorie der Michtigkeiten unter dem ersten unerreichbaren
Aleph entwickelt werden, in letzter Zeit werden auch gelegentlich
noch reichere Systeme betrachtet ©).

Vom metamathematischen Standpunkt aus betrachtet, sind
zweifellos die Systeme der ersten Art die interessantesten. Diese
Systeme bleiben hier aber auBer Betracht: die Beweismethode, die
hier verwendet wird, kniipft ausdriicklich an die Existenz der Ur-
elemente an. Dagegen LiBt sich unsere Betrachtung auf alle Systeme
zweiter Art anwenden. Den Beweis werden wir aber nur in bezug
auf ein bestimmtes System & durchfithren, das wir im § 1 angeben
werden. Dieses System rithrt im wesentlichen von Bernays?) her
und weicht von diesem vor allem durch eine andere Auffassung
des Bestimmtheitsaxioms ab. Diese kleine Ab#énderung hat eben

den Zweck, die Moglichkeit der Tinfithrung von Urelementen zu -

sichern.

Im System G kann ein betriichtlicher Teil der ,naiven® Mengen-
lehre rekonstruiert werden; ndmlich derjenige Tei], in dem aus-
schlieBlich Mengen mit einer Michtigkeit unter dem ersten uner-
reichbaren Aleph Dbetrachtet werden. Insbesondere a8t sich die
ganze Ordnungstheorie solcher Mengen aufbauen und im Zusammen-
hang damit lassen sich der Wohlordnungssatz und das Ordnungs-
prinzip (d.h. die Behauptung, dall jede Menge geordnet werden
kann) ausdriicken. Es soll nun gezeigt werden, daf der Wohlordnungs-
satz von sdmtlichen Axiomen des Systems & und vom Ordnungs-
prinzip unabhéngig ist.

Dies geschieht durch eine Anwendung der klassischen Inter-
pretationsmethode 8): wir entnehmen nimlich der allgemeinen
Methodologie die Tatsache, daBl es zum Zwecke des Beweises
geniigh, eine Interpretation der Grundbegriffe des Systems & in
einem widerspruchsfreien System &' anzugeben, bei welcher alle
Axiome von & und das Ordnungsprinzip in beweisbare Sitze des
Systems &’ tibergehen, der Wohlordnungssatz dagegen in die Ne-
gation eines beweisbaren Satzes. Wir werden uns also im Folgenden
auf die Anfithrung des Modells und des Beweises, daf die Axiome

")‘Vgl. A. Tarski, Uber unerreichbare Kardinaleahlen. Fund. Math. 30
(1938), 8. 68-89. Vgl. insbesondere §2.

) Vgl. P. Bernays, A System of Axiomatic Set Theory — part I. Journal
of Symbolic Logic 2 (1937), 8. 65-77.

8) Vgl. das unter 1) zitierte Bucl Fraenkels, S. 340—343.
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von & und das Ordnungsprinzip in diesem Modell erfiillt sind, der
Wohlordnungssatz hingegen nicht, zu beschrinken haben. Die Frage
der Widerspruchsfreiheit des Systems &' wird, als nicht zu diesem
Problemkreis gehorig, auBer Acht gelassen®); es wird als (still-
schweigende) Voraussetzung fiir alle unsere Theoreme angenommer,
daB &' ein widerspruchsfreies System ist.

Wie igt nun das System &' zu wihlen? Es zeigt sich, daB diese
Wahl im hohen MaBe willkiirlich getroffen werden kann: als &
kann jedes System der Mengenlehre gewihlt werden, das die Bil-
dung von ebenso groBen Michtigkeiten wie & erlaubt und das Aus-
wahlaxiom unter den beweisbaren Sitzen enthilt; ob & der ersten
oder der zweiten der obenbetrachteten Gruppen angehort, ist dabei
gleichgiiltig. Der Bestimmtheit halber wihlen wir als & das axio-
matiseche System von v. Neumann?®), das offenbar den beiden
Forderungen entspricht. Da os aber sehr umstindlich wire, den
Beweis in der etwas gewollten Ausdrucksweise des v. Neumann-
schen Systems darzustellen, wollen wir lieber an der allen Mengen-
theoretikern geliufigeren Sprache der naiven Mengenlehre festhalten;
die restlose Ubertragung des Beweises in das v. Neumannsche
System wiirde iibrigens keine prinzipiellen Schwierigkeiten bieten.
Dadurch erklirt sich auch, daB wir in unserer Darstellung mehrere
Begriffe nicht zu vermeiden brauchen, die in der naiven Mengen-
lehre einen paradoxen oder nicht geniigend prizisen Charakter
haben, im v. Neumannschen System aber zuldssig sind. Zu solchen
Begriffen zihlt z.B. der Begriff des Bereiches aller Mengen oder
aller Ordnungszahlen. Der Begriff der Ordnungszahl, der in der
naiven Mengenlehre oft nicht genug priizisiert wird, soll in dem
Sinn verstanden werden, der ihm von v. Neumann unterlegt wor-
den ist. Ebenso konnen wir von induktiven Definitionen unbeschrin-
kten Gebrauch machen, da sie im v. Neumannschen System durchaus
zulissig sind ).

9) Zu dieser Frage vgl. A, Tarski, Der Wahrheiisbegriff in formalisierten
Sprachen. Studia Philosophiea 1 (1936), 8. 261-408. Vgl inshesondere , Nach-
wort®, 8. 393 {f.

10y Vgl. Fulinote 8).

1y AuBer der in 8) angefithrten Arbeit vgl. dazu noel folgende Arheiten
von v. Neumann: Zur Hinfihrung der transfiniten Zahlen. Acta Litt. ac scien-
tiarum univ. IHung. Frane. Joseph. Sectio sc. math. 1 (1823), 8. 199-208; Uber
Definitionen durch transfinile Induklion wnd verwandte Fragen der  allgemeinen,
Mengenlehre. Math. Ann. 99 (1928), 8. 373-391.
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Auf die Frage der Konstruktion des Modells in anderen

axiomatischen Systemen kommen wir noch zum Schluf dieser

Arbeit zuriick.

Der Grundgedanke des Beweises ist eng mit ldeen verwandt,
die von Fraenkel in mehreren Arbeiten entwickelt worden sind %),
Auch gind die von Lindenbaum und von mir durchgefithrten
Untersuchungen iiber die Unabhingigkeit des Auswahlaxioms )
von EinfluB auf die Entstehung dieser Arbeit gewesen. Insbesondere
ist die fiir den ganzen Beweis grundlegende Konstruktion der Men-
gen A, (vgl. 15 sowie Fubnote %)) der demniichst erscheinenden
gemeingamen Arbeit von Lindenbaum und mir entnommen,

wo die Frgebnisse dieser Untersuchungen ausfithrlich dargestellt

werden.

Was die duBere Form des Beweises anbelangt, so mdichte ich |

noch bemerken, da8 ich frither den hier besprochenen Satz mit Hilfe
formal génzlich anderer Mittel bewiesen habe: die Konstruktion des
Modells wurde durch gewisse Operationen mit Ausdriicken einer
formalisierten Sprache ersetzt 14). Diese Methode hatte vielleicht in
logischer Hinsicht gewisse Vorteile, war aber viel umstiindlicher
als die hier verwendete. Die Kenntnis der jetzigen Methode, die auf
der Konstruktion des Modells beruht, verdanke ich Vorlesungen
von Godel tiber die Axiomatik der Mengenlehre), in denen
Godel diese Methode zum Beweis der Widerspruchsfreiheit des
Auswahlaxioms verwendet hat. Ich werde noch zum Schlull die
Gelegenheit haben, auf dieses {iberaus wichtige und interessante
Ergebnis von Godel zuriickzukommen. ‘

1) Vgl. Uber den Begriff ,definit und die Unabhingigkeit des Auswahl-
awioms. Sitzungsb. d. Preul}. Akad. d. Wiss. Pliys. Math. Klasse (1922), 8.253-257;
Sur Paxziome du choix. L’Enseignement Math. 34 (1935), 8. 32-51; Uber eine
abgeschwiichte Fassung des Auswahlaxioms. The Journal of Symbolic Logic 2
(1937), S. 1-25.

1) Vgl. die Mitteilung von A. Lindenbaum und mir: Uber die Unab-
hingigkeit des Auswahlawioms und einiger seiner Folgerungen. (. R. de la Soec.
des Sei. et des Lettres de Varsovie 31 (1938), S. 27-32.

4) Diese sog. Methode der Relativisation von All- und Seinszeichen rithrt
von Tarski her und ist in meiner Arbeit: O niezaleznodei definicji skonozonobes
w systemie logili (Uber die Unabhingigkeit der Endlichkeitsdefinitionen im Sy-
stem der Logik) dargestellt, die als Beilage .zum 16. Band der Jahresherichfe
der Polnischen Math. Gesellschaft erschien.

) Auf der Wiener Universitit im Sommersemester 1036/37,
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§1. Das Axiomensystem G.
Grundhbegriffe: Individuum, Klasse, &, .

Der logische Charakter dieser Grundbegriffe ist der folgende:
sIndividuum® und L, Klasse“ sind Priadikatnamen mit einer Leer-
stelle; ,&* ist der Name einer Relation, die zwischen zwei Indi-
viduen oder zwischen einem Individuum und einer Klasse einen
Sinn hat; ,4“ ist eine Individualkonstante. Als logische Basis fiir
das nachstehende Axiomensystem reicht der engere Funktionen-
kalkiil (ohne Identitéit) vollkommen aus.

Definition I. Ein Individuum 2 ist mit einem Individuoum ¥
identisch (in Zeichen @Idy) dann und nur dann, wenn fiir jede
Klasse A die Formeln zed und yed idquivalent sind.

Axiom 1, A ist ein Individuum.

Definition IL. 2 ist eine Menge dann und nor dann, wenn
& ¢in Individuum ist und entweder zId.l gilt, oder es ein Indivi-
duum y mit yex gibt.

Axiom 2. (Axiom der Bestimmtheit). Sind x,y Mengen derart,
daf fiir jedes Individuum 2 die Formeln zex und zey aquivalent
sind, so gilt wIdy.

Axiom 3. Ist x eine Menge, y ein Individuum derart, daf
yhoner, so gibt es eine Menge z derart, daf fiir jedes Individuum ¢
die Formel tez mit der Digjunktion: tex oder tldy dquivalent ist.

Axiom 4. (Axiom der Vereinigung). Fir jede Menge & gibt
es eine Menge y derart, dall fiir jedes Individuum z die Formel zey
dann und nur dann gilt, wenn es ein Individuum ¢ gibt, fiir welches
zet und tewx. ‘

Axiom 5. (Axiom der Potenzmenge). Fiir jede Menge x gibt
es eine Menge y derart, dall fiir jedes Individuum z die Formel zey
dann und nur dann erfillt ist, wenn 2 eine Menge ist und die Formel
tez tir jedes Individuum t die Formel tex nach sich zieht.

Definition JII. Fiir beliebige Individuen u,v bezeichnen wir
mit (u,v) diejenige Menge @, welche der Bedingung geniigt: fiir
jedes Individuum ¢ gilt tex dann und nur dann, wenn tIdwu oder
tIdw.,
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Definition IV. Fir beliebige Individuen w,v bezeichnen wir
mit [u,v] diejenige Menge x, welche der Bedingung geniigt: fiir
jedes Individuum ¢ gilt tex dann und nur dann, wenn ¢.Id(u,u)
oder tId(u,v).

Axiom 6. (Axiom des Unendlichen). Bs gibt eine Menge x,
so daB Aex und die Formel yex fiir jedes Individuum y die Formel
(y,9)ex zur Folge hat.

Axiom 7. (Axiom der Nullmenge). Fir kein Individuum
gilt wed.

Axiom 8, (Axiom der Fundierung). Ist 4 eine Klasse und
gibt es ein Individuum 2 mit xed, so gibt es ein Individuum y
derart, dal yed und die Formeln tey und ted fir kein Indivi-
duum ¢ gleichzeitig erfiullt sind.

Axiom 9. Ist » ein Individuum, so gibt es eine Klagse A
derart, daBl die Formeln ted wund ¢{lde fiir jedes Individuoum ¢
dquivalent sind. :

Axiom 10. Ist A eine Klasse, so gibt es eine Klasse B derart,
daB die Formeln teB und tnon ¢4 fiir jedes Individuum ? Aqui-
valent sind.

Axiom 11. Sind 4, B Klassen, so gibt es eine Klasse ¢ derart,
dafl die Formel ¢teC fiir jedes Individuum ¢ mit der Konjunktion:
ted und teB dquivalent ist.

Axiom 12. Es gibt eine Klasse A, die folgender Bedingung
geniigt: fiir jedes Individuum ¢ gilt te4 dann und nur dann, wenn
t eine Menge ist, i==4 und aus wet, yet fiir beliebige Individuen. #,y
immer zIdy folgt.

Axiom 13. Es gibt eine Klasse 4, die folgender Bedingung
geniigt: fiir ein beliebiges Individuum # gilt e 4 dann und nur dann,
wenn es Individuen u,v gibt, fiir welche wev und tId[u,v].

Axiom 14. Fiir jede Klasse A gibt es eine Klasse B mit fol-
gender Higenschaft: fiir ein beliebiges Individuum ¢ gilt te B dann
und nur dann, wenn es Individuen wu,v gibt, fiir welche wed und
tId[u,v]. '

Axiom 15. Fir jede Klasse 4 gibt es eine Klasse B, derart,
da8 fiir ein beliebiges Individuum ¢ die Formel tsB dann und nur
dann gilt, wenn es ein Individuum « mit [t,u]ed gibt.
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Axiom 16. Fir jede Klasse 4 gibt es eine Ilasse B derart,
daB fiir ein beliebiges Individuum ¢ die Formel t¢B dann und nur
dann gilt, wenn es Individuen w,v» gibt, fir welehe [v,u]ed und
tId[u,v].

Axiom 17. Fir jede Klasse 4 gibt es eine Klasse B derart,
daB fiir ein beliebiges Individuum ¢ die Formel feB dann und nur
dann erfiillt ist, wenn es Individuen u, v, w gibt, fir welche [u,[v,w]]ed
und tId[[w,v],w].

Axiom 18. (Axiom der Frsetzung). Ist x eine Menge und A
eine Klasse mit folgender Eigenschaft:

fiir beliebige Individuen w,v,w aus [u,v]ed und [u,w]ed folgt vIdw,

so gibt es eine Menge y derart, daB fir ein beliebiges Individuum 2
die Formel zey dann und nur dann gilt, wenn es ein Individuum &
gibt, fiir welches tex und [t,2]ed.

Aus diesen Axiomen 148t sich die ganze ,klassische® Mengen-
lehre ableiten; wir brauchen auf ihren wirklichen Aufbau nicht
niher einzugehen und beschrinken uns auf zwei Definitionen,
betreffend die Begriffe der Ordnung und Wohlordnung.

Definition V. Eine Menge y ordnet eine Menge x, falls
2=/ und folgende Bedingungen fiir beliebige Individuen u,v,wex
erfilllt sind:

[u,v]ey oder [v,u]ey;

ist [w,0]ey wund wunon Idv, so ist [v,u] noney;

st [u,v]ey uwnd [v,wley, so ist [u,w]ey;

[u,u]ey.

Definition VI. Eine Menge y ordnet eine Menge z wohl,
falls sie die Menge x ordnet und folgender Bedingung geniigt:
ist # eine Menge, so daB zmnonlIdA und die Formel tez fir jedes
Individuum ¢ die Formel tsx zur Folge hat, so gibt es ein Indivi-
duum wez derart, daB [w,v]ey fiir jedes Individuum wez gilt.

Mit Hilfe dieser Definitionen lassen sich das Ordnungsprinzip
und der Wohlordnungssatz ausdriicken:

Ordnungsprinzip. Fir jede Menge a==/1 gibt es eine Menge y,
die = ordnet.

Wohlordnungssatz. Fiir jede Menge »==A gibt es eine
Menge ¥, die @ wohlordnet.
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Wie wir schon erwihnt haben, stellt das System & eine Abart des Systemns
von Bernays dar?). Die Unterschiede zwischen beiden Systemen beruben 10 guf
einer anderen Auffassung des Bestimmtheitsaxioms und 2° auf einer anderen
Wahl der Grundbegriffe. Im System von Bernays treten 4 Grundbegriffe auf:
~Menge®, Klasse®, " (die Relation der Zugehorigkeit einer Menge zu einer
Klasse), »&“ (die Relation der Zugehirigkeit einer Menge zu einer Menge). Zwei
erste Begriffe konnte man ihrigens mit Hilfe von ¢ und 4 definieren. Wir haben
die Grundbegriffe anders gewiiblt, um it einer Relation des Enthaltenseins
auskommen zu konnen, was — unserer Meinung nach — besger den mathema-
tischen Gewdhnungen entspricht. Die Konstante .1 wurde eingefiigt, win die
Axiomatik so fassen zu konnen, dall sie die Existenz der Individuen, die keine
Mengen sind, nieht ausschiieft.

Die ,natinlichsten” Systeme der Mengenlehre sind — unserer Meinung
nach — diejenigen, welche nur die zwei Grandbegriffe ,, Menge® und ,.&* enthalten,
Mehrere formale Systeme dieser Art, die bisher verdffentlicht worden sind, sind
insofern nicht befriedigend, als sie auller den eigentlichen Axiomen noeh ,,Axio-
menschemata“ enthalteu, so daB sie sich eigentlich auf unendlich viele Axiome
stitzen. Wie wir aber gemeinsam mit Herrn Tarski bemerkt haben, kann man
die durchaus endlichen Axiomensysteme dieser Art angeben, die mindestens
80 reich sind, wie das System von Bernays. Wir haben vor, soleh ein Axiomen-
system bei einer anderen Gelegenheit zu veriffentlichen.

§ 2. Die Konstruktion des Modells.

Von diesem Paragraphen an stellen wir uns auf dem Boden
des von Neumannschen Systems der Mengenlehre. Mit lateinischen
Buchstaben bezeichnen wir Mengen, mit deutschen Bereiche von
Mengen, die im allgemeinen mit keiner Menge umfangsgleich zu sein
brauchen. Mit den Buchstaben &,7,{,7 bezeichnen wir Ordnungs-
zahlen und mit den Buchstaben ¢,y, y gewisse Funktionen. AuBerdem
wird die iibliche Bezeichnungsweise der Mengenlehre verwendet.

1. Fir jede Menge x bezeichnen wir mit PB(x) das System
aller nicht-leeren Teilmengen von .

2. (Induktive Definition fiir JZi(w)). Wir setzen fiir jede
Menge w: *) Zy(w)=w; ) Zi() ist fiir £>0 die Menge derjenigen 1
fiir die entweder tex gilt, oder es ein # und ein n<& gibt derart,
daB tezeXy(z).

3. (Induktive Definition fir X:(%)). Wir setzen fiir jeden
Bereich A: *) Zy(A)=A; P) Ze(A) ist fiir £>0 der Bereich aller 1,
fir die entweder te gilt, oder es ein n<£ und ein yeZ, (A gibt,
s0 daf zey.
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4. Sind x,y Mengen, yex, so ist Z:(y)CZen(x) fiir jede
Ordnungszahl £,

Beweis. Ist £=0 und teZy(y)=y, so gibt es ein zex (und
zwar ist z=y), fiir welches fezer=2Xy(x). Wir haben also teZ,(x)
d.h. es ist Zy(y) CZi(x). Nehmen wir an, die Behauptung gelte
tiir alle Zahlen n<é. Ist teXe(y), so ist entweder tey oder tezeX) (y)
flir ein # und ein #n<<£. Im ersten Fall ist offenbar teXers(x), da
teyewx=2y(x); im zweiten schlieBen wir auf Grund der Induktions-
voraussetzung, daf tezeXyy(v) und, da 9+I<é+l, telig(m).
Es ist also Z¢(y) CZipq(x), w.z. b. w.

5. Sind &,m Ordnungszahlen und E<n, so gili Z:(x)CZ,(x)
fiir jede Menge x und Z:(W)CZ,(A) fir jeden Bereich W,

Beweis. Ist te2z(x), soist tex oder fez, wo zeZy(z), {<E<y.
In beiden Fillen gilt laut 2 tely(x). Der Beweis fiir Bereiche ist
ganz analog.

6. Fiir jede Ordnungszahl ¢ bezeichnen wir mit é—1 die Zahl,
die ¢ unmittelbar vorangeht, falls eine solche vorhanden ist. Ist &
eine Limeszahl oder 0, so setzen wir &—1=¢£.

1. Sind u,v  Mengen, so ist Zy({u,v))={u,v} wund
Ze({u,0)) =1, 0} +Zey (u)+Ze_1 () fiir alle E>0.

Beweis. Die Formel fiir Zy({u,v})) ist evident. Ferner gilt
teXi({u,v}) dann und pur dann, wenn te{u,v} oder wenn es ein
ze{u,v} gibt, fiir welches tez. Dies ist aber gleichbedeutend mit
telu, v} + u-tv="_{u,0} +Z,(u)+Z,(v). Die Behauptung gilt also fiir
£=1. Setzen wir nun ihre Richtigkeit fiir alle 7<¢ voraus, wo é>1.
Laut 2 gilt teZ:({u,v}) dann und nur dann, wenn te{u,»} oder
Wenn tezeX,({u,v}) fur gewisse # und #n<<&; dabei kann man
y~—1<n voraussetzen. Nun ergibt nach der Induktionsvoraussetzung
die zweite von diesen Bedingungen entweder teze{u,v} oder tezeZ;—i(u)
oder schlieBlich tezeX,_1(v). Aus n<é ergibt sich n—1<f—1 und
aus 5 folgt uCZey(u) und vCZe q(v). Wir haben also entweder
tew+vC Ty (u)+ Zema(v) oder teXe(u) oder teXpi(v), d.h.
telu, v} 4 Zeq (w)+ ey (v). Folglich ist

(1) 5 ({1,0}) C{tty 0} T () 4 Bt (0).
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Ist nun teZ;s(u)+ Ze—1(v) und ist &==0 keine Limeszahl, so
gilt nach 5 teXs(u)4Zs(v). Ist aber & eine Limeszahl oder 0, so
sind nach 6 die Formeln feXe—1(u)+Zi—1(v) und teXe(u)+Z:(v)
direkt dquivalent. Damit ist die Inklusion Xy () Zs—1(v) CZs ({u,v})
bewiesen. Da auch {u,v}CZ:({u,v}) fiir £>0 offenbar gllb, 50 haben
wir {u, v} Zgg () + Ze—1 (v) CZe ({w,v}), was nach (1) die gewiinschte
Gleichheit ergibt.

8. Fiir jede Menge v und jede Ordnungszahl & ¢ilt

(21 (0) = e (2) = 2, (Ze(a).
Beweis. Die Formel ist evident fiir é=0. Wir setzen voraus,
daB sie fiir alle #n<c& gilt. Ist teZg(Zl(w)), 80 ist entweder ¢eZ(x)

oder tezeX,(Z(z)), wo n<é Im ersten Fall haben wir nach 5
teZe11(2). Im zweiten gilt laut der Induktionsvoraussetzung tezeS, 11(x),
woraus sich wegen 2, 5 und n+1<é+1 die Formel teZe(x)
ergibt. Es ist also bewiesen, dag8

(1) Ze(Zu(®)) C Zea ().

Ist nun teXsyq(z), so gilt entweder tex oder tezeX, (x) fiir ein
gewisses z und n<é-41. Im ersten Fall haben wir offenbar

teZo(m)Czl(Eg( o). Im zweiten ist wegen 2, 5 und N<E tezeZe(m)
d.h. teX(Xe(z)). Bs gilt also

2) Tt (@) C 2y (Zs(w)).

Ist schlieBlich feX, (Z‘ (@ )) 80 ist entweder teX () oder teze T:(x)

fir ein gewisses z. Im ersten Fall ist entweder texC X () C X (Zl(m))
oder teweZy(r), wo n<<é Trifft das zweite zu, so erhalten wir
zezl(z,,( @)) also nach der Induktionsvoraussetzung teX,(Zy(z)) und

folglich nach 5 teZ:(X(s)), da n<& ist. Im ersten Fall gilt also

immer feX; (21( )). Ahnlich iberlegen wir im zweiten Fall: es
gilt némlich entweder tezez oder tezeve Zy(w), wo n<& ist.
Im ersten Fall erhalten wir teX,(» )CZ‘g( (w)) und im zweiten

teze (%, (2))=X, (Zy(2), d. h. teZpps(Zy@)); da n+1<é€ ist, folgt
daraus nach 5 teZ:(Z,(x)). Wir erhalten somit die Inklusion

(3) 21 (Z(@)) C Zg (2 ().

Unsere Behauptung folgt nun unmittelbar aus (1), (2) und (3).
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9. Sind u,0 Mengen und W, B Bereiche, so ¢ilt
Ze(u+v)=2(u)+2e(v)  wund  Z(U+B)=Z:(A+-2:(B)
fiir jede Ordnungszahl E.

Beweis. Iis gentigt nur die erste Formel zu betrachten, der
Beweis der zweiten ist vollig analog.

Fiir £=0 ist die Formel offenbar richtig. Wir setzen nun ihre
Richtigkeit fiir alle »<<£ voraus. Ist teX:(u+v), so ist entweder
teu-+v, oder tezeX,(u-4v), wo n<f. Im ersten Fall erhalten wir
nach 5 feX(u)+2y(v)CEe(u)+2:(v); im zweiten gilt laut der In-
duktionsvoraussetzung tezeX,(u)+ 2y (v), also teXs(u)-+Xg(v). Ist
umgekehrt teX:(u)-+ Z:(v), so ist entweder teu oder tev oder
texeXy(u) oder teyeZ{(u) wo 7,{<<&. In zwei ersten Fillen haben
wir feu-~vCZ(u—-v); im dritten. Fall ist nach der Induktions-
voraussetzung teye X, (v) C X, (u) + Zy(v) CZy(u+v), also laut 2
teZ:(u-+v). Ebenso zeigen wir im vierten Fall, dall teX:(u-+ov).
Diese Formel ist also ganz allgemein fir teXs(u)+Z:(v) giltig.
Wir haben somit die Aquivalenz der Formeln teZXs(u-v) und
teZ:(u)+2:(v) bewiesen, w.z. b. w. :

10. Sind u,» Mengen, U, B Bereiche und ist uCv und ACH,
80 ist Ze(u)Cle(v), Ze(W)CL:(B) fiir jede Ordnungszahl £.

Dies folgt direkt aus 9.

11. Fir jede Ordnungszahl & und jede Menge von Mengen
gilt Ze(Y y)Clia ().
vex
Durch

Beweis. Nach 2 haben wir offenbar Y yCZ(x).

yex

Anwendung von 10 und 8 schliefen wir hieraus

Z(3y) C Ze( 2 (2)) = Zews (@),
w. z. b. w. vex

12. Ist x eine Menge, U ein Bereich und & eine Ordnungszahl,
s0 st Zx(P()-A) — P(x)-AC Zx().

Beweis. Die Formel ist evident fiir £==0. Wir seuen ihre
Richtigkeit fiir alle <& voraus. Ist teZ:(P(z) A —P(@) 50
gibt es p<é und z derart, dad tezeZ,(P(x)-A). Ist ze‘B(m) at, 80
haben wir te2Ca=~=Zy(x)CZe(x). Ist znoneP(x)-A, so gilt laut der
Induktionsvoraussetzung teze X, (), es ist also te Zi(x). Die Formel

teZ:(x) gilt also in allen Fillen, w.z. b. w.
14


GUEST


8N}
==
Do

A. Mostowski:

13. (Induktive Definition fiir a,). ) ag=0; ") @ny1=={dn)}.

4. Z=F[n=0,1,2,..].
n

15, Ay=Z—{an)  filr n=0,1,2,...
16. K =J[n=1,2,
S

17. (Induktive Definition fiir K).
2 KO_IL—{—‘AU,, by Ke=2) K,+B( QJK, fiir 0.

B §

18. Sind &7 Ordnungszahlen wund £<n, so ist K:CK,.

: Der Beweis durch Induktion bietet keine Schwierigkeiten.

19, Fiir beliebige Ordnungszahlen &, v ist Z(K,)CK,+Z

Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir £=0, denn Zy(Ky)=1K,.
Wir setzen voraus, daB die Behauptung fir alle <& richtig ist.
Ist teZg(K,,),’ so ist entweder te K, oder es gibt ein z und ein {<C¢
derart, daBl fezel;(K,). Im -ersten Fall haben wir tell,4Z.
Im zweiten schlieBen wir aus der Induktionsvoraussetzung, dafB
teze Ky+Z. Ist nun 2eZ, so ist nach 14 z=a, fiir ein gewisses n
und folglich nach 13 t==a,;¢Z. Ist aber z¢ K,, so gibt es eine kleinste
Zahl v<(, fiir die zeX,. Ist v=0, so haben wir nach 17 #2=A4,, fir
ein gewisses m, wonach wegen 15 teA4,CZ d.h. teZ. Ist aber v>>0,
s0 ist nach 17 K,:Z K,,—HI}( ZK,,) und, da tnonek, fir v<r,

»T WL

also nach 18 teK,. Jedenfalls ist also teK,+Z, w.z. b. w.

20. Mit M bezeichnen wir den Bereich aller x, fiir die es ein &
mit reK; gibt. Ist eI, so bezeichnen wir mit z(x) die kleinste
Ordnungszahl &, fiir welche ®zeK;.

21. Ist \:z:eEIR und t(2)>0, so st 0#00CZK,, und T(y)<t(w)
fiir jedes yea. 1H

Der Beweis ergibt sich sofort aus 17 und 20.

22, Ist % eine Mengé wund O#mC Ky so dst weHgp und
)‘olglwh zeM. . !

‘Beweis. Aus 0-£2C K; folgt OzlszLK,,, d.h. @eP(D 1) C Ky

3§41

d:h. nach 1 O#zCZK Daraus ergibt sich te ZK,,
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23, Ist ueM—K,, so ist S]3(u)es‘m.

Beweis. Nach 21 ist 0==(u)CP( Z K,/ CHywy, wonach wegen 22
Blw) e M. "

24. Ist u eine Menge und 04=uCIM—K,, so ist Y weM.

Xeu

Beweis. Fiir zew haben wir (x)>0, also nach 21 04xC Y K,.
B t(x)
Ist also { eine Ordnungszahl, welche alle t(x) mit weu iibertrifft,

so folgt xCZ, K,q fiir alle wew, wonach wegen 18 0:1:2, CE;.
Nach 22 erglbt gich daraus M xed, w.z. b.w. :

NEU

25. 0,{0} non e M.

Beweis. Bg igt offenbar 0,{0}noneK, Ist nun £>0 und gilt
0nonell, fiir alle n<é, so gilt OnoneLK,, und nach 1 OnoneiB LK,,

Nach 17 folgt daraus OnoneK, also durch Induktion Ononefm
Wire {0}et, so wiirde nach 21 {0} CZ, K, fiir £=7({0}) gelten.

Das ist aber unmdglich, da 0 non eZ K,,, w.z.b. w.
ned

26. Ist weK, und yex, so ist ymnon eI

Beweis. Wire die Behauptung falsch, so wiirde nach 14,
15, 17 und 20 a,eK; fiir gewisse » und & gelten. Nach 13 und 21
wirde daraus {0}eH: folgen, was zu 25 im Widerspruch steht.

27, Ist & eine Ordnungszahl und wed, so st &) Z:(z)— MC Z;

P) Z(JMCM+ 2.

Beweis. *) Ist 7(w)=0, so ist =4, fir ein gewisses m und
unsere Behauptung ist evident. Ist v(x)>0, so haben wir nach 18
und 21 #CH,y, wonach wegen 10 und 19 Zi(x)CEK,y+Z, also
2y (2)—KwCZ. Da K;nCIM, sofolgt darans X (2)—MCZ, w.z.b.w.

by die Formel ist offenbar richtig fiir £é==0. Ist nun £>0 und
gilt X, (MCIM+Z fiir alle n<<§, so erfilllt jedes xeX:(M) entweder
die Formel xzeIl oder die Formel zeyeZ, (M), wo <& In diesem
zweiten Fall erhalten wir auf Grund der Induktionsvoraussetzung
yeM+Z. Ist yeZ, so ist weZ nach 13 und 14. Ist yeM und #(y)=0,
8o ist xeZ mnach 15, 16 und 17. Ist schlieflich =(y)>0, so ist nach 18
und 21 wey CK,pCMM. In allen Fallen gilt also xeM+Z, w.z.b.w.
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28. Mit ®, bezeichnen wir das System aller eineindeutigen
Abbildungen von K auf sich selbst. Die Abbildung, die durch Zu-
sammensetzung von zwei Abbildungen ¢,ye®, entsteht, wird mit gy
bezeichnet ); mit p~! bezeichnen wir die zu ¢ inverse Abbildung.

29. Fir zeK und ¢e®, bezeichnen wir mit ¢(x) dasjenige
Element von K, welches aus # durch die Abbildung ¢ entsteht.

30. (Induktive Definition fiir |p,|). Wir setzen fiir weI und
pe®p: ?) g, dol=4o; ) lp,al=g(@) fir weK; ©) |p,0=Fyex]
[l
falls z(x)>0.

31, Ist 2eM und ¢e®, so ist |p,a|e M.

Beweis. Ist 7(z)=0, so folgt die Behauptung sofort aus 30 &), "),
Wir setzen die Richtigkeit der Behauptung fir alle # mit (x)<é
voraus und betrachten ein x, fiir welches z(x)=¢. Aus 25, 30°)
und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich 0==|p,#/CI, wonach
wegen 22 |p,xleM, w.z. b.w.

32. Ist x eine Menge und 0==xCIM, so ist |p, ®| = F'[y ¢ x].
o 1l
Beweis. Aus 22 ergibt sich leicht die Existenz einer Ordnungs-
zahl £, fiir welche weK:. Folglich ist xeM. Nach 26 muB 7(x)>0
sein und unsere Behauptung ergibt sich sofort aus 30 ©),

33. Ist 2eM und 9B, 50 st |p, p, o = .

Beweis. Wir verfahren durch Induktion in bezug auf ().
Ist 7(z)==0, so ist die Behauptung evident. Wir setzen nun voraus,
daB sie fiir alle # mit v(2)<<¢ gilt und sei # ein Element von I mit
"@)=¢. Da £>0 ist, so erhalten wir aus 21 0==xC9, wonach

wegen 32 und 31 0==|p,z/= F[yex] C M. Durch nochmalige
[, |

Anwendung von 32 folgt ‘(p_l, e, m” = [ [yex]. Da aber nach 21

) ' | I, ]
T(y)<¢ fiir yex ist, so erhalten wir laut der Induktionsvoraussetzung

ot lgs 0| =2, w. 2. w.

4. Ist ¢ge®y und z,yeM, so sind die Formeln xey und
g, 2 € lo,y| dquivalent.

1) D.h. zuerst wird die Abbildung ¢ und dann ¢ ausgefithrt.
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Beweis. s sel zuerst wey. Aus 26 folgt ynoneK,, also (y)>0,
also nach 21 04yCIM und daher laut 32 |p,y|=F'[tey]. Aus zey

s 8l ‘
folgt also |p,|e|p,y|. Bs sei nun |p,2| e|p,y|. Nach 31 ist |p,y| e,
wir kénnen also ganz dhnlich wie oben schlieSen, da8 0 |g,y|CN,

woraus nach 32 ’1/), |<p,@/|‘= Eltelp,y]] fir ye®, Setzt man hier
[,
w=g~', so folgt nach 33 wey, w.z.b. w.

35. Ist xeM und pe®,, so ist v(x)="1(|p,x|).

Beweis. Wir verfahren durch Induktion in bezug auf ().
Fiir 7(#)=0 ist die Behauptung evident wegen 30 2), »). Es sei nun
£>0, 7(xz)=¢ und nehmen wir an, die Behauptung sei richtig fir
alle y mit 7(y)<é Nach 21 ist 0==2C) K,, wonach laut 32 und

g

der Induktionsvoraussetzung 0 == |p,z) C;; K, d.h. |p,z|eK;. Es ist
n<s

also jedenfalls (|p,2|) <& Wire 1(|p,2|)<<£, so hitten wir nach
der Induktiongvoraussetzung r(]cp“l, |qo,w||)<5 d.h. nach 33 (w)<&.
Da dies mit unseren Voraussetzungen im Widerspruch steht, so ist
(|, |)=é=1(x), W.z.b.W.

36. Ist xeM und @,pe®, so ist ]zp,_|«,u,o:]|=l<pzp,m|,

Beweis. Wir wenden wieder eine Induktion in bezug auf
v(z) an. Ist 7(x)=0, so ist der Satz richtig. Wir nehmen also an,
daBd £>0 ist und der Satz fiir alle y ¢ M mit v(y)<<& gilt. Bs sei 7(x)=¢£.
Nach 32 haben wir |y, ==]‘E‘ [yex], wobei wegen 21 und 35

iy
w(|p,y|)<€ fiir yex. Folglich ist 0 ==|yp,2|CM, woraus sich nach 32
die Formel |p, lp,|= F [tely,a]= F [yew] ergibt. Die Induktions-
Il Jos v ]
voraussetzung liefert nun ‘(p, Iy, w” = F'lyex]=|py, %/, W.z b.w.
‘ : leynyl

37. Ist weM und @G, ist ferner & eine’ Ordnungszahl und
Z;(2)- MeM, s0 ist o, Z (@) Y = Ze(|g, ]) - M. -

. Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir é==0. Wir haben in
der Tat Zy(a)=x, Zy(|p,2|)=|g,2|. Ferner ist zmnoneH,, da wir
sonst nach 26 z-Mt=0 hitten und die Voraussetzung Z:(x) MeWM
wiirde, wie aus 25 ersichtlich, nicht erfiillt sein konnen. Es ist also
7(#)>0, wonach wegen 21 0==zCIR. Aus 32 folgern wir nun

(1) p, @ M| = K[y ex- M].

9yl
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Ist also zelp,x-M, so gilt z=|p,y|, wo yex-M. Danach ist
|@,ylelg, 2| laut 34 und |p,y|¢M laut 31. Folglich haben wir zelp, ] M;
es gilt also
(2) |y - 3 C |gp, 2] - .

Ist nun zelp, 2/ M, so gilt nach 33, 34 und 31 |p~, 2| »- M, woraus
sich nach (1) |p,lp 7,2l elp, - WY, d.h. mit Ritcksicht aut 33 ze|p,x- M),
ergibt. Bs folgh daraus die Inklusion [p,a]-M Clp,x M|, die mit (2)
zusammen beweist, daB die Behauptung unseres Satzes fiir &=0
erfillt ist. Wir setzen nun die Richtigkeit dieser Behauptung fiir
alle n<<¢ voraus. Es sei 9e®y xeIM, Z:(x)- MeM. Bs ist dann
Zs(z)- Mnone Ky, da wir sonst nach 25 und 26 (2)- M= O0noneM
hiitten. Die Zahlz( Zx () 9) ist also >0, woraus nach21 0= X (a)- MC N
und folglich laut 32 ‘
(3) W;Es(m)-imlr—lEl[yeZg(m)'iml

Ty

Ist also zelp, Z:(2). M|, so0 gibt es ein yeZi(x) M, fiir welches
z=|p,y|. Bs sind nun laut 2 zwei Fille zu unterscheiden: entweder
Yew oder es gibt ein ¢ und eine Zahl 5<&, so daB yete Xy (x). Im
ersten Fall erhalten wir aus 31 und 34 ze|p,a|-9M, also umsomehr
2eX:(jp, ) M. Im zweiten Fall {iberlegen wir folgendermafen:
wire tnone I, so hitten wir nach 27 teZ, wonach y¢Z und Yyeuel,
fiir ein gewisses w. Aus 26 erhielten. wir also ynoneIN, was unserer
Voraussetzung widerspricht. Bs ist also yetedy(x)- M. Nach 34 erhalten
wir daraus z=/|p,y|e|g,t|e|p, Z, (z)- M|, woraus sich durch Anwendung
der Induktionsannahme zeX;(jp,%|)-IMM ergibt. Damit ist bewiesen:
(4) . ) |¢;Z.(m)imlcz=(f%w|)m

Es sei nun umgekehrt yeXe(|p,2|)- M. Wir haben wieder zwei
Fille zu unterscheiden: entweder yelp,a|-M oder es gibt ein ¢ und
eine Zahl n<¢, so daB yeteZy(|lp,2)). Im ersten Fall erhalten wir
aus 31, 33 und 34 [p~,ylez- MC Ze(2)- M, wonach mit Riicksicht
auf 33 und 34 yelp,Z:(2)- M. Im zweiten Fall schlieBen i ganz
dhnlich wie oben, daB fe9. Aus yeteZ,(jp,2))- M folgt nun durch
Anwendung der Induktionsvoraussetzung yetelp, Xy (v)- M|, woraus
nach 33 und 34 |¢p—1,yle|zp"1,t]eZ,,(w)~ﬂR. Folglich ist |p~1,y|e X (z)- M,
woraus sich durch nochmalige Anwendung von 33 und 34 yelp, Ze(x)- SDII
ergibt. Es ist damit bewiesen, da8 \

(5) 2€(|’p:$|)‘wtcl¢;2§(‘”)'m’tia

und die Formeln (4) und (5) beweisen die Richtigkeit des Satzes
fir die Zahl &, w.z. b.w. ' : :
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38. Kine Menge GCG, heilt Gruppe, wenn aus ¢,pe®, immer
pyp~le® folgt. Das System aller Gruppen wird mit G bezeichnet.

39. Ist ACH, Ge§, so bezeichnen wir mit G(4) die Unter-
gruppe von ®, bestehend aus Funktionen ¢e® die der Bedingung
p(r)=w fiir xed geniigen.

40. Fiir ACK und Geg bezeichnen wir mit Kg(4) den Bereich
der Mengen xze, so da8 |p,x|=2 fir alle peG(4).

41, Ist ACK, GeG, veflg(d) und pe®, so ist |p,reflg («p(A)) m,

Beweis. Trstens gilt nach 31 |p,z/eM. Aus der Voraussetzung
ergibt sich weiter, dafB
(1) lp,m|=a  fir ype®(4).

Ist nun xe(ﬁ((p(A):), 50 ‘gehort nach 39 die Funktion ¢~!yp
der Gruppe ®(4) an. Nach (1) ist also |¢p~!xp,2|=2, wonach wegen
33 und 36 \x,lqo,m”:](p,w[. Da dies fir jedes xe(ﬁ(tp(A)) gilt, so
erhalten wir nach 40 |qo,w|eR(5(qo(A)), w. z. b. W.

42, Eine Menge MCP(K) wird als G-Ring bezeichnet, falls
GeG und folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) aus X,YeM folgt X+YeM;
(2) D X=K;

XeM
(3) auy XeM, pe® folgt ¢@(X)eM.

Das System aller G-Ringe wird mit R(®) bezeichnet.

43. (Definition des Modells). Bs sei GeG und MeR(®). Ein
Element ze¥t wird als ein M,H-ausgezeichnetes Element
bezeichnet, falls es zwei folgende Eigenschaften hat:

(1) es gibt ein AeM, so dal xefKg(4);
(2) fiir jede Ordnungszahl & ist Zg(m)-SUtCB%:[R@(B) 18),

Der Bereich aller M,®-ausgezeichneten Elemente wird mit
MWy, bezeichnet.

17) @ () steht wie gewidhnlich fir E[me:li]. Es ist dbrigens |p, d|=g(d).

el . .
18) Diese Formel ist wie folgt zu lesen: fiir jedes 'ﬁe.E'_E(m)-‘JR aibt es eine
Menge Bel, so dal teRg(B).
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Kinen Bereich % nennen wir M,G-ausgezoeichnet, wenn er
gleich A, ist oder folgende Bedingungen erfiillt: '

(3) 0=ACW y 63

(£) es gibt eine Menge Ae I, so daB die Formeln e und |p, x| e
fiir jede Funktion pe®(4) fquivalent sind.

4. Ist GeG und MeR(®), so ist ﬂBM.@g);R@,(A).
eM
Der Beweis ergibt sich sofort aus 43.

45. Ist GeG und MeR(G), so ist Ky CWy 6.

Beweis. Ist we K, so ist e 9. Aus 42 folgt ferner, daB es eine
Menge Ae¢M gibt, fiir die zeA. Daher gilt nach 39, 40 und 30")
refRe(4). Ist schlieBlich & eine Ordnungszahl und yeZ:(z), so ist
ynoneM, denn die Elemente von X:(z) sind, wie leicht festzustellen,
immer mit einem a, identisch, kénnen also nach 26 nicht zu M
gehoren. Es ist also Z:(z) - M=0. Darans folgt nach 43, daB x ein
M,®-ausgezeichnetes Element ist, w.z. b, w.

46. Ist GeG, MeR(G) und reWy 6—Ko, so ist :ﬂCﬂB];L@.

Beweis. Aus zeWy g— Ky folgt zeM— Ky, also 7(2)>0. Wenn
also yex, so ist nach 21 yeM. Da x ein M ,®-ausgezeichnetes Wle-
ment ist, so gibt es fiir jedes teXy(x) und insbesondere fiir t=y eine
Menge AeM ) 80 daB yeRg(4). Nach 4 gilt ferner fiir jede Ordnungs-
zahl & Z:(y)- MCZepy (x)- M, wonach Zg(g/)-SJRCZR@(B). Nach 43
schlieBen wir also, daB YeWy g, w.z.b.w., ¥

47. Ist G, MeR(G), reWy e und pe®, so ist ](p,;’l;leﬁlBM,@.

_ Beweis. Laut 31 haben wir erstens lp,o/ e M. Da es ferner
eine Menge AeM gibt, so daB #efg(4), s0 erhalten wir nach 41

]q),w]eR@(rp(A)), wobei nach 42 ¢(4)e M. Bs gibt also ein Be M,
80 daB :

(1) lp, | € R (B).
Es sei nun & eine Ordnungszahl. Laut Voraussetzung gilt
(2) Zi(z)-MC D) . |
1(2)-MC S K (B)

Ist Ze(lp,2})- M=0, so haben wir offenbar
(3) Eg(lfp,w()'ﬁ?%%;ﬁcs(l?)-
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Ist Xe(|p,)) V=0, so haben wir vor allem

(4) 2 ( ) Me AN,

~ 'Wenn wir nimlich mit ¢ eine beliebige Ordnungszahl bezeichnen,
die alle 7(y), wo ¥ eZ: (@, ®|)- M, ibertrifft ), so erhalten wir aug 20:
02 () MC K, woraus sich nach 22 die Formel (4) ergibt.

s sei nun ¥ eZe(|p,x))- M. Mit Riicksicht auf (4) und 37
erhalten wir ye|p,Z¢(2)- M| also nach 33 und 34 |¢~', y|eZ:(2)- M.
Aus (2) schlieBen wir ferner, dall es eine Menge Ce M gibt, fiir welche
lp-1, 9l eRe (€), wonach wegen 33‘1 und 41 yefg(e(C)). Da (%a,bei
nach 42 ¢((eM, so folgt y l;;%{lﬁg(b’) und da dies fiir jedes

@0

yeXe(|p,2])- M zutrifft, so erkennen wir, daB (3) auch in diesem
Tall erfilllt ist. Aus (1) und (3) folgt nun nach 43 |g,u|e¢Wy q,
w. z b. w.

48. Ist ®eG, MeR(®) und u,ve Wy @, 0 st {u,v}, {u,v>e Wy 6.

Bewaois. Ist weK; und vell, so ist nach 18 0=={u,v)CK;,
wo C=max (&), also nach 22
(1) {u, v} e M.

Da w0 eI, s0 ist 0=={u,v)CM, also nach 32 ](p,.{u, 7)‘,|={|qo,u|,'|<p,’v]}
fiir pe®,. Nun gibt es nach der Voraussetzung zwei Mengelj. A,BE.M .
50 daB |p,ul=wu fir pe®(4) und |yp|=0 fir pe®G(B). Setzen wir
algo O=A4-B, so haben wir nach 42

(2) UeM;

ist @ e®(C), so ist nach 39 pe®G(4) G(B), also |g,u|=u und |p,v|=v
d. h. {p,ul, j@,0)} = {u,v} oder

tiir @e®(0).

Es sei jetzt & eine Ordnungszahl und yeZe({u,p})-M. Ist
£=0, 50 ist y==u oder y=v; es gibt daher eine Menge BelM, so dal

(4) lpyl=y  fir @eG(B).

(3) (2 {uy )] = {u,p)

W) Die Lxistenz einer solchen Zahl § ergibt sich a8 folgendem Sq‘t;z, der
in der v. Neumanungelien Mengenlehre heweisbar ist: fir jede M enge (%@1‘ ( )'r(l-ZLu.'plt‘(és-
zahlen gibl es eine Ordnungszahl, die dieser Menge nicht angehdrt. Man heaclite,
dafi Ze(x)-IM eine Menge int.
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Ist £>0, so haben wir laut 7 y=u oder y==v oder yeXy_i(u) I
oder yeXi(v)-9M. Zwei erste Fille haben wir oben betrachtoet;
im dritten und vierten Fall folgt die Existenz ciner Menge B M,
fiir welche (4) erfiillt ist, direkt aus der Voraussetzung u,v eIl M,
Die Formel (4) gilt also ganz allgemein und es folgt daraus nach 40
(5) o Ze({n,0)- MC Y K (B).

BeM

Aus (1), (2), (3) und (5) ergibt sich nach 43 lu, v} ¢ Wy . Durch
zweimalige Anwendung dieser Formel erhalten wir <u,v> Wy s,
da- <u, 0> = {{u,v}, {u, u}).

49. Ist GeG und MeR(G), so ist jedes Element von IB MmN
ein ausgezeichneter Bereich.

, Der Beweis ergibt sich sofort aus 32 und der Definition der
ausgezeichneten Bereiche.

50. Ist GeG und MeR(®), so ist 2y (Wy ) M=Wy g fir
jede Ordnungszahl €. '

Beweis. Die Formel ist offenbar richtig fiir £=0. Wir setzen
ihre Richtigkeit fiir alle 5<¢ voraus. Nach 5 haben wir

(1) Wy, C 26 (W) M.

Ist nun zeZ:(Wyr )M, so gilt entweder veWyr e oder,
fir ein gewisses n<¢ und ¥, wey eZy(Wy g). BEs muB dabei nach
27") und 26 yeM—K, sein, da sonst nicht zeIN gelten. konnte.
Laut der Induktionsvoraussetzung folgt hieraus ey e ME— I\TO;
wonach wegen 46 zeWjy . Bs ist also 2:(Wye) MCWy e,
Was zusammen mit (1) die gewiinschte Gleichheit ergibt.

§ 3. Das Haupttheorem.
Das Haupttheorem lautet:

Ist GeG und MeR(®) und ersetet man in Awiomen des Sy-
stems S die Worte sindividuum*, »Klasse”, e A beziehungsweise
durch die Worte , M y®-ausgezeichnetes Element®, ,, M ,(B-ausgezeichmter
Bereich™, e, 240, 80 gehen alle Axiome des Systems S in richtige
Aussagen iiber.

Ehe wir an den Beweis dieses Theorems herantreten, miissen
wir feststellen, was fiir einen Sinn die definierten Begriffe des Sy-
stems S bekommen, wenn wir die Grundbegriffe auf die im Haupt-
theorem beschriebene Weise interpretieren.
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51. Ist GG, MeRB(®) und &,y €Wy @, s0 gilt x==y dann und nur
dann, wenn die Formeln xe¥ und yeW fir jeden M,G-ausgezeichneten
Bercich W dgquivalent sind.

Beweis. Ist =y, so sind die Formeln ze und yey offenbar
fiir jeden Bereich dquivalent. Es seien nun die Formeln x e, ye
fiir jeden M,®-ausgezeichneten Bereich dquivalent. Betrachten wir
den Bereich WA=z}, der iibrigens auch eine Menge ist. Aus 26,
48 und 49 folgt, daB A ein ausgezeichneter Bereich ist. Nun ist
weW, es mub also yeW d.h. y=2x sein, w.z b.w.

Aus 51 geht hervor, daB es die Relation der Identitit ist,
die in unserem Modell der Relation Id des Systems & entspricht.

52. Hs soi G¢G, MeR(®) und weWy g. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dafir, daf w=A»A, oder dap es ein yeWy g
mit yex gibt, besteht darin, daf xey —K.

. Der Beweis ergibt sich sofort aus 25, 26, 45, 46, 17 *) und
der Formel A, non ¢ ;

Dem Begriff der ,Menge”, der in Definition II eingefiihrt
wurde, entspricht somit in unserem Modell der Begriff: ,Element
von W —H“20).

53. Ist GeG, MeR(®) und w,veWy g, so ist {u,v) das einzige
Element @ von Wy g—K, das folgender Bedingung geniigt:

(*)  far ein beliebiges 16Wyr g gilk tew dann und nur dann, wenn
t=u oder t=—v sl o , .
Beweis. Aus 48 schlieBen wir, da8 {u,v) dem Bereich Wye

angehort. Ferner' ist nach 26 {u,v) noneK, da z B. we{u,v}-M.

Da schlieBlich ein beliebiges ¢ dann und nur dann zu {u, v} gehort,

wenn t=u oder t=v, 8o folgern wir, daB das Paar z={u,v) die

Bedingung (*) erfiillt und dem Bereiche I 3 g— K angehort. Sei nun

20) Aus 52 und 45 konnte man leicht - schliefen, daBl in unserem Modell
der Mengenlehre gewisse Siitze erfiillt.sind, die weder in & noch im v. Neumann-
schen System bewaishar sind. Zn solchen Sitzen gehort z.B. die Aussage: .es
¢ibt unendlich viele Urelemente (d.h. Individuen, die keine Mengen sind)“. s
folgt daraus w.a., dal} die Hinzufigung dieser Aussage zum Axiomensystem &
zu keinem Widerspruch fithren kann, falls die v. Neumannsche Mengenlehre
widerspruchsfrei ist. Der Grundgedanke dieses Beweises, der Q'Tlf der geeigneﬁen
Wahl der Mengen A, (vgl 15) berubt, rithrt von Herrn A. Lindeu bnyum. her
und wurde zum erston Male zum Beweis der Unabhiingigkeit des Auswahlaxioms
in der in FuBnote!®) zitierten Arbeit verwendet, ‘ '
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(1) yeMy e— I
ein Element, das die Bedingung (*) erfilllt. Es ist also
(2) : uyvey,

wonach sich wegen 26 und (1) die Formel yeWy ¢— K, ergibt.
Aus 46 folgt nun, daB jedes tey dem Bereich Wy ¢ angehirt,
woraus wegen (*): yClu,v}. Mit Riicksicht auf (2) erhalten wir also
y=1{u,v}, W.z. b.w.

54. Ist ®eG, MeR(G) und wu,0eWyr @, s0 st {u,v)p=={{n,v}, u)}
das einzige Element x von Wy g—K, das folgmdm Bedimgung geniigt:

fitr ein beliebiges teWyr g gilt tex damm und nur dann, wenn

t={u,v} oder t={u).

Zum Beweis setzt man in 53 [u,v} fiir w und {u} fiir v ein
und wendet 48 an.

Wie aus 51, 53 und 54 erhellt, entsprechen den Begriffen
(u,v) bzw. [u,v], die in Definitionen IIT und IV des Systems &
eingefithrt wurden, in unserem Modell die Begriffe des ungeordneten
bzw. des geordneten Paares.

Wir gehen jetzt zum Beweis des Haupttheorems fiir die ein-
zelnen Axiome des Systems & iiber.

55. Ist GeG und MeR(G), so ist AgeWy .

Satz 55, der sofort aus 45 und 17 *) folgt, stellt die Behauptung
des Haupttheorems fiir Axiom 1 dar.

56. Es sei GeG, MeR(®) und ,y Wy -—K; sind die Formeln
zex und zey fir jedes zeWyr @ dquivalent, so gilt x=y.

Beweis. Es sind vier Fille moglich:
1) wy?/emSM,S_'Km (2) w=./10=y,
(3) .'ZEQBM_’@—-KO und y:/lo, (4) m:/lo und yeiBM,@mKo.

Im ersten Fall ist nach 46 #,yCWy, . Aus der Voraussetzung
ergibt sich also, daf = und y alle Elemente gemeinsam haben; somit
ist z=y. Im zweiten Fall ist nichts zu beweisen. Der Fall (3) ist
unmdglich, denn  enthélt nach 46 und 25 ein M, ®-ausgezeichnetes
Element und y nach 26 keines. Ebenso kann (4) mcht gelten, w.z.b.w.

Mit Riicksicht auf 51 stellt 56 die Behauptung des Haupt-
theorems fiir Axiom 2 dar.
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57. Ist GeG, MeR(®), wel g 6—I, yeWy g und ynon ez,
so gibt es ein 2y oK, das folgender Bedingung gendigt:

(*)  far ein belicbiges 1By yilt tez dann und nur dann, wenn
ter oder t=y.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) x=4d,, (2) JPEQBJ[’@-—«][O.

Im Falle (1) setzen wir z=!y} und haben laut 48 zeWy; s;
dabei ist yez-M, was nach 26 heweist, daB
(3) cE QBM NG ](0'

Ist tez, 50 haben wir t=y. Ist nun ¢ ein Element von Wy e
und gilt entweder e/, oder =y, s0 kann die erste Bedingung we-
gen 26 ausgelassen werden, und es bleibt {=y, d. h. tez. 2 erfiillt
also die Bedingung (*), was nach (3) die Richtigkeit von 57 im
Fall (1) beweist.

Im Tall (2) setzen wir z==xz-{y}.
80 igt nach 21 und 22

(4) ' z+{y}eDi.
Aus ye(x--{y})- M folgt nach 26

Da xedt—K, und yedl,

(8) @+ {y} non e K,.

Aus der Voraussetzung ergibt sich ferner die Ixistenz der
Mengen A,BeM, so dafi

6) |p@l=ax und |pyl=y ftir peG(4) und pe®(B).
Wir setzen (=.4-+B und haben nach 39 und 42
(7) CeM wund G(C)CGA)-G(B).

Nun ist 04=2CIM, da nach 46 zCWy cCIV und yeM gilt.
Mit Riicksicht auf 32 schlieBen wir also, daB

(8) |p,2| = F[tez] ~E[tEWJ + el =lo, 2l + g, yl

It
fiir pe®, Aus (6),(7) und (8) folgt |p,2|=2 ftir qae(ﬁ( 1), wonach
(9) |p;2] € Re(C).

By sei jetzt & eine Ordnungszahl. Nach 7 und 9 gilt
Zs(2) M=Z () MA+-Z1 () M.
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Nun sind laut der Voraussetzung Z: (). 9t und Zey (y)- M beide
in }»R(B) enthalten. Es ist also
BeM

(10) Zi(2)- MC Y Kg(B).
BeM

Aus (4), (5), (9) und (10) folgt nach 43 ze¢ W 3y g— ;. Da fir jedes
beliebige ¢ die Formel tez dann und nur dann gilt, wenn tex oder
t=y, so erfiillt z-die Bedingung (*). 57 ist also richtig auch im Fall (2).

Aus 57, 51 und 52 folgt die Behauptung des Haupttheorems
fiir Axiom 3. '

58. Ist GeG, Me R(®)und xe Wy g— I, s0 gibt es ein y e Wy g—IK
derart, daf ein teWyr ¢ dann und nur dann zu y gehdrt, wenn es ein
2eWyr @ gubt, fiir welches tezey.

Beweis. Wir unterscheiden drei Fille: ‘
(1) a=dy; (2) 2CKy o (3) x4, und snonCK,.

In den beiden ersten Fillen setzen wir y=/, und haben dann
nach 45 und 17 *) ye Wy ¢ — K. Da nach 26 sowohl die Formel tey
als auch die Formel tezey- Wy, fiir kein te Wy, g wahr ist, so sind
diese Formeln fiir jedes te Wy g fdquivalent. Die Behauptung von 58
ist also in diesen beiden Fillen richtig.

Im Fall (3) setzen wir y= M z. Da weWy 6 —Iy, 80 gehort

z€x—K,

nach 46 jedes zew dem Bereich Wy, g an. Ist also tey, so gibt es
ein 2¢Wyr g, 50 dal tezex. Bs sei nun umgekehrt ¢ ein Element
von MWy g derart, dal tezes fiir ein gewisses z¢ Wy  gilt. Nach 26
ist znoneK,, also tezex—K, d. h. tey. Somit ist die Bedingung tey
fir jedes teWWyr g mit der Existenz eines z dquivalent, fiir welches
tezew. Um 58 zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, daB y e I ue—K.
Dies geschieht folgendermaBen: da z(z)>0, so gibt es nach (3) und 21
ein zex- M. Nach 25%ist 20 also

(4) : S y=0.
Aus 2628y 6—K , folgtnach 46 2CW . g, also v—K,CIB 3 s—K,,
und wir schliefen durch nochmalige Anwendung von 46, daf
t) ' } yCWyy,6C M. ‘
Bezeichnen wir mit ¢ eine beliebige Ordxiungszahl, die alle 7(z)

mit zey Gbertrifft, so wird nach 18, 21 und (4) 0=y CK: und folglich
nach 22 C ~ ‘

(6) CyeM. .
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Aus (1) und (5) erhalten wir ¥ M== 0, was nach .26 beweist, dag
(7) ynonel,.

Da wely g, so gibt oy eine Menge A derart, da8 g, 2| =
fir alle pe®(4) gilt. Da, wie leicht festzustellen, |p,Ko=K, fir
jede Funktion ge®, gilt, schlieBen wir hieraus mit Hilfe von 32, daB

(8) 0 —Koj=a—K, fir peG(A).

Iy sei nun pe®(A) und tey. Bs gibt daher ein 2, 80 daB tezer — K y;
wenden wir 34 und (8) an, so erhalten wir lp, 1 e|@,2|ex—K,, also
lp, ey Ist umgekehrt |, ey, so gilt fir ein gewisses 2: o, 1| 26—,
woraus wir nach 33, 34 und (8) schlieBen, daB telp=, 2l ew—K,,
also tey. Die Formeln tey und |p,¥ey sind also Aquivalent, was:
nach 32 beweist, daBl |p,y|=y fir pe®(4), oder

(9) yefe(4).

By sei nun & eine Ordnungszahl. Aus 11 und 10 folgt
Ze(y) MCEepq (0 —Lo)- MC Ty (2)- M. Da laut unserer Voraus-
setzung L‘g.f.i(m)-E)JtCB%;R@(.B) ist, so erhalten wir

(10) Z:(y)- M CY Ke(B).
BeM

Aus (6), (7), (9) und (10) folgt YWy o— Ky, W. 2z Db.w.
Satz 58 stellt mit Riicksicht auf 52 die Behauptung des Haupt-
theorems fiir Axiom 4 dar.

59. Ist GelG, MeR(®) und veWy s—K, so gibt es ein
yeWy ¢—IC derart, daf folgende Bedingung erfillt ist:

(*) ein beliebiges zeWyr @ gehirt der Menge y damm und nur dann
amn, wenn 26y e—HK und die Formel tez fiir jedes teWy g
die Formel tex zur Folge hat.

Beweis. Wir setzen
(1) y="P(x)- Wy g+14,!-

Wir wollen zuerst zeigen, daB (*) erfiillt ist. Es sei also zely s
und zey. Nach (1) ist dies mit der Disjunktion: entweder z=d,
oder 0==2C2 und 2¢I, @ #quivalent. Im ersten Fall gilt nach 45
26 Wy g—H und nach 26 2 Wy, =0Cx. Die Formeln tez und
teWy,e ziohen somit die Formel tex nach sich. Im zweiten Fall
schlieBen wir wie folgt: ist w(#)>0, so gilt nach 21 0s=2CxC I und

Fundumenta Mathematicae, T, XXXI11, . 15
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folglich ist & M=ze¢Wy; gCM, woraus nach 26 folgt, daB z nicht
zu K, gehoren kann. Wir haben also 2¢Wyr ¢—IN und z(2)>0. Da-
nach ist wegen 46 z-Wjyr g=2Cax und die Formeln tez und teWy
ziehen tex nach sich. Ist nun v(x)=0, so muf w==4, sein, da wnone¢ K.
Wir wollen folgendes zeigen:

2) ist 02=2CA, wund =zeM, so0 ist 2=,

Wire namlich zeMt—id,}, 50 wiirde, wie aus 15, 16 und 17 +)
ersichtlich, 7(2)>0, also nach 21 zCIN sein, was mit Riicksicht auf 26
offenbar unmoglich ist. Aus (2) folgt, daB, wenn v(2)=0 ist, z=4,
sein muB, wodurch dieser Fall auf einen vorher betrachteten zuriick-
gefiihrt ist. *

Nehmen wir jetzt an, z gehore’dem Bereich Wy c—K an und
erfiille die Bedingung: aus feWy; g und tez folgt few. Wir haben
also 2 Wy ¢ Ca. Ist 24y, 50 ist zeWyr,g—K,, also nach 46 und 25
O%2=2-Wy gC», d.h. 2eP(2)- Wy g Damit ist das Bestehen
von (*) bewiesen.

Es bleibt also noch, zu zeigen, daB-yeWyr g—K; dies zeigen

wir wie folgt: ist #=4,, so ist nach (1) und (2) y={,}, also nach

45, 48 und 26
(3) )=y eWy g—K.

Wir konnen also voraussetzen, dafl s==4, d.h. z(a)>0 ist.
Nach 23 haben wir B(x)et, wobei nach 26 &=7(P(x))>0. Aus 21
und 18 folgt also, da8 jedes Element von y der Menge K; angehirt;
nach 22 ist also

(4) yeM.
Da A,ey, so haben wir laut 26
(5) - y non e K.

Aus zeWy ¢ folgt die Existenz einer Menge Ae M derart, dafl
|, =2 fiir pe®(4). Ist nun 2ey so ist entweder 2=, also nach 30 *)
lg,2|==2 fiir alle pe®, oder 0=2Cx, 2eWy; @ und 2=, In diesem
zweiten Fall erhalten wir auf Grund von 32,47 und (*) 0 ==|g,2/Cx und
lp,2|e Wy @ fir pe®(4) d.h. |p,2ley. Ganz &hnlich zeigh man mit
Hilfe von 33, daB umgekehrt aus |p,2/ey immer zey fir pe®(4)
folgt. Auf Grund von 32, (4), (5) und 21 beweist dies, daB |p,y|=vy
fitr pe®(4), also nach 40
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(6) YeSe(d).

Es sei nun & eine Ordnungszahl wnd zeX:(y)-9 i
' ‘ ; l 2eZe(y) M—y. Da, wie
leicht festzustellen, Z’g((/l,,})ﬂ)lm{Ao} ist, erhalten wir auf G}und
von (1), 9, 12, und der Formel 2ely g
zewz.(zg(m(w).%m,cg)—%(cn)-%JI,@)CZ;(w>C27R@<B>.
Daher ist -
(7) 2¢(y) M~y C Ke(B).
BeM
Isb zey, so gilb nach (1), (3) und 44 ze’ Rg(B), was nach (7)
BeM
o .S b - g & FP } .
Zs(y)- M CB%,[R@(B) ergibt. Hieraus wegen (4), (5) und (6) folgt
nun yeWy o—K, w.z b. w.

Aus 59 und 52 ergibt sich die Behauptung des Haupttheorems
fiir Axiom. 5,

60. Ist ®eG und MeR(G), so gibt es ein 2eWy g— K derart,

dap Agew und die Formel yex fir jedes yeWy e die Formel {y)ex
zur Folge hat. ’

Beweis. Wir setzen my=,, @, ={,) und bezeichnen mit z
die Menge aller x,. Bs ist evident, daB Ayex und die Formel yex
immer {y}ex zur Folge hat. Auf Grund von 22 beweist man durch
Induktion, da8 z,eK, fiir n=0,1,2,..., woraus sich nach 18 und 21
2CK,, weK,11 und folglich

(1) zeM
ergibt. Nach 26 ist ferner
(2) xnonel,,

Aug 30 *) erhalten wir |p,d|=4, fiir pe®,, woraus es leicht it
durch eine einfache Induktion zu schlieBen, daB @y @l =, fiir
n=0,1,2,... Nach 32 erhalten wir daraus fiir eine beliebige Menge A e M

(3) : weRg(A4).

Auf Grund von 26 sieht man leicht ein, da8 Zelx) M=x fir
alle £ ist. Da jedes Element », von o die Bedingung |g,®,|=x, fiir
pe®, erfiillt, schlieBen wir daraus, daB Ze(w)- MCRe(A) fiir eine
beliebige Menge 4 ¢ M. Wir haben somit

4 (@)
(4) St (@) mtcy,az; R (B).

15%
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Aus (1)-(4) folgt weWyr g —N, w.z. b w.
Aus 60 ergibt sich mit Riicksicht auf 53 und 52 die Behauptung
des Haupttheorems fiir Axiom 6.

61. Ist GeG und MeR(G), so ist Ay-Wy e=0.

Dieser Satz, der sich direkt aus 26 ergibt, stellt die Behauptung
des Haupttheorems fiir Axiom 7 dar.

62. Ist GeG und MeR(B), ist ferner W ein M,G-ausgezeichneter
Bereich wnd gibt ¢s ein xeWyr s, das dem Bereioh W angehirt, so gibt
es ein yeWy e derart, daf yeW und die Formeln teW wnd tey fir
kein 1eWyr g gleichzeitig erfullt sind.

Beweis. Da W=k, 80 ist 0=UACWy gCPM. Ws gibt daher
Zahlen &, fiir die A-Wyy g H:=4=0. Die kleinste von diesen Zahlen
bezeichnen wir mit &. Ist nun y irgendein Element von %Wy - K,
50 ist zuerst y e Wy . 18t &,=0, s0 haben wir nach 26 W, - W-y=0;
ist £,>0, so ist offenbar 7(y)=§&, und folglich nach 21 #(z)< &, fix z¢y.
Kein Element von y kann also dem Bereich %Wy, s angehiren,
d.h. es ist auch in diesem Fall AWy, e y=0, w. z. b. w.

62 stellt die Behauptung des Haupttheorems fiir Axiom 8 dar.

63. Ist GG, MeR(®), und xeWWy g so ist W={z} ein M,®-aus-
gezeichneter Bereich, der folgender Bedingung geniigt:
(*)  far jedes teWyr g gilt teW dann und nur dann, wenn t=u.

Beweis. Nach 48 und 26 ist {u}eWy g—K,, woraus nach 49
folgt, daB U ein M,H-ausgezeichneter Bereich ist. Daf die Bedin-
gung (*) erfilllt ist, ist evident.

Aus 63, 51 und 52 ergibt sich ‘die Behauptung des Haupt-
theorems fiir Axiom 9.

_64.:Ist GeG und MeR(®), ist ferner A ein M,G-ausgezeichneter
Bereich, so gibt es einen M,G-ausgezeichneten Bereich B derart, daf
die Bedingungen teB und tnoneW fir jedes te I M,e dquivalent sind.

Beweis. Ist U=Wy s, s0 setzen wir B=A, und schlieBen
leicht aus 26, daB B alle in 64 behaupteten Bigenschaften hat.
Ist A=Wy @, s0 setzen wir B= Wy, g—A. Bs gilt dann 0=BCWy &
und die Bedingungen te B und tnon e sind offenbar fir jedes te W jyf@
aquivalent. Nun gibt es eine Menge 4eM derart, da8 die Formeln
2 und |p,x|eW fir jedes weWyr g und jedes peG(A) dquivalent
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sind, Wir folgern daraus ohne weiteres, daB die Bedingungen ze®B
und |p,2]e®B fir jedes weWy ¢ und jedes pe®(A) dquivalent sind.
Der Bereich B ist also M,G-ausgezeichnet, w. z. b, w.

64 stellt die Behauptung des Haupttheorems fiir Axiom 10 dar.

65. Ist GeG, MeR(G) und sind Uy B zwei M,B-ausgezeichnete
Bereiche derart, daf Q- B- Wy ¢=E0, so ist A- B ein M, G-ausgezeichneter
Bereich.

‘Beweis. Nach 26 haben wir W= .1,= B, alto nach 43
0ACWyr ¢ wnd 0 BC Wy g, wWoraus
(1) 04A-BCW;/ -

Nach der Voraussetzung gibt es Mengen A,BeM derart, dal
fiir ein beliebiges weWWy; ¢ die Bedingungen

) we und  p,afeq  fir peG(A)
baw. die Bedingungen
(3) reB und |p,reB  fir ¢eG(B)

dquivalent sind. Wir setzen ('=A-+ B und haben nach 42 CeM.
Aus (2), (3) und der Inklugion G(C)CG(A)-G(B) folgt, dall die Be-
dingungen xeA-B und |p,x[eW-B fir jedes zeWy e und jedes
pe®(C) dquivalent sind. Mit Riicksicht auf (1) schlieBen wir daraus,
daf A-B ein M,G-ausgezeichneter Bereich ist, w. z b. w.

66. Ist GeG, MeR(G) und xeXBy g—K,, ist ferner A ein M, G-
ausgezeichneter Bereich derart, daf W-x=0, so st -zeWyy g—K.

Beweis. Nach 46 haben wir sCWjy; g Ferner ist 0=2-ACM
und nach 22, da -9 eine Menge ist, x-Ae M. Aus der Voraussetzung
A-x==0 ergibt sich noch nach 26 x-WnoneK, Fassen wir nun &
als einen Bereich auf, so schlieBen wir aus 65 auf die Existenz einer
Menge A ¢ M derart, daB die Bedingungen ¢e-2 und lp,t| e -z fiix alle
teWy e und pe®G(A) dquivalent sind. Nach 32 erhalten wir hieraus
o, A-w| =W fiir pe®(4), d.h
(1) A zefg(d).

Ist nun & eine Ordnungszahl, so gilt laut der Voraussetzung
und 10

(2) ho) («z[-m.)mrczg(m).wtclz;ﬁ@(fi).
A&

Aus (1) und (2) folgt U el 3y @, e ist also Wewe )y 6—K, W z.b.w,
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67. Ist Ge G und MeR(®), sind ferner W und B zwer M ,G-ausge-
zeichnete Bereiche, so g¢ibt es ecinen M,G-ausgezeichneten Bercich ©
derart, daf fir ein beliebiges t¢ Wy @ die Formel te€ dann und nur
danm gilt, wenn teW und teB.

Beweis. Wir setzen C=4, falls Wy; ¢-A-B=0 und C=A-B
falls Wy s A-B=0. Nach 65 ist € in beiden Fillen M,G-ausge-
zeichnet, und man folgert leicht aus 26, daB dieser Bereich allen
Bedingungen von 67 entspricht.

67 stellt die Behauptung des Haupttheorems fitr Axiom 11 dar.

68. Es sei GeG und MeR(G). Bs gibt cinen M,G-ausgezeichneten
Bereich A it folgender Higenschaft:

(*) fir ein beliebiges teWy @ gilt teA dann und nur dann, wenn
teWy 6— K, und aus xet und yet fir beliebige 2,9 ¢ W pr &
imaner x=1y folgt.

Beweis. Wir bezeichnen mit % den Bereich der Mengen (v},
wo xeWyr . Aus 46 schlieBen wir leicht, daB % der Bedingung (*)
geniigt. Um zu beweisen, daBl U ein M,®-ausgezeichneter Bereich
ist, bezeichnen wir mit A eine beliebige Menge, die dem Ring M
angehort. Fir ¢e®(4) und zeWy g haben wir nach 32 und 47
|9y i@l = {lg, 2]} und |p, 2/e Wy, . Wenn also y e und pe®(4), 80 gehort
auch |p,y| dem Bereich % an. Setzen wir hier |g,y| fiir ¥ und ¢!
fir ¢ ein, so schlieBen wir mit Riicksicht auf 33, da8 aus |g,y| e
die Formel y e folgt. Die Formeln: ye% und |p,yeX sind somib
fir ye¥ und ¢e®(4) dquivalent. Da laut 45 und 48 0==9C Wys
ist, schlieBen wir daraus, daB % ein M,®-ausgezeichneter Bereich ist.

Aus 68, 51 und 52 ergibt sich die Behauptung des Haupt-
theorems fiir Axiom 12.

69. Ist GeG und MeR(®), so gibt es einen M, G-ausgezeichneten
Bereich A, der folgender Bedingung geniigt:

(*) ist teWyr e, so gilt teA damn und nur dann, wenn es Ble-
' mente u,veWy & gibt, so daf uev und t=<{u,v>.

Beweis. Wir bezeichnen mit 9 den Bereich aller Paare {uy v,
wo u,ve Wy g und wev. Eg ist klar, daB die Bedingung (*) erfiillt ist.
Es sei nun 4 eine beliebige Menge aus M, pe®(A), teA. Fir ge-
wisse u,veWyr @ haben wir t=<u,v> und wev. Mit Rilcksicht auf 32,
34 und 47 erhalten wir |p,t|=<|p,ul,|q,v > lo,ulelp,v] und
lsul, [@,0[e Wy g, was beweist, dab |o,2 €. Ist umgekehrt [p,t| e,
80 haben wir fiir gewisse u,veWy; : |o,t=<u,v> und we.
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Nach 32, 33, 34 und 47 schlieBen wir hieraus: t=<p~",u, |p~*, 2,
oo, ulelp 1ol und |p-t,ul, oy oleWyy g, wonach teA. Die Formeln
teW und |t eW sind also fir peG(4) und teWy e fdquivalent.
Dabei ist nach 45 und 48 0=ACWjy; . Der Bereich A ist also

M,®-ausgezeichnet, w.z. b.w.

Aus 69, 51 und 54 folgt die Behauptung des Haupttheorems
fiir Axiom 13.

70. Ist G e G und MeR(G), so gibt es fiir jeden M,®-ausgezeichne- .

ten Bereich W einen M, ®-ausgezeichneten Bereich B mit der Eigenschaft:

(*) st teWyre, so gilt teB dann und nur dann, wenn es Elemente
wveWy g gibt derart, dap wed und t=-<u,v).
Boweis. st As==ry, s0 setzen wir B=4»A, und schlieBen leicht

‘aus 26, daf der M,®-ausgezeichnete Bereich B die |Bedingung (*)

erfitllt. [st nun A=A, so bezeichnen wir mit B den Bereich der
Paare <u,v> wo %e und veWy @ Nach 43 und 48 gilt

(1) SBCW'M_;@.
Da woder 2 noch B leer ist, gilt ferner
(2) 0==B.

Nach Voraussetzung gibt es eine Menge AeM derart, . daf
die Bedingungen e und |p,u/eW fir jedes ueWy e }111(1 ]e.des
pe®(A) dquivalent sind. Es sei nun. pe®(A) und teB; fir gewisse
el und veWy @ haben wir dann t==<{u,v>, wonach wegen 32 und
47 |g,t|= o, |p,o)> und |p,v]eW 6. Da |p,ule, so folgt daraus
lg,t|¢B. Ganz dhnlich wird mit Riicksicht a..uf 32, 34 und 4.7 gezelg?,
daB aus |p,teB, die Formel teB folgt. Diese Form«_aln sind somit
dquivalent, was nach (1) und (2) beweist, da,.ﬁ B ein M,(Bu-a,usge-
zeichneter Bereich ist. Da er offenbar die Bedingung (*) erfillt, so

5 daraus die Richtigkeit von 70.
o’ iﬁs 70, 51 und 51§ folgt die Behauptung des |Haupttheorems
fiir Axiom 14.

71. Bs sei U ein Bereich; enthalt A kein georqnetes Paar,
80 sotzen wir O()=4,; andernfalls bezeichnen wir mit O(Y) den
Bereich derjenigen , fiir die es ein y gibt, so daB <z,y>eW. ’

72. Ist GeG, MeR(G) und dst A ein M,‘(ﬁ-ausgezeichme.te;:
Bereich, so st O(A) ein M, ®-ausgezeichneter Bereich, und es gzl.t.
(*) ein teWy g gehort dann und nur dann zu Q(4), wenn es en

we Wy @ mit <byup e gibt.
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Beweis. Enthiilt % kein geordnetes Paar, so gilt nach 26 und 71
weder {f,u>¢% noch teD(A) fiir u,teWyr g Die Bedingung (*) ist
also erfillt und O(N) ist nach 71 und 43 ¢in M ,®-aukgezeichnetor
Bereich. ‘ ‘ :

Wir setzen nun voraus, daB 9 ein geordnetes Paar enthilt.
Es ist also Y44, d.h. nach 48

(1) O#Q[CQBM’@‘).

Ist teO(U) und teW 11,6 80 gibt es nach 71 ein u, so daB <&, w> .
Mit Riicksicht auf (1) erhalten wir hieraus durch zweimalige Anwen-
dung von 46 und 26 weWy, . Ist umgekehrt <7,u> 9, wo bue By g
80 gilt nach 71 $eO(A). Der Bereich O(N) erfilllt somit die Bodin-
gung (*). Bleibt zu zeigen, da8 dieser Bereich M y®-ausgezeichnet ist.
Zu diesem Zweck bemerken wir, daB es laut Voraussétzung eine
Menge AeM derart gibt, dal die Bedingungen e und |p,o|%
tir 2 Wy ¢ und pe®(A) dquivalent sind. Es sei te D), und pe®(4).
Wir haben dann fiir ein gewisses weWyr g <t,uyed, wonach wo-
gen (1) und 46: |p,<¢,u}|e%. Durch Anwendung von 32 bekommen
wir hieraus <|p,t|,|p, 4[>, was nach 71 beweist, daB [p,1]eD(2).
Ist umgekehrt [p,feO(A), so gilt laut (*) o, tlu>eA  fir ein
gewisses ueWy . Da ¢g'eG(4), so folgt daraus nach 32 und 33
o=, o, 8], wp| =<, lp~Yu>eW und folglich teD(A). Die Formeln
1eD(A) vnd [, eO(A) sind also fiir teWyr e und ge®(4) dquiva-
lent, was nach [(1) beweist, daB OF) ein M , ®-ansgezeichneter
Bereich ist, w.z.b. w. ' o

Aus 72 und 54 ergibt sich die Behauptung des Haupttheorems
fiir Axiom 15. ‘

73..Ist GeG und MeR(B), so gibt es fiir jeden M,G-ausgezeichne-
ten Bereich U einen M, G-ausgezeichneten Bereich B mit der Higenschaft:

(*) st €Wy e, S0 gilt teB dann und nur dann, wenn es Elemente
u,veWy e gibt, so daB t=<u,v> und {v,u> e ‘

Beweis. Enthilt 9 kein geordnetes Paar, so setzen wir B=_,.
Dieser Bereich ist M ,G-ausgezeichnet und erfiillt die Bedingung (*),
.da. nach Voraussetzung <u,v>e% fiir keine u,v gilt und B laut 26
keine Elemente von Wy e enthilt. Wir konnen also voraussetzen,
dal % mindestens ein geordnetes Paar enthiilt; es gilt dann nach 43

(1) O#QICQBJ[’@.
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Wir bezeichnen mit 8 den Bereich der Paare <u,v>, fiir welche

<wyureW. Ty st also
(2) B 0.

Aus (1) schlieBen wir mit Riicksicht auf 26, 46 und 48, daf
(3) BCWy -

Aus den Voraussetzungen unseres Satzes ergibt sich die Existenz
oiner Menge AeM derart, daB die Formeln we und |g,z|e fir
weWyr g und pe®(4) dquivalent sind. Es sei nun teB und geG(4):
Fiir gewisse u,veW gilt t=7u,v> und {v,%>eW; nach (1), 26 und 46
ist dabei u,weWy &, wonach wegen 32 <|g,v|,|p,u>eA. Da laut 32
lp, t|=<|@,l, |p,]>, so erhalten wir |p,t|¢B. Ganz ihnlich kénnen
wir zeigen, dafBl aus |p,te®B die Formel {eB folgt. Beide Formeln
sind somit dquivalent, was nach (2) und (3) beweist, daB der Be-
reich B M,H-ausgezeichnet ist.

g sei nun teWyr . Ist 1B, so gibt es » und v derart,
daB t=<u,v> und {»,u>eW. Dabei kann {u,v>eK, nicht gelten, da
die Elemente von I, unendliche Mengen sind. Aus 46 ergibt sich also
{u,v}¢e Wy @ und eine nochmalige Anwendung desselben Schlusses
zeigh, daB wu,veWy . Ist umgekehrt w,veWy e und <v,uyed,
so gilt {u,v>eB laut der Definition von B. Dies beweist, daB B
die Bedingung (*) erfiillt, w.z. b. w.

Aus 73, 51 und 54 folgt die Behauptung des Haupttheorems
fiir Axiom 16.

74. Ist GG und MeR(®), so gibtes fir jeden M, G-ausgezeichneten
Bereich A einen M,G-ausgezeichneten Bereich B mit der Eigenschaft:

(*) st teWy g, so gilt 1B dann und nur dann, wenn es Elemente
u, v, weWyr g gibt, so daf t=<<u,v>,w> und {u,<v,w>> e
Beweis. Man setzt B=4, falls A keine Menge von der Form

{w,<y,2>> enthiilt. Andernfalls bezeichnet man mit % den Bereich

der Tripel <{<z,>,2>, wo {x,<y,2>>eW. Der Rest der Uberlegung ver-

lduft genau so, wie im Beweis von 73.

Aug 74, 51 und 54 folgt die Behauptung des Haupttheorems

fiir Axiom 17.

75. Bs sei GeG, MeR(®) und veWy g—K. Hs sei ferner Wein
M,®-ausgezeichneter Bereich mit folgender Eigenschaft: aus <{u,v;,
Luy,w> e folgt fiir beliebige u,v,weWyy @ die Gleichung v=w. Unier
diesen Voraussetzungen gibt es ein yeWy g—IK derart, daf fir ein
beliebiges ze Wy @ die Bedingung zey dann und nur dann erfallt ist,
wenn es ein teWy g gibt, fiir welches tew und b,2pe.
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Beweis. Gibt es kein teWyr g oder kein 2e¢Wyr @, o dab
(2> e, so geniigh es, y=4, zu setzen. Nach 45 ist y ein. M,G-auy-
gezeichnetes Element, das offenbar allen Forderungen von 75 ent-
spricht.

Wir nehmen also an, daB es ein {yeWyr e @ und ein z,e W MG
gibt derart, dal {t;,2,>eW. Es folgt daraus nach 26, 48 und 43

(1) 0=ACWy 6,
2) ' weﬂBM’@——KO.

Wir bezeichnen mit », die Menge derjenigen tewx, fiir die es
ein zeWy, g gibt, so dal <?,2>eW. Diese Menge ist also nicht leer,
da tyex;, und wir schlieflen aus (2), 46 und 48 mit Riicksicht auf die
Voraussetzungen unseres Satzes, daB es fiir fex, gonau ein ze Il MG
gibt, so daB <f,2>eW. Dieses einzige z bezeichnen wir mit t* und
setzen y=['[tex,]. Ist zey, so gibt es ein tew,, fiir welchey a=1*,

fad
wonach wegen (2) und 46 teWy g und <t,2>eW. Gilt umgekehrt
2,te Wy g und tex sowie <t,2> €, s0 haben wir tex, und =g, also zey.
Die Formel zey gilt also fiir ze Wy, e dann und nur dann, wenn eg
ein teWy g gibt, so daB tex und f,2>eA. Es bleibt also noch iibrig
zu zeigen, daB yeWy s—K.

Fiir jedes tew; ish t*e Wy 6 CIM; ist & eine belisbige Ordnungs-
zahl, welche alle 7(¢*) mit tex, tibertrifft 1), so folgt aus 18 und 20:
yC Kz Da zgey, 50 ist 0=y und wir schlieBen auf Grund von 22, daB

(3) yed.
Da z,ey-M, so erhalten wir aus 26
(4) ynonell.

Bs gilt offenbar #,Ca-D(A). Ist nun wex-O(A), so gilt lu,v>eq
fiir ein gewisses v. Nach (1) folgt hieraus {u,v>e MW M, Wobei nach 26
<w,vynicht zu K, gehort, da'laut (2) und 48 {u, upeu, v Wy @ ist.
Nach 46 gilt also <u,">CWy g, wonach {u,0}¢Wyr 6. Bs gilt wieder
{u,0}none Ky, dar ued M,6 hach (2)und 46. Folglich ist {u,v}CﬂBM G
4. h. veWy g Da u,vDe, so folgt hieraus wuew,. Folglich haben
wir 4-O(A)Cx,, wonach

Aus (5), (2), 66 und 72 folgt 2 €Wy ¢, und da tyew,- M, s0 ist
laut 26

(6) * mleﬂBM,@—-I(o,
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Mit Riicksicht auf 46 und 32 schlieBen wir aus (6) auf die

Hxistenz einer Menge A,e M derart, da8 die Formeln

{7y,  tewy und g,

€0y fir  teWpy e und @eG(4,)

dquivalent sind. Da ferner U ein M,H-ausgezeichneter Bereich ist
und A==, ist, so gibt es eine Menge A,e M derart, da8 die Formeln

(8) te und |p,teNA fix  teWye und @e®(4,)

dquivalent sind.

Wir setzen nun A=A4,+ 4, und haben laut 42
(9) AeM.

By sei nun pe®G(A4)CE(4,) G(4,) und zey. Bs gibt dann ein
tew, 80 dall {4,256, Mit Riicksicht auf (7), (8) und 32 folgt hieraus
lp, t e, und o, 1, |p,2> €W, also |p,2| ey. Ist umgekehrt |p,2ey, so gilt
by |py2l e W fitr ein tew,, wonach wir auf Grund von (7), (8), 32 und 33
schliefen, daB Jp~',¢,2>eW und |p~,tex,. Folglich ist zey. Diese
Bedingung ist also fiir jedes ¢e®(4) mit der Bedingung |g,2{ey
dquivalent; daraus ergibt sich mit Riicksicht auf (4), 32 und 40
die Formel
{10) yeRe(4).

Es sei nun & eine Ordnungszahl. Wir haben offenbar yCZ,(%).
Nach (1), 10 und 50 folgt daraus y- MC Z(W pr 6) MC Wy . Da, wie
wir oben gesehen haben, yCt ist, so erhalten wir hieraus nach 50
und 44: 2{;(_1/)CEg(QBM~,@)C‘1B3,[’©CZT“Z;;R@(B). Dies beweist auf Grund

von (3), (4), (9), (10) und 43 daf 4@/6%];/[,@——1!?0, w.z. b.w.

Aus 75, 51 und 54 ergibt sich die Behauptung des Haupttheorems
fix Axiom 18. Das Haupttheorem ist somit vollstéindig bewiesen.

Dag soeben bewiesene Haupttheorem setzt uns in den Stand,
gewisse Unabhingigkeitsbeweise durchzufiihren. ’

Stellen wir uns eine Menge u von Sitzen vor, die sich in der
Sprache des Systems & ausdriicken lassen, und sei o ein Satz von
derselben Natur, der der Menge u nicht angehdrt. Um zu beweisen,
daB « von allen Axiomen des Systems & und Sétzen aus u unab-
héngig ist, goniigt es im Lichte des Haupttheorems, eine Gruppe
®eG und ecinen Ring M eR(®) anzugeben, die zwei folgende Tigen-
schaften. haben: (1) bei der Interpretation der Grundbegriffe des
Systems S, die im Haupttheorem heschrieben wurde, gehen alle
Sitze aus u in richtige Aussagen iiber; (2) bei derselben Interpre-
tation geht o in einen falschen Satz tber. RHin Beispiel fiir dieses
Verfahren worden wir im nédchsten § angeben.
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§ 4. Die Unabhiingigkeit des Wohlordnungssatzes vom
Ordnungsprinzip.

76. Bs sei r1,79).0eyny-.. irgendeine aber ein fiir allemal fest
gewiihlte Folge aller rationalen Zahlen.

77. Ist r eine rationale Zahl, so setzen wir f(r)
Nummer der Zahl » in der Folge 76 bedeutet.

78. Die Funktion f bildet die Menge der
die Menge K eineindeutiy ab.

==y, WO % die
rationalen Zahlen auf

Der Beweis ergibt sich sofort aus 77 und 16.

79. x-y gilt dann und nur
<o)
80. Die Relation <2 hat in der Menge I den Typus 1.

dann, wenn w,yelX und

Der Beweis ergibt sich aus 78 und 79.

81. " bezeichnet die Untergruppe von &, bestehend aug
Funktionen, die die Relation ~ fest lassen.

82. M bezeichnet das System der endlichen Teilmengen von I(,
83. GTeC und MTeR(GT).
Diese Behauptung folgt aus 81, 82, 38 und 42.

84. Fiir jede Teilmenge T von &, hezeichnen wir mit |T| die
kleinste Untergruppe von &,, die T umfalt.

85. Ist A, BeM+ A -B= 0 und a,be X, so gibt es eine Funktion
pe|®T(A )—|—(5+(B)], so dap @(a)=Db.

Beweis. Wir konnen offenba}r Vorwusqet‘,zen, dall a==b also
etwa a~<<b ist. Setzen wir o \1-—1 )y 0y =77"(b), 80 haben wir nach 79
0,<p,. Allé Elemente von A+B sind Werte der Funktion f fiir
gewisse rationale Zahlen, die wir mit oy,0y,...,0, bezeichnen wollen.
Die Anzahl der o;, die den Ungleichungen g, <o, <<o, geniigen, nennen
wir p. Wir wenden nun eine Induktion in bezug auf p an.

Es sei zuerst p=0. Wir kénnen dann eine rationale Zahl &>0
so bestimmen, daB das abgeschlossene Intervall I=/[p, —s, p,~+¢]
kein o; enthilt. Bs gibt offenbar eine eineindeutige und ordnungs-
treue Abbildung ¢ von I auf sich selbst, die den Bedingungen
glo;—e)=0,—¢, glo,)=0, 0lo,+¢&)=p,+¢ geniigt. Brweitern wir g
durch die Festsetzung g(x)=a fiiv rationale z, die dem Intervall I
nicht angehdren, so erhalten wir eine eineindeutige und ordnungs-
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treue Abbildung der Menge der rationalen Zahlen auf sich sdbst
die alle o; fest LBt und g, in g, ubcrfuhrt Die Funktion p=fgf "
gehort also offenbar dem System GT(4) und umsomehr dem System
1(6* )4+®T(B)| an und fithrt ¢ in b iiber. Unsere Behauptung ist
also richtig fiir p=20.

Setzen wir nun voraus, daBl ¢>0 ist und der Satz fir p<<q gilt.
Iis seien a,be K zwei Elemente, fitr welche die Zahl p den Wert ¢ hat.
Ist aeAd, so gilt anoneB, woraus es leicht zu schlieBen ist, dal
die Gruppe ® T(B) eine Funktion @ enthilt, fir welche a~¢(a)~<b.
Die Anzahl der wzed- B, fir die pla)<z<b bzw. gla)=2, bzw.
a=0 ist, ist offenbar kleiner als ¢. Nach der Induktionsvoraus-
sotzung gibt es also eine Funktion we|G'(4)+GT(B), fir welche
1/1((]7((/(,)):::]). Die Funktion y=wvg hat also alle behaupteten Kigen-
schaften, Ganz dhnlich kann man schlieBen, wenn ae¢B. Ist nun
anoned - }~1>, g0 gibt es ein ceA-+B und ein ¢'noned-+B derart,
daB a~2e~2¢'2b und kein zed +B die Bedingungen a-Jz<3¢, =<3 i-~<2¢'
erfiillt. Wir konnen etwa voraussetzen, dal ced. Es gibt dann
offenbar eine Funktion geG™(B), so daB g(a)=c'. Laut der In-
duktiongvoraussetzung gibt es eine Funktion 1/)E|G!3+ )G (B),
fiir die y(¢’)=>b. Die Funktion ¢y hat also alle behaupteten Eigen-
schaften, w. z. b. w.

86. Ist A,BeM™, A-B=0, n>=1, @1,...,ln b1y...;bne KX und
a1~ a3 \a,,, by <2ba=2...<b,, so gibt es eine Funktion
qv@|(5+ +(5 (B), so daB ¢la)=b; fir i=1,2,...,n.

Beweis. Fir n=1 ist unsere Behauptung richtig laut 85.
Wir setzen voraus, daB8 p>1 ist und die Behauptung fiir n<p
richtig ist. Bs seien ay,... bpy1 2p+2 Elemente von K,
so daB

,a‘l)+1:b17-"’

b 532 o2 byt

Nach der Voraussetzung gibt es eine Funktionye |(55+ )+ 61 (B )|
fiir welche y(a)=>b; (1=1,2,...,p). Wir setzen y(a,1)=>bp+1; day @™,
50 gilt offenbar b,~2bpr1. Wir betrachten nun dieMengeI =K J[b,<w].

(471 *’\] aoﬂj *’% Op+1,

Aug 80 folgt leicht, daB es eine Funktion g gibt, die I auf die ganze
Menge K eineindeutig abbildet und dabei die Relation <3 fest lift.
Nach 85 gibt es ferner eine Funktion xe‘(ﬁJr (A-I)) 4G {g(B-I )l
80 daB  z(g(bp41))=g(bp4s). Die Funktion h=g~'xg bildet also I
auf sich eineindeutig ab, lift die Relation < fest und geniigt
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der Bedingung h(bji()=bpri. Wir erweitern die Iunktion i auf die
ganze Menge K durch die Festsetzung A(#)==wx fir weK—T und
setzen @=hy. Diese Funktion erfilllt ersichtlich die Bodmgungen

gla)="b; (1=1,2,. ,p+l) Es bleibt zu zeigen, dal ¢¢®™ (4 G(B)|.
Da aber y)e|(5+ )+ ®H(B)], geniigt es dazu, zu bewowen, daf
helGT(4)+67(B).

Als Element von
6™ (g(4-D)+ 6™ g(B-1))|

1aBt sich die Funktion y in der Form y, ...z, darstellen, wo die y
mit geradem Index etwa zu (5+( (4-I)) und die %, mit ungeradem
Index zu Gj+( (B- I)) gehoren mogen. Wir schlieBen hieraus, daf

M) =g~ 5 9(@)=(9""2,9) (g %,9) - (9 '2,9) ()

fir xel.

Die Funktionen g—'y,g (I=1,2,..,%) bilden die Menge I auf
gich selbst ab und lassen die Ordnungsrelatlon < fest. Ist acd.I,

80 ist g(a)eg(4-I) und folglich y,(g(a))=g(a) fiix gerade I<Ck. Setzen
Wir also o (@)=g~"y,¢(x) fir zel und w,(@)=x fir ve K—1I (I=1,2,..,k)
80 wird w,e®'(4) fiir gerade I<<k. Ahnlich kénnen wir zeigen, daB
fir ungerade 1<k w,eG(B). Danach ist wyws...wre|GT(A)+ G (B).
Nun behaupten wir, daB

1 h(@)=w;... wp(z)

Ist ndmlich wel, so ist

fir zeXK.

wk(m)=glekg(w)61$ w/,_1wk(a})=(g—jxk_qg)(g"lxkg)(m)e-[’
W. 8. W., 80 daf wir schlielich durch Induktion zur Formel

(07" 2, 9)(@)=h(a)el
80 schliefen wir Schritt fiir Schritt

O 0 (@)= (g1 y, g)...
kommen. Ist aber weK—I,

(@)=, Wp—1 WH(®)= wi()=w, vy W1ees Op( @)= = k().

Die Formel (1) ist somit bewiesen und es folgt daraus

. h -+ +
W.Z, b. w. (B 4)+6 (B

icm
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87. Ist A,BeM™ s0 ist G =|GT(4)+GT(B).

Beweis. Ist A=0 oder B=0, so ist die Behauptung trivial.
'Wir setzen also voraus, daf weder 4 noch B leer ist; diese Mengen
lassen sich dann in der Form darstellen

A={af’,.

und A4-B=0,

0, g o alh, )
o 0Dy Ay oy A2, oy AP, o a,P)

(1 (1) 3.(2) (&3} (})) ()
= (00, oy B, B, e B, ey B, ey B

wo

1 1 1) s
a[ﬁ) (1) (VY

: X (¢ o (p)
-\,(Ml \1)1 . \b ) “\?0;1”)&?...

) ( ; PEACL]
<Laff <202 3!

(43 oder j, kann dabei gleich 0 sein).
By sei nun geGT; wir setzen ¢ = g(a™), di = p(d%)
(f=1,2,..,p, 1=1,2, ..., %, m=1,2,...,5;) und haben dann

(1) o (1 71(1)

5 (p)
6= . \61\(

d(l) 2. -\(’1") < \c’/ \d(lﬂl ) _)d(m_

Nach 86 gibt es eine Funktion pelGT(A4 A)+GT(B)|, so dad

p(e®)y=a®, w@RD)=b  (k=1,2,.,p, I=1,2,.0yin, M=1,2,..., k).
Wir haben also yp(ai®)=a{" und pp(b%)=0b% fir k=1,2,..,7,
I=1,2,..., %, Mm=1,2,...,7k, Wona.ch ppeGT( A+B)C|GT(4 —l—(5+( I8

Da <p-1/r"1(yxp) und  p~'e|GT(4) +®+ B)|, so folgt daraus

pelGT(4)+-6T(B )|. Da dies fiir jedes pe®™' zutrifft, so haben wir
+c:|c5+ )--GT(B)| und folglich G =|6"(4)+6"(B), w.z.b.W.
88. Isi A,BeM™, so ist (A -B)=|GT(4)+6(B).

Beweis. Die Inklusion
(1) GH(4-B)D|GT(4

ist evident. Um die inverse Inklusion zu beweisen, schlieBen wir
durch Induktion in bezug auf die Anzahl p der Elemente von A-B.
Ist p=0, so folgt alles aus 87. Wir setzen nun voraus, daB p>=1
ist und unsere Behauptung fiir solche 4, BeM™, deren Durchschnitt
weniger als p Elemente enthiilt, richtig ist.

Es seien .4,B zwei Mengen aus M™" deren Durchschnitt genau
p Blemente hat und es sei a das fritheste (in bezug auf die Rela-
tion<3) DlemontvonA B. Wirgetzen I,= K. L’[wga], I=K: E[a—{w]

A)+GT(B)
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s sei nun ¢ eine Funktion aus (5""(11']3). Aug p(a)=a folgt leicht,
daB ¢ die Mengen I, und I, in sich tiberfithrt. Wir bezeichnen fiir ¢=1,2
mit ¢, die Funktion, deren Werte in I, mit denjenigen von ¢ iiber-
eingtimmen (und die auBerhalb I; nicht erklirt ist).

Nach 80 gibt es zwei Funktionen f, und f, die beziehungsweise die
Mengen. I, und I, eineindeutig a.ufK abbilden und dabei die Relation -2
fest lassen. Die Funktion f,¢, f (1=1,2) gehort offenbar der Gruppe
G an.

Ist xefl (4-I) f,(B L), so ist f, ®)ed -B-I,, wonach
qoif[ (x) = of, (m fi z), d.h. fo f;" =®. Wir ha.ben also
fro e G f(A-I)-f(B-1)) fiir i=1,2. Da aber die Menge
f(A-1)-f,(B-1,) weniger als p Dlemente hat, so Iolgt daraus laut
der Induktmnsvora,ussetzung fe.f, ‘(5+ f, (4 I) )+ ®" (f,(B I ))’
f,(pif, hat also die Form einer zusa,mmengesetaten Funktion:

(2) hot ! =o) . o) (i=1,2),

wo die o mit ungeradem Index [ etwa der Gruppe @"F(fl(A-I,))
und die o{) mit geradem Index I der Gruppe (S'F(f,(.B'I ()) angehdren.
Wir setzen fiir i=1,2 und 1=1,2,...,k '

(3) D@)=f"0Pf (@)  falls wel,
4 1 (@)= falls weK—1I,,
Ferner setzen wir fiir ¢=1,2
v, (@)=, (@) falls wel,
y(w)=2 falls zeK—1I,

Es gilt dann offenbar 0, y,¢G™" fiir I=1,2,...,k, und =1,2 und

®) =19,
Wir behaupten nun, daB

6) - p=x e ) (i=1,2).

Ist in der Tat xeK—1I,, so erhalten wir sukzessiv x(‘)(w)xmeK ~I,
A D@) =20 (0)=we K —1I, 2 (@) = o= y,(@).
Ist dagegen .’EeIi , 80 ist
(D

~1 W ®»
xki =f o fi w)el,, xk,_1xf,3( )= f1 5:1).,1 ngi(

wsw. 0.,

icm

Wohlordnungssats 241

0.8.W., 80 daB wir schlieBlich zur Formel 4. (”(w): £ ol
kommen. Nach (2) folgt daraus x{. %5,’,‘( ) @, (#)=1y
Damit ist (6) begriindet.

Nun zeigen wir folgendes:

(i)f[($
(%), da meL.

(7 fiir ungerade 1<k, ist xy’e(f)Jr(A),
(8) fir gerade 1<k, ist xg")e(ﬁ'!"(B).

Ey geniigt nur eine von diesen Formeln, z. B. die erste, zu
beweisen. Ks sei also wed; ist wed.I,, so ist f(x) definiert und
f,(m)ef,(fi I). Da (u“)e(ﬁ*"(f,(Alli)), so folgt daraus o) f(z)=f(=),
dLh f, '@l f (@)=m=y"(@). Ist dagegen weA—I;, so haben wir
nach (4) xi"(2)==2. Die Funktion yx{? 148t also alle Elemente von A
fest, d. h. es ist x,”e(ﬁ (4). Der Beweis von (8) ist vollig analog.

Ausg (6), (7) und (8) folgt nun y,e [(6+(A)+(5+(B)|, wonach ‘wegen

) ¢¢|B(A)-+-G"(B). Da ¢ eine beliebige Funktion aus T (4-B)
War, 50 Iolgt damus. ®" A B C|(5+ )+GT(B)| und mit Riicksicht
auf (1) GH(4-B)=|G"(4 B)l, w.z.b.w.

89. Ist Ozi-XCM"' so ist BT[] A)=)) GT(4)

AeX AeX

Beweis. Ist AeX und peGT(4), so gilt p(z)=a fiir alle ved
und umsomehr fiir alle a;e];I{,A. Bs ist also qze@*‘&[ {(A), wonach
Ae. €

(1) 126 A) CEH([] A).
AeX AeX

Bezeichnen wir nun mit 4, ein beliebiges Hlement von X
und es sei S=J[A4eX]. Das System S besteht aus lauter endlichen

Ay A A
Teilmengen von A, und, da 4, endlich ist, so ist auch S endlich.
Aug 88 folgt also durch eine einfache Induktion:

(2) & (][] A)ﬂ%';cﬁ"*w-

AeS
Ist AeS, so ist A=A, B fiir ein BeX und folglich nach 88
Gt (4)=|6 M) +6T(B) C|Y G1(B). Bs ergibt sich daraus die In-
BeX
klugion '

(3) 261 (A)C] 26 (4).

AeS AeX
Irandamonta Mathematiens, T XXXII 16
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Wir behaupten nun, daf

(4) ' [[A=]]A.

AeS AeX

Erstens ndmlich ist die Inklusion [[AC[[A einleuchtond.

AeX AeS

Ist umgekehrt we[[A und BeX, so ist B-AweS, also weB-4,CB.
AeS

Da B beheblg gewihlt werden kann, so erhalten wir e/ [A, d.h.
4e€X
[1AC]]A. (4) ist damit bewiesen. Aus (2), (3) und (4) folgt

AeX AeS -
G ([14)C| > 6F(4
Aex ~ dex
woraus sich mit Riicksicht auf (1) die Richtigkeit von 89 ergibt.

90. Fiir AeM™' bezeichnen wir mit n(A4) die Anzahl der Ble-
mente von A.

91. Fiir 4, Be M schreiben wir 4 0B, wenn entweder n(A4)<n(B)
oder n(A)=mn(B) und 4 in der lexikographischen Ordnung aller n(4)-
Tupel der Elemente von K der Menge B vorangeht.

92. Ist A,BeM", ApB und ¢eG™, so ist p(A)op(B).

Beweis. Aus 91 folgt, daB n{p(4))=n(4) und n(p(B))=n(B).
Ist also n(A4)<n(B), so ist auch n{p(4))<n(p(B)) und folglich nach 91
p(4) o9 (B). Ist dagegen n(4)=n(B), so steht laut 91 das fritheste
Element von 4—B in der Beziehung X zum frithesten Element
von B—A. Die Abbildung 148t die Relation ~ invariant; daraus
schlieBen wir, daB das frilheste BElement von q(4)— —@(B) in der
Beziehung <J zum frithesten Element von p(B)—p(4) steht, wag
nach 91 beweist, da ¢(4)ey(B) ist, w. z. b. w.

93. Die Menge der AeM+ fiir welche n(d4)=n ist, bezeichnen
wir mit My (n=0,1,2,...).

94, Wir setzen fiir n=1,2,..: dy=10, Ap= 9. '
(vel. 77). 0 (), £(2), ..y f)}

95. Ane My fiir n=0,1,2,....
Der Beweis ergibt sich sofort aus 93, 94 und 77.
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96. s soien oy,...,0, rationale Zahlen, so daBl o;<oe< ..oy
Wir setzen fiir ein rationales x:

Yo,y 0, () = B—01+41 falls <oy,

=20 fall r<
Y01, ey, () P — +i— alls  oa<e <oy,
Yoy, ..ry0,(8) = B—0n+n falls &> o,

97. Bssei Ae M, und A={@,...,2,), WO ¥1<2..<m,. Wir setzen
or=1f" () (¢=1,2,...,mn) und gvAzng],_“,U”f“l falls n>0; fir n=0
bezeichnen wir mit ¢, die Funktion, welche die Gleichung ¢ ,(r)=2x
fiir alle xe i erfiillt.

98. Ist AeM,I“, 80 1st (]JA€(5+ und @ (A)=A,.

Der Beweis ergibt sich miihelos aus 93, 94, 96, 97 und 77.

99. Zwecks Abkiirzung setzen wir Wyt gt=W" und
Ke+4)=8"(4).

100. TFir meﬁmﬁh bezeichnen wir mit A(x) den Durchschnitt
aller AeM"", tiir welche zeRT(4).

101. Ist xeW™, so ist weR+(A(m)).

Beweis. Wir bezeichnen mit X das System aller AeM™, fiir
welche meR"'(A) Nach 43 und 99 ist also 0= XC M+ , Was nach 89 und
100 beweist, das (5+( ) |Z GT(4). Jede I‘unkmon pe (5+(A(m))

LBt sich also als eine zusammengesetzte Funktion ¢=g¢,¢,...9,

darstellen, wo cple(SJ““(Ai) und 4,¢X (i=1,2,...,n). Danach ist laut 40
lp,#/=n fir i=1,2,...,n. Da aber gemas 36 |p,x|==|p,,|@,,....|®,2,|...|;
so folgt daraus |p,o|==®. Mit Riicksicht auf 40 schlieBen wir
hieraus ze R (A(2)), w.z b.w.

102, Ist weW™ und geG™, so ist A(I(p,w])=(p(A(m)).

Beweis. Nach 41 und 101 ist |%m|eﬁ+(¢p(A(m))‘), also auf
Grund von 100 A(|qa,m])Cq9(A(m)). Ist nun Be Mt und
(1) 9,2l e &7 (B),

soistnach 41und 33 we K™ (p1(B)), also A (2)Cy~'(B), d. h. p[A(z))CB.
16%
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Da dies fiir jedes B gilt, flir welches (1) zutrifft, so folgf aus 100
p(A (@) CA(lp,al), w.2z.Db.w.

In Ankniipfung an Definitionen V, VI aus § 1 flihren wir noch
folgende Definitionen ein:

103. Eine Menge 2 ordnet eine Menge vy, falls folgende Be-
dingungen fiir beliebige w,v,wey erfiilllt sind:

(1) lu,v>ew  oder v, u>ew;

(2) ist lw,v>ew und  ws=v, S0 {v,urnonew;
(3) ist luyvdex  und lv,wdew, so  {u,W» e
(4) {wy Y €.

104. Eine Menge z ordnet eine Menge y wohl, fally sie die
Menge y ordnet und folgender Bedingung geniigt: ist 0==2Cy, so
gibt es ein wuez derart, daf {u,v>ex fiir jedes v ez

105. Essei GG, MeR(G) und ye Wy g—ICo. Damit ein we Wy ¢—IK
die Bedingungen (1)-(4) aus 103 fir belicbige w,v,weWyr -y erfill,
ist notwendig wnd hinreichend, daf z die Menge y ordnet und dem
Bereich Wy e angehort. '

Beweis. Nehmen wir zuerst an, # gehtre dem Bereich Wy g— K
an und erfiille die Bedingungen (1)-(4) aus 103 fiir beliebige
u,0,WeWy g'y. Da nach 46 yCWy g ist, so gelten diese Bedin-
gungen fiir beliebige u,v,wey, d.h. x ordnet y.

Ist nun zeWyr g und ordnet » die Menge y, so gelten die For-
meln (1)-(4) aus 103 fiir beliebige u,v,wey und umsomehr fir be-
liebige u,v,wey Wy - Aus (4) erhalten wir mit Riicksicht auf 46,
25, 48 und 26: znoneK, Ww.z.b.w.

Satz 105 hat folgende Bedeutung: ersetzt man in Definition V
aus §1 iberall die Worte ,Individuum®, ,XKlasse“, ,&“, , 4% be-
ziehungsweise durch die Worte: , M,®-ausgezeichnetes Element*,
»M,®-ausgezeichneter Bereich”, ,e“, .4,%, so geht diese Definition
in eine Aussage iiber, die den Begriff einer ordnenden Menge, die
dem Bereich MWy e angehort, definiert.

106. Es sei GeG, MeR(G), w2 Wy e—H, «Cy und
t=2z F[u,vew]. Wenn z die Menge y ordnet, so ordnet t die Menge
vy
@ und es gilt te Wy g— K.

icm
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Beweis. Hs ist evident, daB ¢ die Menge x ordnet. Aus 26 und 46
folgt ferner @=F,, denn sonst kénnte 2 nicht dem Bereich 03 we—K
angehoren. Aus 25, 26 und 46 erhalten wir also

(1) 0=2CWy e und wznonel,
Nach 48 und 26 schlieBen wir daraus, das
(2) O#WZE[M:Q’EWJCQB.M,(S:
Sy vy
(3) wnonell,.

Aus (2) und (3) ergibt sich nach 32

(4) lpswl = f{ lwvea]  fir peG,

poul, [, 0l>

Nach (1) und 32 gibt es eine Menge A e M, so daB die Formeln
wew und |p,ul ez fir ueWyr g und pe®(4) dquivalent sind. Nach (4)
ist also

(h) lp,wl=w fir geG(A).

Geméf 32, beweist (5), daB der Bereich, der mit w umfangs-

gleich ist, M,®-ausgezeichnet ist. Da t=z-w, so folgt daraus mit
Riicksicht auf 66 t¢Wy g, w.z b.w.

107. Fir jede Ordnungszahl & g¢ibt es eine Menge weﬂﬁ—l(,
welche dic Menge K I ordnet.

Beweis. Fir AdeM" bezeichnen wir mit ¥ (A4) die Menge der
yeKe T, fiir die A(y)=A. Da A(y) eindeutig durch y bestimmt
ist, sind die Y(4) zueinander fremd.

Aus dem Auswahlaxiom ergibt sich nun die Bxistenz der
Mengen 0, (n=0,1,2,...), die die Mengen Y(A4,) ordnen. Mit Hilfe
dieser Mengen bestimmen wir eine Relation o zwischen Elementen
von KW' auf folgende Weise:

(1) wov gilt dann wnd nur dann, wenn 1° u,veKe W und 20 ent-
weder A(u)oA(v) oder A(u)=A=A4(v) und lp,,ul, @, €0,

SchlieBlich bezeichnen wir mit @ die Menge der Paare <{u,v),
fiir die wov gilt.

Wir wollen zuniichst zeigen, daB  tatsiichlich die Menge
K W" ordnet.
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Fiir zt.ng-%+ haben wir nach 47, 35, 98, 83 und 102
- gpt
]sz(u),ul e KW V(A )
Da  Onuaey die Menge Y(Anaq)) ordnet, so folgt

<|¢A(u):’“'|: |‘PA(u)1 ue Onawy)?
d. h. naeh (1) wou oder
(2) {u,uyex fiir uweHe2".

' Es sei jetzt {u,v>ex und u==v. Ist A(w)eA(v), so kann nach 91
weder A(v)oA(u) noch A(v)=A(u) gelten; aus (1) folgt also, daB
Cuywd mon ez, Ist A(u)=A=A(v), so ist laut (1) |gs%u]; 94,20 €0,
Dabei ist lp,,u|==|p v, da wir sonst nach 33 w=v hétten. Mit
Riicksicht darauf, daB Oy die Menge Y(An)) ordnet, erhalten wir
{optly pppuldnoneQ,,. Nun schlieBt die Gleichheit A(u)=A(v)
die Formel A(v)pA(u) aus. Wir folgern alse aus (1), daB auch in
diesem Fall {v,u>nonezx. Es gilt also ganz allgemein folgendes:

(3) ist u=v und <u,v>ez, so ist {v,u) non € x.

Setzen wir nun voraus, daBl <u,v>ex und {v,w)ex. Ist A(u) o A(v),
so muB A(u)eA(w) gelten, denn es ist jedenfalls A(v)oA(w) oder
A(v)=A(w) und die Relation p ist transitiv. In diesem Fall haben
wir also {u,wd>ex. Bbenso gilt {u,w>ex falls A(v)o.A(w). Ist nun
A(u)=A(v)=A(w)=A4, so haben wir nach (1) |g,,ul, |#,,9> €0,
und(:(PA,‘U‘,i(pA,wDEO"(A), wonach <|<PA,“|, I(PA’ w|>50n(4)7 d.h. wegen (1)
wow also <u,w>ex. Wir haben also folgendes bewiesen:

(4) aus lu,vyex und v,wyex  folgt  {u,w)em.

Ist u,veK: MW, so ist entweder A(u)pA(v) oder A(v)oA(u)
oder schlieBlich A(u)=A=A4(v). Im ersten Fall ist nach (1) <{u,v> ez,
im zweiten <{v,u) ex. Im dritten Fall gilt entweder {|p ,,ul, ¢ 4,2>€0p4)
oder <|p,, 7], |¢,,u> €0, da nach 102 und 93 |p,,u|, lp,,v|e¥Y(4,,)-
Es ist also auch in diesem Fall {u,v>ex oder <v,u>ex. Damit ist
folgende Formel bewiesen:

(5) ist u,veKe- W™, s0 ist entweder {u,v>ex oder {v,ude .

Aus (2)-(5) folgt nach 103, daB z die Menge Kz IB" ordnet.

Ist u,veK;ﬁB"’, so ist nach 48 und 83 <{u,v>eIW’. Da =z aus
Paaren <(u,v> besteht, fiir die u,veKsW", so ist zCW™, woraus
nach 10, 44, 50 und 83:

(6) Z,(z)- MCWFC S ]T(B) fiir jede Ordnungszahl 7.

BeMt

o
N
~]
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Es sei nun (u,2>ex und ¢e®™(0). Nach 32 gilt

(7) oy <uy 03| =<9, ul, o, 0>
und nach 47 und 35
8) Il lpy o] e K- T
Laut (1) sind zwei Félle moglich: entweder ist 4(u)oA(v) oder
(9) A(u)=A=A(v) und ‘:{‘PA"“L I‘PA""DEOH(A)'

Im ersten Fall erhalten wir aus 102 und 92 A(lp,|) 0 A(|p,v|),
wonach mit Riicksicht auf (1) und (8)

(10) <l971 '“") |q7,'vl>5m'

Nehmen wir nun an, dal der zweite Fall zutrifft. Wir setzen
B=¢p(A) und yp=97 g @. Nach (9) und 102 haben wir

(11) A(I%ul)=B=A(|¢’,'D[)'

Ferner haben wir offenbar ye ", da laut 98 ¢7!,p,6¢G™
Ist wed, so ist g(r)eB, ferner nach 98 ¢,p(x) €4 p=A ., also
durch nochmalige Anwendung von 98 u(z)=¢7 ¢, p(z)ed. Die
Funktion ¢ bildet also A auf einen Teil von A4 ab. Nun behaupten
wir, daf
(12) y(z)=2 fir zed.

Wiire némlich y(x)=a fir ein gewisses xe 4, also etwa a<y(z),
50 bekdmen wir durch Iferation

z2<Sp(@) <pA2) < .. <pH@) < ...y

wobei nach dem soeben Bewiesenen alle y*(x) der Menge A an-
gehoren wiirden. Das ist aber unmdéglich, da 4 als Element von Mt
eine endliche Menge ist. Damit ist (12) bewiesen und es folgt we(§+(A).
Nach (9) und 101 beweist dies, daB |p,u|=wu und |y,v|==v, d.h. wegen
33 und 36: l(pB, |<p,u|l=|<;aA,u|, ]lng, |¢p,1J|L=|q7A,v!.' Nach (9) erhalten
wir also

(13) <I‘P31 o, ul], ’SUB: 2 '””> EO,,(A)= On(B)'
Aus (1), (8), (11) und (13) folgt wieder die Formel (10). Wir

haben also folgendes bewiesen:

(14) ist <u,pdex und pe®T(0), so ist g, ul, |p,v)> ez

<%
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Setzen wir in (14) ¢~ fiir ¢, |p,u| fir » und || fir v ein, so
erhalten wir: »
15) st Jopul, lg,o>er und @e@T(0), so ist u,v>ew.

Da offenbar
(16) 0+=2CIM,
so folgt aus (7), (14) und (15) auf Grund von 32
(17) zeSTH(0).

Aus (6), (16) und (17) folgt ze¢W™ und aus (2) ergibt sich nach
26 und 48 wxnoneK, Ww.z.D.w.

108. Ist yeMW —K,, so gibt es ein mei’B”", das y ordnet.

Beweis. Nach 18und 21 gilt yCK; fiir eine gewisse Ordnungs-
zahl £, wonach wegen 46 yCK: ', Nach 107 gibt es eine Menge
aus W, die KW ordnet. Aus 106 schlieBen wir also, daB es ein
zeW" gibt, das y ordnet, w.z.b. w.

109. Mit Riicksicht auf 105, 51, 52 und 54 148t sich Satz 108
wie folgt aussprechen: wenn wir im Ordnungsprinzip aus § 1 diberall
die Worte Individuum®, ,Klasse“, &%, A beziehungsweise durch
die Worte ,M™, ®*-ausgezeichnetes EBlement*, , M+ ,(5+-ausgezeichneter
Bereich®, 6%, .4, ersetzen, so geht das Ordnungsprinzip in eine
richtige Aussage iiber.

110. KeWt—EK,.

Beweis. Aus 0&KCK, folgt KeP(K,)CK,, wonach
(1) Kedn.
Aus 26 folgt ferner

2) Knonek,.

Ist ¢eGg, so haben wir nach (1), (2), 25, 32 und 30 Y)
o, K|l=F'[n=1,2,..]=K,

1y

wonach
3) K eR1(0).
Aus 45 ergibt sich nach 10, 44, 50 und 83
4 - ZHE) MCZ(WF)- MCWHCY ]7(B).

- BeMT

Aus (1)-(4) folgt nach 43 KeW —EK, w.az b.w.

Wollordnungssatz 244

111. Es gibt kein xeW', das K ordnet und folgender Bedin-
gung gentigt:

(*) st 2eWT— K, und hat die Formel tez fiir jedes teW™ die Formel
te L zur Folge, so gibt es ein weW' -z derart, dap {u,vdex fir

alle veW3™ -z,

Beweis. Wir nehmen an, es gebe ein me‘ﬂl‘ﬁ', das K ordnet
und (*) geniigt. Es gibt also eine Menge 4,¢ 3™, so dall zeR7(4,).
Nach 110 gibt es eine Menge AzeJI+, 0 daB KeR™(4,). Wir setzen
A=A4,+ A4, und haben dann offenbar
1) AeMt,  zeQT(4), KeRT(4A).

Als eine endliche Menge 148t sich 4 in der Form A={ay,...,Ls)
darstellen, wo z<<m<X..<@, Wir setzen Iy=F[z<z] K,

Ii=F»<e<wa} K fir j=1,2,.,n—1 und I,=[[z,<z]-K.

Offe;iba.r muB eine der Mengen I; mindestens zwei Elemente haben,
da K unendlich ist. Es sei I;=2 diese Menge. Wir behaupten, daB

(2) zeWH—K,.
Wir haben in der Tatb

(3) 0=F2C N,

da 2CK,. Danach ist laut 26

(4) znoneK,.

Aus 2CK, folgt mit Riicksicht auf (2) zeP(H,)CKE,CIM. Es
ist also
(5) ze M.

Nach (3), (3) und 32 gilt |p,2|=[[we 2] fiir peGT. Bs sei nun
()

G (({m4,3;+1)) ®). Die Formeln 5,<0<;+1 und 2,=<p(2) <%
sind offenbar miteinander #dquivalent, was beweist, dal lp,2l=2
ist. Da {m;,2;41) CA, so folgt hieraus
(6) zeRT(4).

SchlieBlich haben wir nach 10, 44, 50 und 83 mit Riicksicht
auf zCE,CI™
(7 Z’g(z)-SITtCQB+C§ KRT(B) far jede Ordnungszahl &.

Be

BN . : \
1) Pir j,=0 ist {2y} und far jy=n ist {z,) anstatt |z, 4 zu setzen,
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(2) folgt nun aus (4)-(7) und 43.

Aus 46 folgt nach (2) 2C wr. Da ¢CK, so folgt daraus, daB
die Formel tez fiir jedes te W™ die Formel te K zur Folge hat. Nach (*)
gibt es also ein ug, so daf:

(7) wuyez, (8) <ugwdex fir alle vez W=z

Es sel nun u, ein beliebiges Element von z, das von u, ver-
schieden ist. Da uyu,noned und die Menge 2z laut 80 nach dem
Typus 7 geordnet ist, so schliefen wir leicht, daf es eine Funktion
<pe(5+(A) gibt, so daB ¢(u,)=wu,. Wir haben offenbar

(9) Ug == ¢(Uy),

denn sonst wiirde wegen der Eineindeutigkeit von ¢ w,=wu, sein.
Ferner ist nach (6) ¢(u,)e#, also nach (8)

(10) gy P(ug)> €.

Anderseits folgt aus (8) durch Anwendung von (1) und 32
<9’(uo),¢(“1)>533, d. h.

(1) <gp(ug), up> €.

Dies ist aber ein Widerspruch, da sich (10) und (11) mit
Riicksicht auf (9) gegenseitig ausschlieBen. Unsere Behauptung ist
somit bewiesen. _

Aus 111 folgt mit Riicksicht auf 110, 105, 51, 52 und 54, da
der Wohlordnungssatz aus §1 bei der in 109 angegebenen Interpre-
tation der Grundbegriffe in eine falsche Aussage iibergeht. Hieraus
folgt auf Grund des Haupttheorems folgender ‘

Satz I. Der Wohlordnungssatz ist von allen Aziomen des Sy-

~

stems S und vom Ordnungsprinzip wnabhingig.
Als eine leichte Anwendung hiervon erhalten wir noch folgendes

Korollar IT. Figen wir zu Axiomen des Systems S die Aussaye:

*) ﬁ;r jedes System von zueinander fremden und endlichen Mengen
gibt es eine Auswahlmenge |

hinzu, so ist der Wohlordnungssatz aus diesem System nicht ableithar ).
col i 22) Korolls'xr II (in einer etwas anderen Formulierung) wurde von A. Fraen-
Dc? m.der zwelt.en und dritten seiner unter %) zitierten Arbeiten aufgestellt.

ie bellsder{ Bewelse’ von Fraenkel sind indes nicht stichhaltig. Vgl. dazu die
unter 13) zitierte Mitteilung von Lindenbaum und von mir.

icm

Wohlordnungssatz 2h1

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daf8 die Aussage (*) auf
dem Boden des Systems & aus dem Ordnungsprinzip ableitbar ist ).

Wie in Einleitung bemerkt, gelten die zwel vorangehenden
Sitze nur unter der Voraussetzung, daB die v. Neumannsche
Mengenlehre widerspruchsfrei ist. Wir wollen noch zum SchluB
einiges daritber sagen, wie man diese Voraussetzung durch eine
schwichere, z. B. die der Widerspruchsfreiheit des Systems &,
ersetzen konnte.

Es geht aus unserer Konstruktion unmittelbar hervor, dal
der Aufbau des Modells nicht nur im v. Neumannschen System,
sondern auch im System G und manchen anderen Systemen (wie
z. B. im System von Bernays) durchgefiilhrt werden kann. Ebenso
148t sich das Haupttheorem in ,anderen Systemen miihelos nach
dem Muster unseres § 3 beweisen. Etwas anders steht es mit Sitzen
aus § 4. Im Beweis von 107 haben wir 'vom Auswahlaxiom wesen-
tlich Gebrauch gemacht und es ist allem Anschein nach unmdoglich,
Satz 107 ohne Benutzung dieses Axioms zu beweisen #). Der Beweis
von 107 148t sich also wahrseheinlich auf dem Boden des Systems &
nicht durchfiihren. Wenn wir aber das System & durch Hinzu-
fiigung des Auswahlaxioms erweitern, so lassen sich auf dem Boden
des so entstandenen Systems &' alle Ausfithrungen der vorigen §§
genau wiederholen. Satz I und Korollar II gelten also unter der °
Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit ‘des Systems &'. Nun folgt,
wie Godel in seinen am Ende der Einleitung erwihnten Vorle-
sungen bewiesen hat 2%), die Widerspruchsireiheit von &’ aus der
Widerspruchsfreiheit von &. Somit wird die Giiltigkeit des Satzes 1
und Korollars IT schon durch die Widerspruchsfreiheit von & (oder
von System von Bernays) gesichert.

Anstatt des Systems & konnte man auch andere Systeme
der Mengenlehre zu Grunde legen und entsprechende Ergebnisse
erhalten. Hierher gehoren z B. Systeme von Quine )  oder

28) Diese Bemerkung rihrt von Kuratowski her. Vgl. A. Tarski, Sur
les ensembles finis. Fund. Math. 6 (1924), 8. 46-95; vgl. Fubnote?) auf der Seite82.

2) Diese Frage ist lose mit dem anscheinend sehr schwierigen Problem
verbunden, ob das Auswahlaxiom auch in solchen Systemen unabhingig ist,
die die Existenz von ,Urelementen® nieht zulassen.

%) Vgl. K. Godel, The Consistency of the Aziom of Choice and the
Generalized Continuum Hypothesis. Proc. Nat. Acad. Se. 24 (1938), S.556-557.

1) Vgl. W. V. Quine, Set-theoretic Foundation jor Logic. Journal of Symb.
Logic 1 (1936), S. 45-57.
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Skolem ??), die weniger Grundbegriffe aly & haben, sich aber dafiir
nicht auf endlich viele Axiome stiitzen; infolgedessen ist der Beweis
in bezug auf solche Systeme keineswegs eine genaue Wiederholung
des vorangehenden; um ihn durchzufithren, muf man vielmehr
mehrere Beweismethoden der modernen Metamathematik in Betracht
ziehen %),

27) Vgl. T. Skolem, Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik. Skrifter
utgitt av Det Norske Videnskaps Akademi i Oslo. I. Mat.-Nat. Kl. (1929), nr 4.

3#) Vgl. hiezu meine unter *4) angefithrte Arbeit sowie die unter 3) zitierte
Mitteilung.

icm

Sur quelques transformations biunivoques
de la droite en elle-méme.

Par

W. Sierpifiski (Warszawa).

Comme j’ai démontré 1), si 2% =y, il existe une fonction
biunivoque f(x) transformant la droite en elle-méme qui transforme
chaque ensemble F de mesure nulle en ensemble f(¥) de I-e catégorie
et dont la fonction inverse f_l (z) transforme, réciproquement, tout
engemble EF de I-e catégorie en ensemble fYE) de mesure nulle.

Une telle fonetion f(z) ne peut pas étre mesurable. En effet:

(1) Si f(x) est une fonction mesurable (d'une variable réelle), il
existe un ensemble N de mesure nulle, tel que le complémentaire
de Densemble f(N) (par rapport & la droite) est de I-e catégorie?).

Dong, si la fonetion mesurable f(x) transforme chaque ensemble
de mesure nulle en un ensemble de I-e catégorie, elle transforme
aussi toute la droite en un ensemble de I-e catégorie et par con-
séquent ne peut pas transformer d’une facon biunivoque la droite
en elle-méme.

Or, je vais démonftrer ce

Théoréme 1. Si 2N=g,, il existe une fonction mesurable f(x)
qui transforme d’une fagon biunivoque la droite en elle-méme en trans-
formant tout ensemble de I-¢ catégorie en un ensemble de mesure nulle.

1) W. Sierpinski, Hypothése du continu, Monografie Matematyczne 4,
Warszawa-Lw6w 1934, p. 77; v. aussi ma Note dans Fund. Math. 27 (1936),
p. 276. .
2) Cf. loe. eit., p. 83, lemme 2, dont (1) est une conséquence immeédiate.
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