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riable réelle qui converge non uniformément sur tout sous-ensemble
indénombrable de E. I’ensemble F étant de puissance 2““, il existe
une fonction ¢(z) de variable réelle & valeurs distinctes dont I’en-
semble des valeurs (pour x réels) est précisément Pensemble E. La
suite infinie f (¢(#)) (n=1,2,...) est, comme on voit sang peine,
non uniformément convergente sur tout ensemble linéaire indénom-
brable, d’olt la proposition Q. L’implication P—Q se trouve ainsi
démontrée.
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Sur les espaces des transformations continues
en certains groupes abeliens.

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).
Dédié a Monsieur Felix Hausdorff.

. 82 étant un espace topologique (métrique p. ex.) et I un groupe
abelien topologique, je désigne par ™ le groupe des transforma-
tions continues de 8C en sous-ensembles de %, l'addition des fonc-
tions-éléments f, et f, de Qjm étant définie par la condition: fy=F,--f,
lorsque, pour chaque xedl, fy(x)=F(@)+ fom)- ?/5@ est évidemment
un groupe abelien (et la fonction identiquement égale & 0 est son
élément neutre).

Nous considérons dans cet ouvrage deuw groupes abeliens topo-
logiques & et 8§ (Popération du groupe 8 étant désignée comme ad-
dition et celle du groupe § comme multiplication) et une homo-
morphie continue e transformant 6 en §; de sorte que, pour ieé,
on a é(t)ed ot quwi chaque zeS§ correspond un te8 tel que e(f)==.
Soit 9 le noyaw de cette homomorphie, c. & d. 1’engsemble des t tels
que e(t)=1.

Nous congidérons, en outre, un espace &2 tel que:

(i) A étant un sous-ensemble fermé arbitraire de &6, chaque
fonction qaeéA admet une extension ep*esa?,

(i) O étant wn sous-ensemble connewe arbitraire de 3, chague
fonction de8C est une constante ).

1) Ces conditions sont remplies par chaque espace (métrique) &, si &
est un rétracte absolu et G en est un sous-ensemble isolé.
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L’homomorphie ¢, définie sur 8, détermine une homomorphie
définie sur 8*; A savoir, & I'élément ¢ e8* vient correspondre ’é14-
ment e.,,aSA tel que ep(x)=e[p(x)] quel que soit wed. Le noyau
de cette homomorphie est 94; c. % d. que les conditions e,=1 et
zpe@A sont équivalentes.

Soient, en particulier, & le groupe des nombres réels, l'addition étant
entendue au sens arithmétique, et § la circonférence |2j=1 du plan complexe
avec la multiplication habituelle des nombres complexes (,,groupe des rotations*);
goit e(t)=¢>"", Evidemment e est une homomorphie continue transformant &
en & et son noyau § coincide avec le groupe des nombres entiers. Dans cette
interprétation, & est un espace métrique tout-a-fait arbitraire (en vertu du
théortme de Tietze-Hausdorff).

Pour peb4, ¢, désigne la fonction-élément de 4 telle que ey (@)= 2Py
avec xed.

TLes éléments f 1) de $% qui sont de la forme f= gy €. 2 d. qui
sont des valeurs de I’homomorphie qui vient d’étre définie, con-
stituent un sous-groupe de &% que nous désignerons par I'(&Q).
D’une fagon plus générale, I'(4) désignera le sous-groupe de &% formé
des fonctions f telles que la fonction partielle f|A est de la forme e,

A
avec @eé”.
Un rdle surtout important jouent les groupes-facteurs

B(A) =61 (@) et By(4)=8"[S,

§ désignant ici le sous-groupe de §* composé des fonctions con-
stantes 2).

Plusieurs théorémes concernant les relations entre ces groupes,

des théorémes d’,addition” et des énoncés qui s’y rattachent seront
établis dans cet ouvrage.

Dans Pinterprétation considérée plus haut, les éléments de (&) coincident
avee les transformations homotopes 4 une constante3); donc — dans le cas de
& compact — avec les transformations inessentielles au sens de M. Hopft,
et les éléments du groupe B,(#) coincident avec les composantes de 1’espace S,
Le groupe B,(&€) est isomorphe au premier groupe de Betti (pour & compact) 4);
le groupe By(2€) correspond au groupe 0 de Betti.

’) Je vais employer les variables f, g et b pour désigner des éléments de $4,
@, ¢ et y pour les éléments de &4 et d pour les éléments de G4.

?) Il est commode de désigner par le méme symbole une fonction constante
eti la valeur de cette fonction. La condition (ii) s'exprime ainsi par 'égalité ¢C=¢
(pour C connexe). )

3) Théoréme de M. S. Eilenberg, Transformations continues en circon-
Jérence et la topologie du plan, Ch. I, §2, Fund. Math. 26 (1936).

¢) Théoréme de M. N. Bruschlinsky, Math. Ann. 109 (1934), p. 525.
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L’importance de 1’étude des groupes S g B,(®) tient en particulier au
fait qu’ils interviennent d’une fagon trés naturelle dans la théorie des coupures
du plan?') — comme d’ailleurs le n-l-8me groupe de Betti intervient (grice
au théoréme de dualité de M. Alexander) dans 'étude des coupures compactes
de I’espace euclidien & n dimensions. Il est cependant remarquable que — comme
I’a montré M. Eilenberg — le groupe B,(é2) est applicable dans la théorie des
coupures du plan qu’elles soient compactes ou non compactes (ol le premier
groupe de Betti est moins maniable) et permet de construire cette théorie d’une
fagon non seulement trés générale, mais aussi trés simple.

Ce fait conduit & I’étude du groupe B,(#) pour & tout-A-fait arbitraire
(sans Uhypothdse que &€ est un sous-ensemble du plan)2). Cette étude ne de-
vient pas plus compliquée (du moins dans le domaine des problémes considérés
ici) en se plagant & un point de vue plus général encore: en admettant, comme
nous le faisons, que & et § sont des groupes topologiques arbitraires, assujettis
aux conditions formulées an début de cet ouvrage. ’

1. Groupe I'(A). Groupe B;(4dyA4,). 1 désignant 1’élément
neutre du groupe &, donc (conformément au renvoi 2, p. 232)
du groupe 8&9’ aingi que du groupe &4 pour AC&C le symbole
»f~1mod I'(&8)* signifie que fel(80) 8).

1) Voir le Mémoire précité de M. Eilenberg et plusieurs ouvrages de
M. K. Borsuk qui y sont cités. Comme 1’a fait observer M. Borsuk, de nom-

- breuses propriétés topologiques de I'espace &€ sont équivalentes & des propriétés

(plus simples) de §%€. Ainsi, par ex., I'unicohérence d*un espace péanien &€ équi-
vaut 4 la connexité de I’espace $%.

?) Voir, dans cet ordre d’idées, outre le mémoire précité de M. Eilenberg,
les notes Sur les espaces multicohérents du méme auteur dans Fund. Math. 27
et 29, ainsi que K. Borsuk et 8.Eilenberg, Uber stetige Abbildungen der Teil-
mengen euklidischer Rdume auf die Kreislinie, Fund. Math. 26.

) D’une fagon générale: étant donnés un groupe abelien U (I’opération
du groupe étant congue comme multiplication) et un sous-groupe V, I'expression
Uy ~uymodV (ou bien u;=wu, mod V) veut dire que (uy:u,)eV; ou encore: que u,
et u, appartiennent au méme élément du groupe-facteur U/V. En particulier,
u~1mod V signifie que ueV.

Pour g,hed%, nous écrirons, tout court, g~h au lieu de ,,g~h mod groupe
des fonctions de la forme e ol pedde.

Je désigne par f|.A la fonction partielle qui s’obtient de f en restreignant
la variabilité de I'argument & I’ensemble 4.

D’une fagon générale, étant donnés un groupe %, un espace & et un sous-
ensemble 4 de &, I'opération fonctionnelle ¢ qui fait correspondre & chaque fe9f a
I'8ément {(f)=fl4 de ¥4 est une homomorphie. ,

Si 6C Y%, je désigne par @|A Yengemble (D), ¢.ad. Pensemble des
fonctions 7|4 od fed. Y | A est donc bien I'ensemble des fonctions g e 94 qui
admettent une extension g*e % .

L’opération { étant une homomorphie, si @ est un groupe, @|A en est
également un. :
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Soit @=A4,1-4, une décomposition en deuxw ensembles fermds.
Posons 1), pour abréger,

I(4,)-T'(4y) ,

By(Agyd,)= m )

On a les relations suivantes:

) T(Ag)| A=T"(Ay 4,)| 4;= F{(geS™) (9| 4o 4:1~1)}
_lf .
@) [I(4o)-T(A)]| A, =T'(4,)| 4, = qE{(g e8") (g~1)).

La double inclusion qui s’obtient de (1) en remplagant = par C
étant évidente, il s’agit de prouver que les conditions geeSA‘ et
g| 4, A,~1 entrainent geI'(4,)|4,. Or, posons g|A, A4;=e, ol
¢e£A°'A‘. Soit, conformément & (i), pCy*e6* 3). Les fonctions ¢ et
h=ey+ étant concordantes?), puisque g¢|4d,Ad;=ey="h|4, 4, soit
{ la fonction égale & g sur 4, et & h sur 4, Il vient ngeSw et
fld,~1, Qo gel'(Ay)| 4,

- Pour établir (2), on remplace dans (1) 4, par 4.+ 4,.

La deuxieme égalité (2) implique aussitds:

A

quel que soit A fermé.

) Cf. le groupe P(4,,4,) de M. Eilenberg, l.c., p. 94.

?) La multiplication, addition et la soustraction des ensembles sont en-
tendues dans le sens de la Théorie des ensembles: p.ex. I'(4,).I'(4,)= partie
commune des groupes I'(4,) et I'(4,).

%) L’inclusion ¢(Cy* signifie que ¢* est une extension de . Rappelons

que, d’aprés (i), & chaque e84 (aveo A fermé) correspond une extension w*eé'ag;
autrement dit, on a pour A fermé

84 =¢e%| 4,

4) Deux (ou plusieurs) fonctions ge % ot he% 4 sont dites concordantes
si elles coineident sur A,- Ay, o. 4 d. si gj4, A, =h|4,-4,. Elles déterminent alors
une seule fonction f définie sur A,+A4; et telle que f|d,=g et fldy==h.
Cette fonction est continue si les ensembles 4, et 4, sont fermés (ou ouverts)
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I'(4 4,)

Théoréi 1. Le '), it direct 1
L or;m:: 1 Lergzmpe TA,) T4 est le produit direct?)
des groupes PE A:; et F(( A:;; il est donc isomorphe & leur produst
cartésien:
(4) F(AO-AI) _»F(A[)) I'(-Al) 9

T(dy)-T(dy) ™ I'(&) “F(dy)

Il g’agit de démontrer que chaque fel'(4, A4;) est de.la forme
f=Tof1, OU foel'(4,) et f,el'(4,) 3). Or, d’aprés la premidre égalité (1),
il existe un foel'(4,) tel que f|A,=fy|4,. En posant f,={f:f,, il vient
fel(4y), car (f:fy)]d=1.

Théoréme 2. 8i B, (A, A,) se réduit & Vélément neutre 4), on a:

(5) O I(4y)|4,=8",
I(dy)
® Ty w Ol
By(do+4,)
@ 75172—0,5 = By(Ag) X By(4,).

1) V et W étant deux sous-groupes d'un groupe abelien U, le groupe U
est dit prodwit direct de V et W lorsque chaque ue U se laisse représenter d’une
et d’une seule fagon comme produit vw od veV et weW; cela équivaut & dire
que 1° % ge laisse représenter d’au moins une fagon comme vw, 2° I'ensemble
V-W se réduit & 'élément neutre (of. Alexandroff-Hopf, Topologie I, p. 561).

De 14 résulte que, si la condition 1° seule est satisfaite, 7 est le pro-

duit direct des groupes-facteurs V—VW et W (que nous désignerons, pour

v.-w
14 w v w , 2]
abréger, par e eb 7—) Car T est ’élément neutre de i
Ceci se laisse exprimer aussi de la fagon suivante: X étant un sous-en-
semble arbitraire du groupe U, désignons par X le plus petit groupe contenant X.
On a alors

vV W

(V) _ VW _
vw —wty ¢ Fmy=0

?) Le symbole = dénote P’isomorphie (’équivalence au sens de la théorie
des groupes). )

?) c.ad. que I'(4o-dy)=I(4o)+I'(4,).

4) 0.4d. que chaque fe§%4 gatisfait & la condition f~1. Si 4,4, est
connexe et localement connexe et § est la circonférence, cette hypothdse équi-
vaut & l'unicohérence de 4,-4,.
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La formule (5) est une conséquence directe de (1). Puis

I(4y)|4:, % s

I(de) __ I'(4y) SFCTRIY]
1 1

T(4y) ~ T(dy)-T(Ay) & [T(4y) T'(4))]] 4
en vertu de (3), (2) et (3). Comme, par hypothése,
st = (4, 4y),

= %I(Al)

(4) et (6) donnent
SAo'l-A:
T(4y)-T(4,)
d’olt la formule (7), puisque

shtde g4 D444y %)
F(Ao)'—P(-Aﬂ?[F(Ao)‘F(Al)]:F(-A0+A1)

== By(Ao) X By(44),

On verra dans le N° guivant que le groupe B;(4,,4,), qui
intervient dans la formule (7), est 1ié étroitement au groupe By( 4, 4,).

1) Car, d’une fagon générale, on a

o 6|4

Te T4’
0 et ¥ désignant deux sous-groupes du groupe ‘}/“’:@ tels que O ¥ et que ¥ con-
tient toutes les fonetions fed pour lesquelles f(z)=1 quel que soit wed, c.Ad.

contient le noyau de 'homomorphie ¢ (of. renvoi 3, p. 233). Cette isomorphie
équivaut, en effet, & la suivante

9 _ ()
Uer &(U)
ot celle-ci résulte du théoréme suivant: étant donnés un sous-groupe ¥V du groupe
abelien U et une homomorphie h définie sur U et dont le noyan est un sous-
groupe de V, on a
o U__KD)
V & h(V)
On substitue, en effet, & h Popération ¢ restreinte aux éléments de &.
*) Car, d'une fagon générale, W(CV étant deux sous-groupes d’un groupe

. U U
abelien T, I - =, =
es groupes-facteurs 7' W et

U u:w

Ve VW

14 .
W sont liés par la formule suivante

) Celle-ci est une conséquence de la formule (°) du renvoi précédent, en
désignant par h1’homomorphie qui transtorme U en U: W ot qui a W pour noyau.
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2. Rapports du groupe B,(4,4,) aw groupe By(Ay-4y)-
Groupe 6(AyAy). Soit, comme auparavant, &=A4,+4; une
décomposition en deux ensembles fermés.

Faisons correspondre & chaque de %4 un hgel'(A,)-T'(4,) de

la fagon suivante?).
‘ Soient g, ; (j=0,1) deux fonctions-éléments de &% assujetties
4 la seule condition que d=g¢;; — @4, (C. 3 d. que . lon ait d(x)=
= @y1(8) — P ,0(2) quel que soit wedy Ay). Des ¢, de ce genre
existent: on peut poser p.ex. ¢,,=0 et admettre pour g¢,, une
extension continue arbitraire de d sur Ay (Vexistence d’une telle
extension résulte de (i), p. 231).

Posons hd,j=e(pd r Les fonctions haoe et hgy sont concordantes,

e.ad. que, sur Ag-4;, on a hao=has. On a, en effet,
hat 2 hao= gy 1—pg o= €d= 1.

Elles définissent done une seule fonetion hge 84 telle que
ha| Aj=ha,;. Par définition de hg;, on 2
(8)  hael(Ag)-I'(4y).

- La définition de hy dépend évidemment de ¢, ;- Oependant

9) si g, e8, gh—gh=0 o WA=l =t , ona k~h,

Posons, en effet, y, =, —¢4; 11 vient

ro. j— = e =0,
N A R (T

La dernitre égalité prouve que les fonctions y,, et y,, sont
concordantes. Posons done y,¢€ g4 ot vyl 4=y, Par conséquent
Ah;z:hd=€.¢.d, d’olr h:z"’hd.

Dégignons par 0(A,4,) le sous-groupe de 9% composé des d
pour lesquels il existe deuws d;e9%Y, j=0,1, tels que d=d,—do 2.

Nous allons démontrer que:

(10) 0( Aoy Ay)=h""[I(Ag+A41)]

1) Notons que, si Aq:4,=0, @44 e contient quun seul élément:
I'ensemble vide. En général 9= (0). y
%) En symboles (cf. renvoi 1, p. 235), en posant A=Ga 4,4, on a

————
(Ao Ay) =40+ 4.
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(c. & d. que la condition def(Aq,A,) équivaut & ha~1),

(11) hara~ha-ha,

(12) & chaque fel'(A4,)-
ad (10). Soit def(4y4,). Posons d;ed 4 et d=d,— dy, et sub-

I'(4,) correspond un d tel que f~hq.

stituons d; & @ o, dans (9). 11 vient &) =0 =1 (par définition de 9);

done hd~hdr—1
Inversement, soit hs~1. Posons ha=e, et ped® ™, Soit
d=g, —yp. Il vient d,—d=g,,—p,,=d et d,e§%, car

Epg, —v = Opy ;:6p=L.
Done def(A4q4,).

ad (11). Posons ¢y, ., =@, +¢, . Il vient

Parara™ Patao=0a+d" et
Posons h;z+df,j=hd,j-hd',j.
Doapres (9) il existe un hoya~hara tel que hape|dy=hajha,,

d’ott hatrg=hs-he. Par conséquent hgrg~hg ha.

Parar™ Pai O, by b,y

ad (12). Soit fel'(4;). Posons fld=ey;, pje8% et d=y;—y,.

11 vient des?A"A‘, pmsque sur Ag-4;, on a ey==ey, donc e;=I.

En remplagant dans (9) ¢’ 4, Par y;, done hq par f, on en tire f~h,.

Ceci établi, soit H l'isomorphie entre les groupes- -facteurs
g-Ao'As .

0 Ay A 1,40 et By(Ay,4;) qui fait correspondre & chaque élément X

du premier l’élément H(X) du deuxiéme tel que hqe H(X), ol d est
un élément arbitraire de X 1),

*) H est une isomorphie en vertu du théoréme général suivant: Soient
U et U* deux groupes abeliens, V et V* deux sous-groupes de U et de U* res-

pectivement et % une fonction qui fait correspondre 3 chaque de U un h(d)e U*
de fagon que:

1 si deV, on a h{d)eV*,

D [h(d+d'):k(d)-h(d)]eV*,

8" & chaque feU* correspond un d tel que [f:h(d)]eV*.

La fonetion H, définie comme tout & ’heure, est alors une homomorphie

U
transformant 7 en '7*? Cette transformation est une isomorphie si la condi-
tion suivante est réalisée: '

4% h(d)eV* entraine deV.
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On parvient aingi au
gAu'fh

Théoreme 3. By(dody) 5 5775
t

D’out en particulier:

13)  By(AdyAy) est une image homomorphe de By(Ay-Ay),

. ng'An
(14) st A, est connexe, %1(A°’A1)?§Am’
(15) st Ay et A, est connexe, %I(AO,Al)?r—QSO(AO-Al).

On a, en effet, pour chaque 4;,
(16) 9C Y| Ay A, CH(4,, 4y)
et pour A; connexe (cf. renvoi 2, p. 232):
(17) GU|lAy A =8 et  O(Ay,A)=9"| 4,4, 1)

L’inclugion §CH(4,,4,) implique (13) et les égalités (17) en-
trainent (14) et (15): si les deux 4; j=0,1, sont eonnexes, on a,
en effet, 0(4,,4,)=¢9.

Remarque, Considérons le cas particulier ol les ensembles
A, et A, sont connexes et fermés et les groupes By(4,), Bi(4,) et
By(dy A,) ont le rang ?) fini. Le rang de B;{X) étant désigné par
b;(X), admettons que by( Ay 4,)=0. Les énoncés (7) et (15) donnent
alors

b1(Ao+ Al) = b1(Ao) + bl(-Al) + bo(-Ao‘A1) 3)-

C’est bien cette formule qui jouit des applications importantes dans la
théorie des coupures du plan. § désignant la circonférence et § 1’ensemble des
nombres réels, le nombre by(d€)+1 est le nombre des composantes de & (non
vide) ef, d’aprés un théoréme fondamental de dualité, b,(F)-+1 est pour ¥ com-
pact le nombre des composantes du complémentaire de F.

1) Dans les notations du renvoi 1, p. 237, on a ?}CAJ.CJEZ1. Si Aj est
—— —~
1y Qob A+ A=A =4, .

?2) Le rang d’un groupe est le nomhre maximum de ses éléments linéaire-
ment indépendants. Pour les propriétés du rang, voir Alexandroff-Hopf, Topo-
logie I, Anhang I.

3) Cf. 8. Eilenberg, l.c. Ch. ITI, §3.

counexe, on a ./lj:g?CA
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3. Relation firrnon ~1. Soit feé‘a“p. Nous dirons que &@
est irréductible par rapport & la relation fnon~1, en symboles
firrnon~1, lorsque 1° on a fnon~1, 2° quel que soit l’ensemble
fermé F==&% on a f|F~1.

(18) Si firrnon~1 et C est connexe et fermé, 88—C est connewe.

Car, en cas contraire, il existe deux ensembles fermés A, et 4,
tels que
C@=A0—{—‘A1, Ag- A= O, Aj#é@, d’ol1 f}AJ"-'l
Cette derniére formule, rapprochée de ’hypothése que C(==4 - 4,)
est connexe, implique que (f|4y+.4;)~1 1).
(19) 8¢ firrnon~1 et 3 est décomposable, il ewiste deux ensembles
conmexes A, et Ay tels que ‘

{20) A=A, ;£0, dot &=A,+A, Aj==ae.
Par hypothése, il existe deux engembles connexes et fermés

Cy et Cy tels que B=Cy+4- 0y, C;==6C. Posons 4,=—C, et 4,=80—A4,,
Selon (18), ces ensembles sont connexes; en outre

F—Ay = B— A= — X— B— Oy =T— 0, 2) =A,.

Enfin T'inégalité ;= entraine A4;4=0, d’ol A4;.; == ¢
4. Groupes Q(&) et ¥(Z, 8). Posons
A@V=IIT(F) et ¥(4,8)=I19""|z,

la multiplication étant étendue & tous les F=F==ac,
La condition firrnon~1 équivaut donc & feQ(&®)—1J (ee).
Le groupe ¥(Z,8) est, comme on verra dang le N? 6, étroitement
lié & la notion d’ensemble irréductible.

Théoremed. Soit E=A,+ A, une ddcomposition en deus en-
sembles connexes et fermés. Posons Vi=W(A, Ay, A)); boet H désignant
les transformations définies dans le N°2, on a

P70 Jp— [Qwe)],

¥, ¥, ChT(80)], dod
0 1 ( [ ( )]7 d ou g ]‘v( m)

les inclusions dtant remplagables par des dgalitds si la formule (20)

est réalisée.

) Ihid. p. 64 (5) ou bien th. 3 de la note présente.

*) Cette derniére identité a lieu, quel que 30it Oy=C,. Voir ma Topologiel,
p. 37.
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En effet, si K=KCA4,, on a selon (17) et (10): -
94| Ay Ay = 0(Agy Ay At K)= 7' [1( 4y 4 K,

puisque Ay (4o 4;+K)=A4y4;, et Ay+ A4y 4,+KE=A4,+K.
En étendant la multiplication & tous les K= 4,, il vient

ot Py=IT(§“ 4| Ay Ay)= 1" [T (4,44 K],

d’ot

o Vo Wy=0"" [T (Ag+ Ky)-T'( Ay +K,)]

et il reste & démontrer que III'(4,+K,)-I'(4,+K,)CIII'(F), ot
Pinclusion peut &tre remplacée par Dégalité si (20) est remplie
(K; et F' sont des ensembles fermés variables tels que K;CA4;+K; et
FCEEF).

Or, soit F4=8C. On a done, soit FA,+4,, soit FA,==4, Ad-
mettons que K,=FA,=+A4,. Comme FCA,+ K,, on a I'(4y+K,)CT'(F),
d’ou Pinclusion 4 démontrer.

, Inversement, soit K,==4,. La formule (20) supposée vérifiée,
on a 4,+K, #él? car autrement, on aurait &—4,CK,, done
A,=8—A4,CK, et K,=A4,. En supposant que felII'(F), il vient
(pour F=A,+K,):fel'(A,+K,), Aol le reste de la démonstration.

Corollaire 1. Soit &8=A,+ A, une décomposition en deux
ensembles connezes et fermes. dy,d,,... élant une suite (finie ou infinie)
d’éléments de Vy-¥, linéairement indépendants mod § 1), les fonctions
hayha,,... sont linéairement indépendantes mod I'(GC) et on a
k=1,2,...
L’indépendance linéaire des fonctions hg, résulte du fait que H

est une isomorphie entre By(d,-4,) et By(Ay4;) (ef. (15)). Done
hgynon~1 et, comme (th.4) hg,eQ(80), il vient kg, irrnon~1.

hg,, trr non~1

Corollaire 2. 3@ dtant ddcomposabte €t fiyfay... €lant ume swuite
(non vide) ddléments de 8% linéairement indépendants mod I'(8€)
et tels que f,irrmon~1, il existe une ddcomposition &0=A,+ A,
en deux ensembles conmewes satisfaisamt & (20) ef une swite dyy do,
@éléments de ¥,-¥, lindairement indépendants mod $ (& sawvoir telles
que hg,~f, k=1,2,...).

) ¥ étant un sous-groupe d'un groupe abelien U (avec I'addition comme
Popération du groupe), une suite w,,u,,... d’éléments de U est dite lindairement
indépendante mod V, lorsqu’une relation de la forme myu+...+m,u,~0 mod V
ne peut avoir lieu qu'a condition que my=...=m, ==0.

Fundamenta Mathematicae. T. XXXI. 16
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5. Le groupe g% pour §=le groupe des nombres entiers.
Désormais nous admettons que § coincide (ou est isomorphe)
avec le groupe des nombres entiers.

(21) Soit Fo,...,Hn un systéme d’ensembles fermés, disjoints et non
vides. Les fonctions caractéristiques dy,...,d, des ensembles Fy,...,F,
constituent un systéme lindairement indépendant mod S.

Posons, en effet, au=di(F;). On a donc ay=1 et au=0 pour k==1.
Le déterminant du systéme de n+1 équations homogénes (1=0,...,n)

(22) mo+ aumi+ ...+ GuMma=0
dtant égal & 1, il vient my=mi=...=m,=0.

Remarque. Considérons le cas trés simple ol I'espace &€ se décompose
en un nombre fini, soit #-+1, composantes Fy,...,F, (ce cas ne différe pas essen-
tiellement de celui ot & est un ensemble fini). Le groupe By () est alors iso-
morphe au groupe §" des points entiers de ’espace euclidien &4 n dimensions et
les fonctions caractéristiques dy, ...,d,, des ensembles Fy,...,F, sont ses générateurs
(mod &).

En effet, d étant un élément arbitraire de gc"@, soit m, = d(F).
11 vient d=my+ (m—my)di+ ...+ (m,—mg) d,.

(23) Soit dy,...,dn un systéme d*éléments de 9. 8i Von 4 R=F+...+F,
oi, pour chaque couple k,1, la fonction partielle dp|F, est constante,
les fonctions dy,...,d, sont lindairement dépendantes mod 8.

Posons, en effet, di(F;)=an. Les entiers my,...,m,, dont les n
derniers ne s’annulent pas simultanément, sont donnés par le
systéme de n équations (22) ol 1=1,...,n.

Nous déduirons de 14 ’énoncé suivant:

(24) 86 les fonctions di...,dneS% somt lindairement indépendantes
mod 8, il ewiste une décomposition C=Fo--...-F, en n+1 ensembles
fermés-ouverts, mom wvides et tels qu'd chaque couple d’indices l==r
correspond un k tel que di(F)-dp(F,)=0.

Noug établirons & ce but le lemme suivant (de la Théorie des
Ensembles): :

Soit 3;,...,3,, un systéme de m-1 points différents situés dans
le produit cartésien 4=A4Y%...x A®”. 1 existe une décomposgition
A=By+...+Bn telle que 1% 3B, pour i=0,...,m, 2% 3 chaque
couple 147 correspond un & tel que B{®. B®=0, — o1, d*une fagon
générale, ® désigne la projection de &2 sur I'axe A®.

icm

Transformations en groupes 243

Procédons par induction. Pour m=0, posons B,=4. Pour
n=1 et m>0, posons B,=3, si i<m, et Br=A—(By+...+ Bm).

Admettons que le lemme soit vrai pour les indices j<m (et
chaque n). Boit n>1. Les points 3,,...,3, étant différents, il est 14-
gitime d’admettre qu’il existe un indice j<<m tel que 3{=3® pour
1<j et 3030 pour i>j.

Comme j<m, il existe par hypothése une décomposition
33‘)><A2><...><AH==BO—|—...+B]. satisfaisant & 1° et 2° (en remplagant
m par j). La méme hypothése implique une décomposition
A=Cpp1+...4 Cn telle que 3,e ¢, pour i>] et que 20 est réalisé (en
¥y remplagant B par O).

Posons B,=C,—3{"x4,X...x 4, pour i>j. Les ensembles B;
sont les ensembles demandés. En effet, si I,7<{j ou bien si I,7>j,
la cond. 2° est satisfaite par définition des B; (i<(j) et des C; (i>7).
8i1<j<r, on a BP=30 et BV= 0" 30

Le lemme établi, désignons par é(x) le point de 9" tel que
8® (@)=dy(w), k=1,...,n (c.2d. le point de L'espace euclidien n-di-
mensionnel & coordonnées di(z),...,d.(z)). On a la décomposition
d=26""(3) en ensembles fermés-ouverts, ot 3 parcourt §”. Chacune
des fonctions partielles dx0 " (3) étant constante (=3®), il existe
selon (23) n+1 éléments différents 3,...,3, dans §" tels que

67 (3)=0

Posons dans.le lemme: A" =..=4"=¢ et m=n, et consi-
dérons les ensembles F,-=6_1(B,~), ©=0,...,n. Comme §"=Bj+ ...+ B,,
on & &=Fot...+F, Comme 3B, il vient 6 (3)C6~"(B), d'ou
Fi#0. Enfin, en vertu de l'identité du(F,)=d.[6 " (B)]=BY, la

condition B{”-B® =0 entraine dx(F,) du(F,)=0.

6. Espaces irréductibles entre deux ensembles,

Z:O,...,ﬂ.

I’espace & est dit connexe entre deuw ensembles fermés F et H

lorsqw’il n’existe aucun ensemble fermé-ouvert G tel que FC@G et

GH=0. ‘

(25) 8@ & nlest pas connewe entre les ensembles fermds et disjoints
F et H, la fonction dry égale & 1 sur F et & 0 sur H admet une
ewtension d*e9%, ¢. & d. que drueST|F+ H.

On pose, en effet, d*(¢)=1 et d*(8—@&)=0.

(26) F et H dtant fermés et de@m, st d(F)-d(H)=0, & wn’est pas
connexe entre F et H.

16*
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Car, en posant @ =d '[d(F)], G est fermé-ouvert, FC @G
et GH=0. ‘ - o
' L’espace &€ est dit irréductible entre F' ¢t H lorsque &€ est con-
nexe entre F ot H tandis que V-+F+H n’est jamais connexe entre
F et H, quel que soit V=V L.

Les propositions (25) et (26) entrainent:

(27) 8i G est irréductible entre les ensembles fermes et disjoints F
et H, on a dppe¥ (F+H, &).

(28) 8i 8C est conneme enire les ensembles fermés B et H et si
AeP(F+H,3) e dA(F)-A(H)=0, 8 est irréductible entre F et H.

Evidemment, si ’espace & (contenant plus d’un- point) est
irréductible entre F' et H, on a F==0+=H et FH=0. Si 0=F,CF
ot 0&=H,CH, & est irréductible entre F, ¢t H,, donc entre chaque
couple de points aeF, beH. Par conséquent, si & est irréductible
entre F, et Fy, entre F, et F, et entre F, et Fy, &€ esh indécomposable.

(29) Si 80 est irréductible entre F et Hy ainst qu’ehtre F et Hy,
82 est irréductible entre F ef Hy-H,.

Ceci est une conséquence de ’énoncé suivant, facile & démon-
trer: étant donnés deux ensembles Z;, j=0,1, non-connexes entre
F et H; (ou F+H;CZ)), leur somme Zy+ Z, est non-connexe entre
F et Hy+H;. ;

Les corollaires 1 et 2 du N° 4, rapprochés des propositions (21,
(27) et (24), (28), (29) entrainent les corollaires:

Corollaire 3. Soit ®=A;+ A, une ddcomposition en deux
ensembles connewes et fermés et Ay A;=Fy+ ...+ F, une décomposition
en n-+1 ensembles fermds, disjoints, mon vides et tels que A; (j=0,1)

est irréductible entre chaque couple Fy et Hp=:A, A,—F) (k=1,...,n).

Il existe alors dans 8% un systéme de n fonctions f,,...,f, linéasrement
indépendantes mod I'(6C) et telles que f, irr non ~1.

‘ A savoir, dy=dr,m, désignant la fonction caractéristique de F
(c. & d. que di(Fr)=1 et dx(Hp)=0), on pose fr=hg,.

Corollairve 4. fy,...,fn étant la suite envisagée dans le cor. 2,
on & la décomposition Ay A,=Fot...+F, en n-+1 ensembles fermes,
disjoints, non vides et tels que A; (j=0,1) est drréductible entre chagque
couple Fy, et Hy=Ay A;—F, (k=1,...,n).
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En effet, d,...,d. étant les fonctions envisagées dans le cor. 2,
il existe selon (24) une décomposition Ay A;=Fy+...+F, en en-
sembles, fermés, disjoints, non vides et tels qu’a chaque couple
d’indices I+4=r correspond un % tel que dx(F)-dx(F,;)=0. Comme
dre P(Ag- Ay, Ay), il vient (ds|Fi+F,)eW(Fi+Fr, 4p), done selon (28)
A; est irréductible entre F; et F,, done, d’aprés (29), entre F; et
Hi=A4,4,—T. :

Remarques, 1. 8i n>=2, les ensembles AJ. sont indécomposables.

2. Dans le cas ol & est un sous-ensemble du plan et § désigne la circon-
férence |¢|=1, la relation f irrnon ~1 correspond & la notion de coupure irré-

ductible du plan. De sorte que les cor. 3 et 4 permettent d'établir des relations
entre cette notion et celle d’ensemble irréductible entre deux sous-ensembles?).

7. Théorémes ,,sur trois ensembles connexes‘‘. Soient

0, O, et O, trois ensembles connexes tels que 8C = Cy+ 01+ O,

Soient f et g deux fonctions-éléments de 8% telles que
fle—}-O["l et g}0k+01~ 1, k,l=0,1,2.

(30) Les fonctions f et g sont lindairement dépendantes mod reee),
e. & d. qu'il existe deux entiers m et n qui ne s’annulent pas tous les
deux et tels que fm-g"~17%). :

Posons, en effet, en réduisant P'indice & mod3:

— 2CrtCpid
ﬂ Gk + Ck—H - eqok k-H’ 99k,k+1 €s
et !
Y . Cpt-Crit1
91C,+ Cppy = ewk it Vi1 €6 .
Sur O, on a e d’olt e =1. Dong, C
3 I H k

= ,
etk Thrt1 r—1,8 Ch i1
étant connexe, il existe un entier a,(e9) tel que @, , ,—@,,1,=a,

(sur 0,) et, d'une fagon analogue, un b,e§ tel que v, ,,—v,, 11=0

POSONS 1, 54y =M@ 41 F 1Yy 5 TP, SUT 0,+ 0, les entiers
m, n, Py, P1 et P, satisfaisant aux trois équations:
(T) mak'l“%bk‘l'pk_i”—pk:()

et o1, soit m==0, soit n==0 (ce que Pon peut postuler, car on peut
admettre que p,=0 et que |py|+|ps|+ |m|+ |n|=E0).

k=0,1,2,

1y (4. 8. Bilenberg, l.c. pp. 82 et 103 et ma note de Fund. Math. 6,
1924), p. 130.

Al A AW Al
2) Autrement dit, le rang du groupe DGyt Cn)-T(0y + Op) T (O + Oo)

T (0, + Cs+ Op)

(que Pon pourrait désigner par B,(Cy, 0, 0,)) est <1.
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Sur Ch on a

Kt X1 =M Py g 4= P prt) TPy V) TP iy —P5=
=ma,+nb,+p, ,—p,=0.

g&?

Il existe par conséquent!) une fonction yeé* telle que

x0,+ Ot =X pr1-

Comme e = . o =M.
Tips = P Oy =1 9 S OO,

il vient fm.g"—_—_gx (sur &), done f"’.g" ~ 1.
En particulier 2)

(31) 8t 0y 0y-Cy+=0, on a f~18).

Posons, en effet, #yeCy-C;- 5. On parvient (dans le raisonne-
ment précédent) aux trois égalités: Pt 1(0) = Pp s 1(B)= Ay k=0,1,2;
en les ajoutant, on a ay+a;+ a,=0. Done, en posant g=1 et m=1,
?e systéme d’équations (f) (ot m=1 et b,=0) se laisse résoudre;
il at,; ];inf effet, pour racines: py=0, p,=a, et py=—a, En déﬁms3
san onction y comme auparav .ad. =
il vient f=e¢,, c?q. f. d. poraTAnt (6. A0 Turi=Parit P

’

Reymrque‘*). Les théorémes (30) et (31) impliquent que Cy, O, et O
ét@t trois sous-ensembles connexes de la surface sphérique §, et %y, @, €t w:
tI‘O‘ls points de &, tels qu’aucun O,+(C, ne coupe §, entre aucun couple 1de ce;
points, Co+0;+0C, ne coupe pas §, entre au moins un de ces couples. Il ne lo
coupe entre aucun de ces couples si 0, 0,-0,4 0.

1) Car, d’une fagon générale, étant donnés trois ensembles 0, (=0,1,2)
et trois fonctions fklk+1e:2/’0k+ck+l telles que f,_, ,10,=f, r1l Op 1l existe une
fonction /ey @HOtC: telle que 1|C, + 0, ' '

%) 8. Eilenberg, L c., p. 79.

3) C.ad. le groupe B,(C,,Cy,C,) se réduit i I’dlément neutre.

1) Cf. ibid. et E. Cech, Publ. Univ. Masaryk (1931), p. 20, ma note
Théoréme sur trois continus, Monatsh. f. Math. u. Ph. 36 (1929), p. 77.

+1= Trptss
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Sur les transformations continues des courbes.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

1. Notations et terminologie. Jappelle courbe un continu de di-
mension 1.

Jeo désigne par B un espace arbitraire métrique et compact et par R, le
plan euclidien. 4 désignant un sous-ensemble fermé de E, resp. un sous-ensemble
fermé et borné de R,, je désigne par Rf Pespace des fonctions continues trans-
formant 4 en sous-ensembles de R, par 24 Pespace des sous-ensembles fermés
de A, par I'(4) Vespace des sous-ensembles fermés et connexes de A et par 1,(4)
I’espace des courbes situées dans 4. Je désigne respectivement par ¢ et J la
distance et le diamétre dans FE, R,, R.f et par ¢; la distance dans 2F (done aussi
dans I'(E) et I'y(E)).

A x B désignera le produit cartésien des ensembles A et B. Pour Ae2f
et 0<<A<<u, je désigne par U(4,4) Vensemble des points ueE tels que ¢ (u, 4)<<4;
par V(4,4,u) Pensemble des points uel tels que A<<o(u,d)<pu.

Je dis qu'un continu Oel'(E) traverse V (4,4, p) gi 'on a
OLU (A, p)—V (4, 4,1)]% 0+ OLE—TU(4, n)]

et que O traverse V(4,2,u) intérieurement si 'on a en outre:

OCV(4,4,p).
Pour #,2,¢R,, je désigne par I(z,2;) le segment rectiligne aux extrémités
2, et 2,
Je pose pour Ae2%
d,(A)=max 6(0) on Oel(4);
évidemment d,(A4) est la constante d’Urysohn de 4, correspondant & la dimen-
gion 11).

1y P. Urysohn, Fund. Math. 8, p. 352-353.
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