Une remarque concernant I'hypothése du continu.
Par
Fritz Rothberger (Warszawa).

Je me propose de démontrer que les propositions Cp et Cr de
M. Sierpinski?!) prises & la fois, sont équivalentes & Phypothese
du continu: 2¥=y,.

La proposition Oy est énoncée ici d’une facon différente de
celle de M. Sierpinski, mais, en conséquence du lemme ci-dessous,
les deux formes de Pénoncé de Cyz sont équivalentes.

Notations. Etant donndes deux suites {h;} et {k;} de nombres
naturels,

{hi<{ky signifie que Pon a hi<<k:; pour tous les i (i=1,2,...)?)
<<{ks signifie que Pon a h;<<k; pour presque tous les i.

o Lemme. Soit E une famille (non dénombrable) de différentes
suites de nombres naturels; alors les deux propositions suivantes sont
équivalentes:

(i) Pour chaque swite S de nombres naturels (qu'elle appartienne
& E ow non), Vensemble des suites TeE telles que T<S est au
plus dénombrable.

(i) Pour chaque suite S, Uensemble de tous les TeE telles que
T8 est aw plus denombrable.

Démonstration. D’une part, Pimplication (ii)—(i) est immé-
diate. D’autre part, soit § une suite telle que 'ensemble de toutes
les suites T* <8 (T ¢ E) est non dénombrable (le parameétre x par-
courant un ensemble non dénombrable X).

Y) W. Sierpifiski, Hypothése du continu, Monografie Matematyczne 4
Warszawa - Lwéw 1934, pp. 53 et 145, ’

%) 11 est & observer que chez M. Sierpifski, loc. cit., le méme signe est
employé dans le sens de < (p. 53) et de < (p. 145).
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Soit 8={s} et T '={t;}. En vertu de 7T7<§, il existe pour
chaque & un nombre naturel g¢(z) tel que /<8 pour iZ=¢(w).

L'ensemble de toutes les suites finies {i7,83,...,fpy) 6tant
dénombrable et X étant indénombrable, il existe un systéme
{8%, 85, ..., shy et un ensemble non dénombrable X'CX tel que

n=g(x) et si=t  pour i<m et zeX'.
Soit maintenant

§i=8; pour i>n.

On a évidemment #'<<s; pour tous les ¢ et pour weX,
c.h.d. il existe une suite S'=ls;} telle que la relation TS est
satisfaite pour une sous-famille non dénombrable de E, q.e.d.

Théoréme. I hypothése du continu équivaut aw couple de dewx
propositions suivantes:

Cys. Il existe ume famille F de puissance du continu de suites de
nombres maturels telle que, pour chaque swite de nombres natu-
rels 8 (qu'elle appartienne & F ou non), Vensemble de loutes
les suites Tel telles que T8 (ou bien telles que T<S?)) est
aw plus denombrable.

Cys. Il cwiste une famille G de puissance du continu de suites de
nombres naturels, bien ordonnde d&’aprés la relation <3 ¢l ayant
la propriété swivante: & chaque suite A de mombres nalurels
(qw'elle appartienne & G ow non) correspond une suite Be @
telle que A <B.

Démonstration. On sait que Phypothése du continu implique
Cp et O ).

Réciproquement, étant données les deux familles F et G
satisfaisant aux propositions respectives, il existe pour chaque
suite T¢I une suite correspondante f(T)=Be G telle que T'<B
(en vertu de Cg). Les suites f(T) (pour T'eF') forment alors une
sous-famille G’ de G.

Je dis que &G'=F En effet, pour chaque BeG’, 'ensemble
des arguments 7 (B) est au plus_dénombrable (en vertu de Cy2) et,
puisque K;-K,=%, NOUS AVONs O == Te= 2%,

8) Ceci correspond & V'énoneé de M. Sierpinski (loc. cit. pp. 53, 54).
Fundamenta Mathematicae. T, XXXIL : 15
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Dailleurs, G, comme sous-famille de G, est bien-ordonnée;
soit Bi<Bs<...<B,<<...< By... la suite des éléments de G,

" Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que cette
suite transfinie est de type 2, c.&.d., qu’elle ne contient pas d’é-
Iément Bg. Or, il existe —en vertu de la definition de &' — pour
chaque B,e G’ un T, e F tel que To<f(T.)=B.. Alors, §’il existait
un Bg tel que B.<Bg pour tout a<@Q, nous aurions aussi T,<Bg
pour tout a<<Q.

Mais ceci est en contradiction avee Ciz, puisque, la fonction
f(T) étant univoque, les T. sont différents deux & deux et leur
ensemble est non dénombrable, g.e.d.
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Sur une relation entre deux conséquences
de I'hypothése du continu.

Par

Wactaw Sierpifski (Warszawa).

J’ai déduit ailleurs de I’hypothése du continu (2%=y,) deux
congéquences P et Q suivantes:

P: Il ewiste une fonction f(x) qui est comtinue dams um ensemble
lindaire B de puissance du continu, mais qui m'est uniformement con-
ttnue dans aucun sous-ensemble indénombrable de B 1.

Q: Il ewiste une suite infinie f.®) (n=1,2,...) de fonctions
de variable réelle qui est convergemte, mais qui n'est uniformeément
convergente dans aucun ensemble indénombrable 2).

Le but de cette Note est de démontrer (sams I’hypothése du
continu) que la proposition P implique la proposition Q.

A ce but, je vais introduire deux propriétés P, et @, des
engembles linéaires, définies comme guit.

Un ensemble linéaire E jouit de la propriété Py, 'l existe
une fonction f(#) qui est continue sur B, mais qui n’est uniformé-
ment continue sur aucun sous-ensemble indénombrable de Z.

!) Bull. Acad. Roumaine 17; voir aussi mon livre Hypothése du continu,
Monografie Matematyczne 4, Warszawa-Lwéw 1934, p. 52 (proposition C).

%) C. R. Soc. Sc. et Lettres Varsovie (1928), p. 84-87; of. aussi mon livre
Ppréeité, p. 52, proposition C,. Cette proposition est, comme j’y ai démontré (p. 52-59),
équivalente & chacune des trois autres propositions; Cygs Cyy €t Cyy. Or, M. F. Roth-
berger a démontré récemment que 'enserble des propositions C, et Cyq entraine
Phypothése du continu (ce volums, p. 224-226). Il en est donc de méme pour
Pensemble des propositions Cy et Cpg.
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