Sur les conditions nécessaires et suffisantes
pour la convergence stochastique

Par

W. Kozakiewicz (Warszawa).

1. On dit quune swite de variables aldatoives {Zn} comverge
stochastiquement vers la variable aléatoire Z gi, pour e positif quel-
conque, la probabilité de l'inégalité |Z,—Z|<e tend vers 1 avec
=>4 00, '

On sait que la convergence stochastique de la suite {Z,) vers Z
entraine la, convergence de la suite des lois totales correspondantes
Va(z) vers la loi V(x) de la variable Z, et cela dans tout point de
continuité de la fonetion V(z) 1).

Le théoréme réciproque est vrai dans le cas de la convergence
stochastique de la suite {Z.} vers une constante 2); mais en géneral
il ne Pest pas, puisque la fonction de probabilité totale ne déter-
mine pas la variable aléatoire.

Dans les cas ol le théordne réeiproque s’applique, le théoréme
connu de Lévy?) nous permet d’exprimer d’une maniére gimple
les critéres de la convergence stochastique par des fonctions ca-
ractéristiques.

Le travail présent a pour but de donner les conditions néces-
saires et suffisantes pour la convergence stochastique d’une suite
de variables aléatoires vers une variable aléatoire. Ces conditions
seront exprimées soit par les lois de probabilité totale de deux va-
riables aléatoires (théorémes I,I’,IT, T’ et III), soit par les fonctions
caractéristiques (théorémes IV et V).

1) Voir p.ex. M. Fréchet, Géndralités sur les probabilitds, Variables alé-
atotres, p. 169 (Traité du Oaleul des probabilité et des ses applications par Emile
Borel, Tome I, Fascicule III, Paris 1937).

*) F. P. Cantelli, Intorno ad un teorema di Caleolo delle Probabilily, Giorn.
Mat. Battag., vol. 49 (1911), p. 278.

®) P. Lévy, Oalcul des probabilités, Paris 1925, p. 195 ot 197.
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(6) Fa(2,2)>F(e—e)—e>F(z)—1
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2. Soient X, Xs,..., Xyn,... et X des variables aléatoires. P{E)
désignant la probabilité de 1'événement B, posons pour # et y réels:
Fa(zyy)=P{Xn<w, X<y}, F(o)=P{X<w},

olt P{X,<w, X<y) est la probabilité de la simultanéité des inéga-
lités entre crochets. Fa(z,y) est done la loi de probabilité totale
de X, et X; F(x) est celle de X.

Théoréme I. La condition nécessaire et suffisante pour la con-
vergence stochastique de la suite {Xn} vers X est que Von ait:

(A) lim F,(2,2)=P(2), (B) lim Fa(2)=T(2)

n-y--c0
pour chaque point 2 o la foncliion F(x) est continue.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
Pégalité (B) exprime la condition nécessaire connue4) de la con-
vergence stochastique d’une suite de variables aléatoires vers une
variable aléatoire. Passons done & la démonstration de 1’égalité (A).
Etant donné un nombre >0 quelconque, soit &>0 un nombre
satisfaisant & 1'inégalité
1) F(z—¢)—e>F(2)—n.

Un tel nombre existe par suite de la confoinuité de F(x) pour
w=¢. On remarque aisément que

(2) PlX <2, X<ty P{X<w—e, Xn<X-+¢).

En nous appuyant sur la formule
(3) P{HE}>P{H}+P{K}—1

ot H et K désignent deux événements quelconques et HE 1'évé-
nement congistant en leur existence simultanée, nous concluons que

(4)  P{X<t—e, Xn<X+e)>P{X<t—e}+ P{X,<X+e&)—1.

A cause de la convergence de {X,} vers X, il exigte un nombre
#>0 tel que

(5) P{X,<X+e>1—e
Les inégalités (2), (4) et (3) nous donnent

pour n>u.

pour n>u.

4) Voir p.ex. M. Fréchet, loc.cit., p.169.
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Evidemment

(7 Fr(z,2)<F(2),

done

(8) Fz)—n<Fu(22)<F(2) pour n>>p,

ce qui démontre I’équation (A).

La condition est suffisante. Remarquons d’abord que, pour
4 et 2 réels quelconques ol <<z, on a

(9) PluXa<z, u<X <ey=Fn(2,2)—Fu(2,u) —Fn(tt,2) - Fn(u,u).

Soient maintenant w et z des points de continuité de F(z).
Nous allons établir 1’égalité

(10) ngrfm[ﬁn(z,z)—F,l(z,u)—~1i‘,,(u,z)~|—l7’,,(u,u)]:ﬁ’(z)--1ﬂ(u,).

En effet, on a d’aprés I’égalité (A):

{11) ,,EI:;F"(Z’ ?)=1(z), Lim I (uy u) =T ().

n-y--oa
On a ensuite:

(12)  Fnlu, w)<Fn(2,u) <F(u), Bty 1) SFn(10,2) SFn (),

d’ol on conclut en vertu de (A) et (B) que
{13) lim F,,(z,u)mlirlx_l Fu(u,2)=1(u).
00

n>tco
L’égalité (10) résulte a fortiori de (11) et (13).
Ceci établi, soient ¢ et » des nombres positifs quelcongues.
Les propriétés connues de la loi de probabilité totale nous per-
mettent de trouver des nombres M et N tels que

(14) - F(N)—F(M)>1—s/2.

Divisons Dlintervalle <M,N) en sous-intervalles de longueur
plus petite que 7. Soient N=di<di<dr<...<dp=M les points
de cette division. Supposons en outre, ce qui est légitime, que la
fonetion F(z) soit continue pour w=d; (i=0,1,...,k).

I’événement défini par I'inégalité | X,—X|<# se présentera si
Pun des k événements incompatibles, définis par Pexistence simul-
tanée des inégalités:

d0<Xn<d1,
<X <di,

d1\<~.Xn<d2, Cee oy
CZ1<X <d2, “ ey

dllwil \<. X n < dla

(15)
At X <dypy
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se présente. La probabilité de I’événement donné par l’existence
simultanée des inégalités:

{16) i S Xn<dyy <X <dy
est égale &
(L7)  Di,n=Fn(ds i) —Fn(dsy dia1) —Fnldi1, di) + Fr{di, di—).

En vertu du théoreme de la probabilité totale, nous avons
(18) P{|Xn"—X]<'J’]}>}g,1"pi,n

et, en vertu de (10), il existe un nombre v tel que

V4 k
A9) | Spun— TP —F(doos) =] S p1— (PN —F ) <e2
' pour n>w.
On a selon (18), (19) et (14)
(20) P{X,—X|<n}>1—e  pour n>,

ce qui démontre la suffisance de la condition.

Corollaire, La condition nécessaire et suffisante pour la con-
vergence stochastigue de la swite {X.} vers X peut étre emprimée par
la relation (10) toute seule.

Bn effet, en admettant la convergence stochastique de la suite
{X.; vers X, les égalités (A) et (B) sont satisfaites, ce qui entraine
1a condition (10), comme nous I’avons établi dans la seconde partie
de la démonstration du th. [. La suffisance de la condition expri-
mée par (10) a été établie dans la méme partie de ladite démon-
gtration.

Appellons deux variables T et Z presque égales si
P{T=Z}=0.

La loi de probabilité totale F(»,y) des variables T et Z pos-
séde les propriétés:

F(y,y)

F(0)=P{T <wy=P{Z<ux}.

pour 2>y,
pour <<y,
ol

11*
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Cela nous permet d’énoncer le th. I de maniére suivante:

Théoréme I'. La condition ndbessaire et suffisante pour la
convergence stochastique de la suite {Xn} de variables aldatoires vers
la variable aléatoire X est lo convergence de la suite {Fn(2,y)} des lois
correspondantes vers une fonction F(x,y) qui est la loi de probabilitd
de deux variables presque dgales & la variable X, en chaque point de
continuite de F(z,y). '

Démonstration. La condition est nécessaire. Posons:
(21) Fla)=P{X<z),  Fp(#)=P{X,<w)
La fonction F(x,y) étant donnée par les relations:

_Py)  pour w>y,
(22) F(m’y)—"{lﬂ(m)’ pour <y,
remarquons que:

(23) By, y) <Pl y) <F(y) pour a2y,
(24) Frn(@,0) <Fnlz,y) <Fn(®)

(w,2) étant un point de continuité de la fonction B(mz,y), on
voit que F(x) est continue, soit pour w=2 si u>>e, soit pour =1
8lw<e. , '

En supposant satisfaites les conditions (A) et (B) du th. I,
nous en concluons par substitution de z=w et y=2z dans les for-
mules (23) et (24) que:

pour z<<y.

(25) ' l_igan(u,z)=F(z)=F(u,z) pour w2z,
(26) n1_i>1+ann(u,z)=F(u)=F(u,z) pour u<z,

ce qui démontre la nécessité de la condition.

Pour en établir la suffisance, considérons deux nombres
v et w tels que v<<w et que la fonection F(x) soit continue pour
#=wu et x=w. Il en résulte d’apreés (22) la continuité de la fonction
F(z,y) aux points (v,v), (v,w), (w,v) et (w,w). En supposant la

condition du th. I' satisfaite, nous en concluons que
(27) n&mm[ﬁ’n(wy'w)_lﬂﬂ(v’w)"“Fﬂ(wa”)‘["Fn(@:”)]w
=F(w,0)—F(w,v) —F(v,w)+F(v,0) =F(w) —F(v),

ce qui démontre, conformément au corollaire, la convergence sto-
chastique de la suite {X,} vers X.
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3. Nous allons donner & prégent un critére de la convergence
stochastique de la suite {X,}, dans lequel la variable limite
n’intervient pas explicitement.

Posons pour x,y réels:

an (m,y)z.P{Xn<$, .Xm<y}, Fn(m)=P{Xn<$}u

Théoréme II. La condition nécessaire et suffisante pour la
convergence stochastique de la swite {Xn) vers ume wvariable aléatoire
est Vewistence dune loi de probabilité D(x) telle que Von ait

0) Lim Fpm(z,2)=0(2)
n,:-) 20
pour chaque point z ol la fonction D(x) est continue.

De plus, la fonction P(x) est précisément la loi de probabilitd
de la variable limite.

Démonstration. Pour établir la nécessité de la condition,
supposons que la suite {X,} converge vers la variable X et désignons
par @d(x) la loi de probabilité de la variable X.

Alors, comme on sait,

(28) ‘ lim F,(2)= B(z)
R0
pour chaque valeur z de 2 pour laguelle la fonction @(x) est continue.

Btant donné un nombre >0 quelconque, soit >0 un nombre

satisfaisant aux conditions:

(29) @(w) est continue pour z=z—e¢,
(30) D(z—e)—2e>D(2)—n.

On voit que ,
(31) P{Xn<2, Xn<t)>P{Xp<t—& Xn<Xn+e}

En appliquant la formule (3), nous obtenons:
P{Xn<z-‘ &y Xm<Xn+ 8}>P{Xn<z—" 8}+ P{Xm<Xn+ E}—'1=
= Fa(p— &)+ PAX < Xpe)—L.
{X.} tendant stochastiquement vers X, la suite {X.} satisfait

stochastiquement & la condition de Cauchy ®). Il existe done un
nombre u,>0 tel que

(33) .P{JYm<J.Yn+ E}‘>1’—‘E

(32)

pour n>uy et m> .

5) M. Fréchet, 1. ¢., p. 167.
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Les inégalités (32) et (33) donnent
(34) Frm(2,2)=P{Xn<t, Xn<2}>Fnle— s)—e pour n>>u, et m>p,.

La suite {F,(2—e)} convergeant vers $(z—e), il existe un nom-
bre u,>0 tel que

‘(35) In(e—e)>D(e—e)—e

On a done

pour  n> u,.

(36) Fum(2,2)>®(z—e)—2e>D(2)—n  DPOUT 1>MAX 1y, ty) <M.

D’antre part:

(87) P (22) <F'u(2),
(38) lim B, (2)=
S B (2)=D(z),
de sorte qu'il existe un x>0 tel que
(39) Fum(2,2)<P(2)+ 9 pour n>>u,.

En posant u==max (u, u, us), o0 peut écrire
(40) D(#)— 7 <Fnm(2,2) <D(2)+ 7
ce qui démontre 1'égalité (C).

pour n>pu,

Pour montrer que la condition est suffisante, remarquons
que pour u et z réels oll u<<z on a

(41) P{u <Xn<31 ug-Xm<Z}=an(Z,z)—an(z,-u,) :——,F,’m(u’z).l_ﬁ"nm(u,u).

Soient maintenant u et 2 des poi binuité ¢
4 points de continuité de
Nous allons établir I’égalité ' fo B

(42) n]im [an (Z, Z) — o (2}, u) —Fm (u, z) h.l_lﬂnm (’M, ’M)] — d)(z) . (I)(u).

En posant n=m dans ’égalité (C), on obtient
- {43) . . H%F""(z’z)::n}&;ﬂ’" (2)=D(2)..
‘On a aussi: ' '

(44) n]im B (4, u)= D(u), Lim By (u)= D(u).

n---c0
Les inégalités:

4
(45) an(%y ) gan(Z, u) <Fm(%), Iﬂnm(’b(/, ) *é-lﬂnm(’u, 2) <Iﬂn(’u)
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entrainent en vertu de (44) et (45)

(46) Hm P (0,2) = Hm B (2, 1) =D(w).
n->-{-co n->-co
m—»--00 m-»--co

L"égali‘té (42) résulte immédiatement de (C), (44) et (46).
Ceci établi, soient ¢ et  deux nombres positifs quelconques.
Nous allons démontrer que ’on a pour # et m suffisamment grands

(47) P{X—Xn|<ni>1—s¢,

ce qui suffit d’aprés un résultat de M. Slutsky ®) pour que la suite
{X.} converge stochastiquement vers une variable aléatoire.

Tes calculs détaillés ne différent pas essentiellement de ceux
de la seconde partie de la démonstration dn th. I. Nous constatons
d’abord lexistence d'une suite {d} (¢=0,...,k) de points de con-
tinuité de la fonction P(x) pour lesquels:

(48) 0<y— i<y,  Fld)—F(do)>1—e/2  (i=1,2,..,k)-

Enguite, nous remarquons que

A
P{X— X < n}>21 Pl < Xn<diy i1 <Xm<di}=
(49) & =
=2 [ Frunl @iy @) — F il Bty 1) — F (i1, &) A+ Fuml i1, dia)].
=1

En vertu de (42), et puis en vertu de (48), il vient pour n et m

suffisamment grands:
k .
Z; [ B onl iy @) — F iy Aie1) — Frm( i1, ) A+ Fam( @i, di1)1>
(50) = 4
> ;§, [F(di) —F(di—1)]—e/2=F(dn) —F(do) —&[2 >1—2,

d’ott finalement selon (49)
(b1) P XX <my>1—e.

La convergence de la suite {X.} étant aingi établie, désignons
par X la variable limite et par @,(«) 12 loi de probabilite totale de X.

Soit #, une valeur de » telle que O,(x) et P(x) sont simulta-
nément continues pour x=gx, FPuisque X, converge stochastique-
ment vers X, on a

(52) Lim ', (20)=Py()-
© oo

¢) M. F'réchet, 1. c., p. 167.
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D'autre part,

(63) lim J'y () = P(%),

n->t
done @(s,)=d(s,) et, en vertu de la continuité 3 gauche?) ey
fonctions monotones @,(x) et D(x), cette équation subsiste pour »
queleonque, ce qui montre que P(x) est bien la loi de probabilité
de la variable X.

On a aussi un théoréme tout & fait analogue au th. 1’, & savoir le

Théoréme II'. La condition nécessaire et suffisamte pour la
convergence stochastique @ume swite {X,) vers une variable aldatoire
est la convergence de la swite double {Fum(2,9)}, 0t

Fum(@,y) = PAXn<tt, X<y},

vers ume fonction D(x,y) qui est la loi de probabilité de dews va-
riables presque dgales, en tout point de continuitd de D(w,y).

Démonstration. Pour établir la nécessité de la condition,
supposons que {X.} converge stochastiquement vers une variable
aléatoire, et soit ®(x) la fonction satisfaisant & la condition (C) du
th. IT. Définissons la fonetion H(w,y) par les relations:

pour a2y,

_[ %)
(54) @(w,m)-—{¢(m) pour <y
et posons
{65) Fo(z)==P{X,<x).

Remarquons que I’on a:
an(y, ?/) {,an(m, ?j) <Fm<?/)
an(w, ) \<\an(”7 YISEy (W)

(56)
(87)

pour zz=y,
pour x<<y.
Soit (#,2) un point de continuité de la fonction D(x,y). En

vertu de (54), la fonction @(x) est continue soit pour =z 8i uz>e,
soit pour #=wu si u<<e. On a en vertu de (C):

(58) lim Fpn(u, w)=1im Fuo(w)=B(u), lUm Fum(e,2)=lim B (2)=0d(z).
Bl ) =1 ) lim Fan(zy2)=lim Fufe) =®(e)
COes égalités, ainsi que les inégalités (56) et (87), nous donnent:
nlim Frm(w,2)=D(2)==D(n,2)

e 00

(59) pour w3z,

7) M. Fréchet, l.c., p. 32,

Convergence stochastique 169

{60) l_i)m B, 2) =D(u) =D(u,2)
mey=-00

pour <z,

ce qui prouve que la suite {Fnm(u,2)} converge vers O(u,z).
Pour démontrer la suffisance de la condition, supposons que

(61) lim From (4, 2)= @(u,2),

n-y»--00
m oo

o P(x,y) est la loi de probabilité de deux variables presque égales.

Les relations (54) subsistent et nous en conecluons que la con-
tinuité de la fonetion @(x) pour z=wu entraine celle de la fonetion
D(x,y) au point (u,u). Nons avons done en vertu de (61)

(62) lm B (4, w) = D(u),

n-y--00
m->-t-o0

ce qui montre d*aprds le th. II que la suite {X,} converge stocha-
stiquement vers une variable aléatoire.

4. Les raisonnements qui suivent sont consacrés a la généra-
lisation de certains résultats obtenu. plus haut au cas de la con-
vergence des systémes de variables aléatoires.

Soient X9, X®,...,X® et XV, Xx2,..,XP (n=1,2,...) des va-
riables aléatoires. On dit que la suite de systémes {X@,...,Xﬁ?} eon-
verge stochastiquement vers le systéme (x9,.., X% avee n—>-4-o0
§i, pour un nombre quelconque £>0, on a

(63)  lim PYXV—xP|<e, . . ., X=XV <g=1.
n=y--c0
Nous sapposons toutes les inégalités entre crochets satisfaites

simultanément.
Posons pour &;,Ly, ., Lp s

G (Lo b L) =PXO <, X<, . .., XP <, XP<1),
Fo(Lynb)=PIXO<E, . XP<L,

@0, =P <, x0<), PO =PREI<t),
Pl L)=PEO<E,, .., X<, POL)=PX <t}

Tl résulte immédiatement de cette définition que la conver-
gence stochastique de chacune des variables x¥ (t=1,...,k) vers
la variable correspondante X est nécessaire et suffisante pour que

12,00y ).
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xd,.. L X converge vers {X“),...,X(")}. La eondition (63) est done
équivalente aux égalités:

lim G(i)(C,,C )

lim FO(20)= lim 7))
n-y-c0 n---c0

i, (t=1,2,..., k),
ces équations devant étre satisfaites pour les 5‘,’ qui sont des points
de continuité des fonctions correspohda,ntes F“)(C,).

Les critéres de la convergence stochdstique du systéme
{Xﬁ),...,Xff’)} vers {X®,.., X% peuvent étre exprimés, pour tout
entier &, par deux conditions. On a en cffet le

Théoréme III. La condition nécessaire et suffisante pour la

comvergence stochastique de la swite de systémes {x® - ,J:\’(] )} vers le sy-
steme {XO,..., X} est que Von ait:

(D) ‘ llm G‘ ( 0 . 1,7@9,)31”( ?!“'7-2);
) gﬁﬂ@ e E) =T (Y, ey £

en tout point (£%...,00) qui est wn point de continwitd de la fonction

F(yyeenyBy)-

Démonstration. Nous allons démontrer d’abord la néeces-
§ité de 1’équation (D). Etant donné un nombre quelconque >0,
s0it ¢ un nombre satisfaisant & la condition

(64) F(l)—6y.y Gh—e) —e>F (L3, s ) —

Un tel nombre existe en vertu de la continuité de la fonetion.
F(L,...,¢,) au point (£3,...,£8). On remarque aisément que

683 L L L)

(65)
SH(L{ 6.y ly—8) + PXP <XVt .. .,

XP<x® 45y —3
Comme on a en vertu de (63), pour » sufisamment grand

(66) PEP<XO46,..., IP<ID L >1—¢

et que I'inégalité (64" subsiste, on obtient

(67) GO ST,

pour n suffisamment grand. D’autre part,

(68) Gl 8y E LT .y 2D,

’C?g)m?]
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Les inégalités (67) et (68) entrainent

(69) n]i]—::l G (‘:-17 ;Cm Ck) ( 7"'7C2)7

c. i d. l’équahon (D).
Considérons maintenant un nombre z>0 quelconque et soit
A>0 un nombre satisfaisant & Iinégalité
(70) B0+ Ay oy Lo A)<F(LY, ..y £ +7.
On a
F (£ tn=PXP<?, ..
=P{XV<, X0<xP4a, . ..

A 0

(71) e <E=
X0 <0 X0 < x® 2y + P{H,)

ol H, est I’événement consistant en ce que les inégalités

ly 0
(72) xW< X0
se présentent simultanément et qu’au moins une des inégalités
(73) X<X04+2
n’ait pas lieu. Mais:

(i=1,2,...,k)

PxO<e, x0<xP42, ..., X<, xP<xP i<

74

N s TN C T N S - SR N8
yid

(75) P{HN< Y PXO>X0+ 1),

(76)  lim P(XO>XD+ A< lim PYXO-XT|>4=0
P

(i=1,2,...,k),

d’ott, en vertu de (70), on a pour n suffisamment grand

(77) (51! ,bk) F( %-u&ﬁ)—f—f-

D’autre part (voir (68)):
(78) B8y EZ G880 s R EB)
ot on a I’égalité (D), d’olt
(79) nl;inmlf’ (28, E)=F (L3, s C3)s
c. & d. Dégalité (1).
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Passons & la démonstration que la condition est suffigante.
Soit £? un point de continuité de la fonetion lf’(')(cl) (i==1,2,..., k).

Alors (£9,...,£9) en est un de la fonction F(Lj,..., ). On a:

(80) GO, EN >0 (L0 L, oy L)y G, TN,
F(&)=P{X<<

<P{xV< .., x0%<, . ,X""<;2}+[§§ PXO > =

(81)
} P .
=P 0+ Z =T,
d’oir ‘ Ii
0
(82) 0T~ &0 )<

J
0 >0 =
KB ey b+ ST P = o Ly L L.
Iki :
Soit w un nombre positif quelconque. Fixons {0 et prenons £,
(1=1,2,...,4—1,i41,..., k) suffisamment grand pour que ’on ait

3
(83) ;%; [1—F(H]<w/2.
j

En admettant 1’équation (D), on aura donc pour » suffisam-
ment grand ‘

(84) ‘ F(ny---,cﬁ)—"'(}n( ?7 ?7"'752752)<w/27
d’ou
®5) 0<FO(L) —60(e5, th <w,
ce qui montre que
(86) i a4(eh e =Fc).
On prouve d’une maniére tout & fait analogue que
87 - lim B =
- (87) Lim FlE)=1)).

¢ désignant un nombre quelcon i '

; que de la suite 1,2,...,%, les
équations (86)_e‘u (87) montrent que chacune des suites7 {iJiff,’)’} 7con-
verge stochastiquement vers X (i=1,2,...,%), et, par conséquent

LUy

que la suite des systémes (X, ... x®
\ ) n'yeey Xn'y CONVEr, fochasti
vers le systéme {X(“,...,X(”)}, ef q.’t. d.} e stochastidnement

R ) .
des sygﬁﬁ;gﬂ:}ons, gu};al 1’0111é peut considérer aussi la convergence
8 de variables aléatoires dang le i
‘ 8 cas ol le syst it
de ces variables n'est pas connu. yeteme limite
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i

5. Passons maintenant aux critéres de la convergence stocha-
gtique qui s’expriment par les fonctions caractéristiques. Rappellons
la définition de ces fonctions.

T étant une variable aléatoire, possédant une loi F(z), nous
appelons fonction caractéristique de la variable T, ou bien fonction
caractéristique de la loi F(x), la fonction p de 1a variable réelle t,
définie par la formule

~oo
wit)= [ ¢ar(@),

lintégrale étant entendue au sens de Stieltjes-Riemann.

D’une fagon analogue, nous définisgons la fonction caractéri-
stique de deux variables quelconques Y et Z, ou bien la fonction ca-
ractéristique de loi de probabilité F(w,y) de ces variables, par la formule

400 00
i, t)= [ [ e+t aF(m,y),

ol t* et '’ sont des variables réelles et I'intégrale double est celle
de Stieltjes-Riemann.

Nous allons nous appuyer sur deux théorémes suivants de la
théorie des fonctions caractéristiques:

Théoreme de Lévy?). La condition nécessaire et suffisante
pour la convergence d’unc suite {Fn(®)) de lois de probabilité totale
vers une loi F(x) dans tous les points de continuité de la fonction F{x)
est la convergence de la swite {ya(t)}, 0% palt) est la fonction caractéristique
de la loi Fa(x), vers ume limite v(t), la convergence dtamt uniforme
dans un intervalle contenant & Vintériewr le point t=0. '

De plus, p(t) est précisément la fonction caractéristique de la loi F(x).

Théoréme de Lévy-Romanovsky %), La condition nécessaire
et suffisamte pour la convergence d'une swite {Fn(w,y)} de lois de pro-
babilité vers une loi F(z,y) dans tous les points de continuité de la
fonction F(z,y) est la convergence umiforme dans tout intervalle fini
87> de la suite {P(t',t'"} de fonctions caractéristiques correspondantes

vers la fonction caractéristique de la lot Pla,y).

8) P. Lévy, Théorie de 1 Addition des wvariables aléatoires p. 49, Théo-
réme 17 (Monographies des probabilités publides sous la direction de M. Emile

Boxrel, Fage. I. Paris 1937).
9 V. Romanovsky, Recueil Mathématique de la Société Mathématique

de Moscou 86 (1929), p. 36—64.
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Lemme. 8i T ot Z sont deuw variables aléutoires presque dyales
et (i) est la fonotion caractéristique de la variable T, alors (1’1"
est la fonction caractdristique des variables T et Z.

Démonstration. Posons pour s,y réels quelconques:

(88)  F(a)=P{T<a)=PZ<am),

F(oyy)=P{T <w, 2<y).
Etant donné un nombre >0 quelcongue, soit N un nombre
fixe tel que
F(N,N)——-F(N,—N)—.Iﬂ(—N,N)'—}-F(——N,——N)..—_
- =H(N)—P(—N)>1—¢g/4.
Par conséquent:

(89)

N N
[ fersesuen ami,y)—pi, i)

(90) <e/d,
—N —N
N
(91) ) g+ dﬁ’(w)—q;(t'~|~t”))<a/4.
=N ‘

Les fonctions eftr+ut) of gbx(-+7) étant uniformément conti-
Dues par rapport aux variables @ et y pour |a|<W, |y|<N et ¢,
fixes, il existe un nombre 5>0 tel que l'on a pour |z,—

| <7
eb |y, —~ysl<n:
(92) |gi(xtt’+lltt”) — lleat st << 5/4.’
(93) Ieixl(f“i'f”) ___eixn(tl’]"t”)l < 6/4.

En employant la représentation géométrique, divisons ’inter-
valle <—N,N) de l'axe 0z d'un systéme cartésien de coordonnées
en gous-intervalles de longueur plus petite que #; tragons par les
points de division d’abscisses 2; (—N =2)<#;<...<#=1N) les lignes
paralléles & l’axe Oy, jusqu’a D’intersection avec les cotés du carré
|7 <N, |y|<N. Ces paralldles coupent la droite y=u en k-1 points
par lesquels nous allons tracer deg paralléles & Paxe 0z jusqu’y 1'in-
tersection avec les e6tés du carré. Le carré ol <N, [y|<N se trouvera
ainsi divisé en rectangles que nous allong clagser en deux familles.
Rangeons dans la famille T les carrés ayant deux sommets sur la
droite y=2 et dans la famille IT leg rectangles qui restent.

On a pour chacun de ces derniers:

(94) [ [ e+10 amto,y)| < [ [am0,9)=0,
. L L
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ce qui donne en vertu de (92)

N N 1
(95) ] [ / XSty AR (5,9) — 210’55“'“") AsF(z,y)| <ef4,
—~N =N §=
ol
(96) AS'F(mﬂl):‘F(zs,zs) "‘-F(zs,Zs~1)—-17'(zs-1,zs)+17'(zs_1,zs._l)
pour s=1,2,...,k.
Evidemment
(97) A F(2,1y)=F(2s) — F(25—1) (s=1,2,..., k).
D’autre part, on a en vertu de (93)
N )
(98) )/(3ix(t'+l’/) dlf’(a,)——j 6izs(t’+t/')[l7'(zs)———F(zs_.1)]|<a/4.
__'N §==1
On obtient de (90), (91), (95) et (98)
N N N
(99) . / / eIt gt B (g, ) — / e+ dF(m)|<s/2
—N —N —N

et par suite, en vertu de (90) et (91),
{100) [p(t, 8" —w(t’ 41")| <e.
Le nombre 'e>0 étant arbitraire, nous en concluons que
Pt )=y’ +1'), coq. fd
6. Soient Xy, Xoy.uyXny... et X des variables aléatoires. Posons:
Pg)=P{X <a}, Folz,y)=P{X,<w, X<y}

Désignons par @n(t’,1"’) la fonction caractéristique de la loi
Folw,y) ot par @(t) celle de la loi F(z).

Théoréme IV. La condition nécéssaire et suffisante pour la
, . \ .
convergence stochastique de la suite {X.} vers X est qu'on ait

(®) lim gult1)=glt'+")

N0
. ’ 7 1| o~ 144
uniformément dans tout domaine borné ||<T', [T

Co théordme résulte « fortiori du th. I’ et du th. de Lévy-I.ﬁo-
manovsky, si Pon remarque que, en vertu du lemme, la fonction
caractéristique de deux variables aléatoires dont chacune est presque
égalo & la variable X est préeisément o(¢'-+8").
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7. Etant donnée une suite {Xn.} de variables aldatoires quel-
© conques, POsOns:

(101) .Fn(m)=P{Xn<m}7 an(m,y)r—.P{Xn <.’ﬂ, -A."‘]"<:’/}.

Désignons comme auparavant par @m.m(t,t"’) la fonotion cara-
ctéristique de la loi Fa(x) et par ona(t) celle de la loi Fn(x).

Théoréme V. La condition nécessaive et suffisante pour la con-
vergence stochastique de la suite {Xa} vers une variable aldatoire est la
somvergence uniforme, avec n—>-00 et m—>--00, dela suite {@am(t’,3"")}
dams tout domaine borné |t'|<<T", [t"|<T".

Démonstration. Pour montrer que la condition est néceg-
saire, supposons que la suite {X,} converge stochastiquement vers
une variable aléatoire. D’aprés le th. IT’, il existe alors une loi de
probabilité totale d(x,y) de denx variables presque égales, telle que
I’on a dans chaque point (4,2) qui est un point de continuité de la
fonction P(x,y):

(102) nirﬂanm(u,z)=¢(u,z).

m—-oco

Dégignons par yp(t,t”) la fonction caractéristique de la loi
D(z,y). Nous allons montrer que 1’égalité

10 1 m L X2y 1oyt
(103) nlii‘;” (8" ) =p(t,1"")
m->-too

se présente uniformément dans tout domaine borné |¢'|<<T", [¢"'|<T".
Supposons, par contre, qa’il n’en goit pas aingi. Il existerait

done des nombres &y, To, To,tsts (ol k=1,2,...) et deux suites

croissantes d’indices {nx} et {mu}, telles que:

(104) " gy (ot =0yt ey [G/<T) WISTY  (k=1,2,..).

D’autre part, on obtient de (102)

(105) ‘ &&F%mk(u,z)=@(u,z)
et, en vertu du th. de Lévy-Romanovsky,
(106) I g, (01,27 = (8, 27)

uniformément pour [t'|<<To, [t|<T5.
Or, (106) est en contradiction avec (104,).

icm
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Pour établir la suffisance de la condition, supposons que
la suite {g,,(t',1"”)} converge uniformément dans tout domaine borné
des variables t',t"" et désignons par w(t',#’) la limite de la suite
{@,m(t5t)}. On a alors
(107) lim @ (#,4")==w(t’,t")

n-»-+oa
m->4-00

uniformément pour |¢'|<<T’, |t”|<T". 8i n=m, on a
Pran (B587) = @, (' 1),

I1 en résulte que la suite {¢ ()} est uniformément convergente
dang tout lintervalle fini [f|<T et que w(f,t"")==wy(t'+1""). Nous
en concluons en vertu du théoreme de Lévy que la limite w,()
de la guite {p,(t)} est la fonction caractéristique d'une certaine
loi de probahilité &d(x). D’aprés le lemme, w,(t’'~-t"")=w(l',t"’) est
done fonction caractéristique de deux variables presque égales dont
chacune admet la loi de probabilité P(z). Désignons par D(z,y)
la loi de probabilité de ces variables. Soit (u,#2) un point de con-
tinuité de la fonction @(z,y). Nous allons prouver que
(108) lim Fom(u,2)=0(u,z).

n->-fce
m->-+o0

Supposons, par contre, que (108) est en défaut dans un point
(ugy2) de continuité de la fonction @(x,y). Alors il existe un nombre
£ >0 et deux suites croissantes d’indices {ns}, {mz telles que

{109) | By (Yony 20) — Do, 20)] =2, (k=1,2,...).
D’autre part, on a selon (107)

(110) lim

k—)+oo(pnkmk(t 7t ):.:w(t 7t )

uniformément pour [¢'|<T", |t”|<T" ol I",T"' sont deux nombres
positifs quelconques. 11 en résulte en vertu du théoréme de Lévy-
Romanovsky que
(111 L Fopm, (U4, 20) == (U, 2
(111) 0 Bty 20)== Dty o)y
contrairement & (109). .

L’égalité (108) étant ainsi établie, on en conclut en vertu
du th.II que la suite {X,} est stochastiquement convergente.
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178 : W. Kozakiewiez. .

Apreés avoir démontré — ce qui ne comporte aucune difficulté —
les théorémes de la théorie des fonctions caractéristiques, analogues
% ceux de M. Glivenko 1) et M. Cramér ) pour les loig de proba-
bilité de deux variables, on peut remplacer la convergence uniforme
de la suite de fonctions caractéristiques par des conditions plus
faibles.

1) V. Glivenko, Sul teorema limaite della teoria delle funzioni caratteristiche,
Giorn. Tstit, Attuari 7 (1936), p. 160—167.

1) H. Cramér, Random variables and Probability Distributions, Cambridge
1937, p. 29—31 et 121. :
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Sur le prolongement des transformations en surfaces
sphériques.
Par
Samuel Eilenberg (Warszawa).

Btant donnés dans une variété n-dimensionnelle & deux en-
sembles fermés et disjoints X et ¥, on peut étudier leur situation
mutuelle dans & soit par la méthode d’homologiel), soit, dans
quelques questions particulidres, par la considération du groupe
fondamental de &&—X—Y 2),

La troisiéme méthode, trés peu développée, est celle de mettre
en jeu aussi les transformations continues f dé X en sous-ensembles
d'un espace 5 convenablement choigi et d’envisager ces transfor-
mations au point de vue de P’existence de leurs prolongements
f(e—Y)C&.

Cest ainsi que M. Borsuk a examiné récemment?) le cas
oll & est une surface sphérique n-dimensionnelle 8" et X=2%, en
aboutissant & des conditions nécessaires de nature homologique
(et qui sont aussi suffisantes dans quelques cas spéciaux), pour
que toute transformation f(X)CX admette un prolongement
fIS"—Y)CX ).

Dans la suite, nous allons fixer 2: ce sera toujours la surface
sphérique m-dimensionelle 8™ (m >0). Nous aboutirons & des con-
ditions pour que toute transformation F(X)CS8™ admette un pro-
longement f(@—Y)CS8™. Ces conditions seront également homolo-
giques, mais cette fois elles seront suffisantes (sans étre générale-
ment nécessaires).

1) Voir p.ex. S. Lefschetz, Topology, New-York 1930, p. 142.
2) K. Reidemeister, Knotentheorie, Berlin, Springer 1932.
8) K. Borsuk, Fund. Math. 29 (1937), p. 191-205.

1) ¢. 4 d. pour que X soit un rétracte de S8"—X.
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