Sur les fonctions absolument semi-continues.
Par
S. Kempisty (Wilno).

Dans mon travail antérieur ,,Sur les fonctions absolument con-
tinues d’intervalle’‘ 1), j’ai établi les propriétés principales des fonc-
tions absolument continues généralisées et développé la théorie
de la totalisation des fonctions de plusieurs variables.

Le travail présent contient quelques généralisations des résul-
tats y énoncés ainsi qu’une solution du probléme de I’équivalence
des intégrales de Denjoy et de Perron pour les fonetions de
plusieurs variables.

En renongant & 1'additivité des majorantes et des minorantes,
je vais définir une opération intégrale embrassant Iintégrale (ré-
guliére) au sens de Perron et équivalente & Pintégration (régulidre)
au sens de Denjoy. En méme temps la notion Q’intégrale (régulidre)
au sens de Ridder sera étendue, en conservant l’équivalence de
cette intégrale et de la totale (réguliére).

Enfin, je vais étendre aux fonctions de plusieurs variables
un théoréme de M. J. Marcinkiewicz sur Pintégrale de Perron.

1. Intégrales extrémes d’une fonction d’intervalle.
Les notations et définitions seront celles du travail préeité, qui sera
désigné par A dans la suite. Les propriétés générales de Pintégrale
réguliére d’une fonction d’intervalle ont été énoncées dans A, §1.
Nous allons citer & présent quelques propriétés correspondantes
des intégrales régulidres extrémes. Ces propriétés ont été dtablies
par M. 8. Saks?) ¢t par M-lle R. C. Young?).

1 Func’l. Math. 27 (1936), pp. 10-37,
) h‘ Saks, Swurles fonctions Cintervalle, Tund. Math, 10 (1925), pp. 215, 213,
%) Functions of ..., Math. Zeitschr. 29 (1929), pp. 184, 190, 191, 192,
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Th. 1. Lintégrale réguliére inférieure (supériewre) est une fone-
tion non décroissante (non croissamte) par division, c'est b dire que
/ F g/ F et / P / F, D étant une division de l'intervalle R.

R D D R

Th. 2. Une fonction dintervalle étant non croissante (non
décroissante) par division, son intéqrale réguliére inférieure (supe-
rieure) est additive.

Th. 3. 8i Dintégrale réguliére inférieure (supeérieure) d’une
fonction dintervalle non déeroissante (non croissante) par division
est additive, celte fonction est réguliérement intégrable.

Th. 4. L'intégrale réguliére inférieure (supérieure) ’une fonction
dintervalle dans R étant finie, elle différe de —oo (F o) dans tout
sous-intervalle de R.

Th. 5. 8i Vintégrale réquliére inférieure (supérieure) de F(I)
est finie et additive dans R, il existe, pouwr tout e>0, un 6,>0 de ma-
niére quon ait F(S)>/‘F—~a ((F(AS')</ F+z)| powr tout systéme

. s
élementaire et régulier ;é"g de norme <8, contenu dans E.

Pour les intégrales extrémes non additives, on peut établir
une propriété analogue, suivant l’idée de M. Saks?).

Désignons par P! DPhyperplan qu'on obtient en fixant une
coordonnée x; d’un point variable z=(21,L2,..., Tt ..., Tk)-

Soit F,;(I) une fonction auxiliaire, égale & F(I) pour les inter-
valles I contenant des points de P! et nulle pour tous les autres
intervalles. Soit R un intervalle fondamental divisé en deux inter-
valles R, et R, par Phyperplan P ~

Posons ensuite, D étant une division réguliére de R:

A(PY) =l sup[F (D) —Fpu( B2 D) —F p(RaD)],
a(Ply=lim inf [F (D) —F (R D) —F i(R,D)],
n(D)>0
ot R,D et R,D désignent les divisions des intervalles F, et R, par
la division D, et (D) désigne la norme de D.

Appelons A(PY) éeart supérieur et a(P) éeart inférieur de F
en P. Comme intégrale supérieure (inférieure) est non croissante
(non décroissante) par division, D’écart supérieur (inférieur) est 'non
négatif (non positif). L’hyperplan pour lequel 'une des fonctions
A(PY) et a(P!) est différente de 0 sera appelé hyperplan d’écart.

1) loc. cit. p. 213, th. 3.
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Considérons un nombre fini d’hyperplans d’écart
Pi,Pi,.., P

contenant toutes les faces paralldles & ’hyperplan! ;=0 de tous les
intervalles d’une division D de R. Il est aisé de voir que

f F+S‘A(P;I>< f F< f 4 Z% A(P),

) j=1 R b =1

/1’+2 (P)< /P</P+2 (P9
=1

J=1
Lorsque les intégrales réguliéres extrémes de F sont finies
dans R, on a:

0<2AP‘</F—/I’
j=1

puisque I’intégrale inférieure (supérieure) est non décroissante (non
croissante) par division %).

Comme il n’existe dans ce cas qu’un nombre fini d’hyper-
plans en lequels les écarts sont supérieurs en valeur absolue i un
nombre positif, I’ensemble des hyperplansg d’écart est dénombrable

0< —2 P‘</I’ /I’

J=1

au plus. Soient Py, Pyy...; Pyy Pytq, ... ces hyperplans. Nous avons done
0<21A(P,,)<oo _m<za P,)<
n= n=1

et il existe pour tout >0 un nombre n, tel que

0< D A(Pa)<e, —e< Da(P
n="n,+1 n=n -1

Par gsuite, on a le

%) Ces inégalités ne suhsistent pas quand les hyperplans d’éeart ne sont
pas paralléles. Pour le voir, il suffit de considérer dans R==(—1,1;--1,1) la fonetion
F(I) égale & 1 si le point (0,0) est intérieur & I ot nulle pour tous les autres inter-
valles I (exemple de M. A. J. Ward).
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Th. 6. Si les intégrales réguliéres extrémes de F(I) dans B sont
finies, il existe powr tout £>0 un 6. positif et un n. naturel, tels que

F(S </Jf’-|— g, quel que soit le systéme régulier 8 dont la morme est

<0: et clont les intervalles m'ont pas de poinis frontiéres sur les hyper-
plans P1,Py,...,P,..

Le th. 6 nous permet de généraliser un lemme de M.
comme il suit:

Saks€)

Th. 7. Lorsque les intégrales réguliéres extrémes d’une fonction
dimtervalle sont finies dans R et que Dimtégrale inférieure (supé-
rieure) est mon negative (non positive) sur tout imtervalle contenu
dans R, la dérivée réguliére inférieure (supérieure) de cette fonction
est presque partout non négative (non positive ).

Pour le démontrer on n’a qu’a reproduire le raisonnement de
M. Saks.

En se servant des hyperplans d’écart et du lemme de Vitali,
on peut établir la proposition suivante qui étend 4 Pespace & n>2
dimensions les relations établies par M. Saks pour ’espace linéaire 7).

Th. 8. Les intégrales réguliéres exvirémes de F dans R élant
finies, on a presque partout dans R

D.[F _
D.[F<D.F< ' <DJF<D|[F.
T D.[F !

T
Pour les fonctions monotones par division, on obtient les
égalités. En effet, on a le

Th. 98), Si F est une fonction non décroissante (mon crois-
sante) par division et ses imtégrales réquliéres extrémes sont finies,
on a presque partout dans R les égalités:

D. [F=D.F=D.[F,  D.[F=D.F=D; [F.
T I T I
6) 8. Saks, Théorie de lintégrale, Monografie Matematyczne (Warszawa
1933), p. 105, lemme 2.
") 8. Saks, Sur les fonctions d’intervalle, loc. cit., p. 220, cor. 2.
8) Les th. 9 et 10 m’ont été communiqués par M. A. J. Ward.
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Admettons que F est non décroissante par division. I1 suffit
de montrer que D.{F(I)— /F};() presque partout dans E, puisque
dans notre cas !

[F

(1) F(I)
T

N
A

I

Si ce n’était pas vrai, on pourrait choisir un a>0 tel qu’on ait
D {F(I)— / F)<—a dans un ensemble de mesure A>0. Considérons
I
une division D de R telle que
2) F(D)> [P—}Aa.
R

—_

En vertu du lemme de Vitali, il existe un systéme § d’inter-
valles I tels que chaque I est intérieur 4 un intervalle de D, et Pon a:
(3) F(8)< [F—al8],

§

[S|> 1 4.

Soit D; une division de D telle que § fasse partie de D,. La
fonction F(I) étant non décroissante par division, son intégrale
supérieure est additive et nous avons d’aprés (2)

P(DY>F(D)> [F—}da> [F—}da,
R D,

done, en vertu de (1),

P(8)> [F—} Aa> [F—al8).

S

Nous arrivons ainsi 4 une contradiction.

T1 résulte de la proposition établie que la fonction F est presque
partout réguliérement dérivable lorsquelle satisfait aux hypothéses du
th. 9 et lorsqu’on a de plus D F<<-+oo presque partout dans R.

En effet, Vintégrale réguliére inférieure de F' est une fonction
additive et, selon le th. 8, on a D, / <400, presque partout dans R.

7
Or, M. Ward a prouvé que toute fonction additive est presque partout
réguliérement dérivable dés que sa dérivée régulidre supdrienre est
presque partout <-co?),
9 Al J. Ward, On the derivation of additive functions of interval, Ifund.
Math, 28 (1937), p. 271, th. 3.
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Appliquons ces remarques & la fonction D)= / F
T
Comme @ est non déeroissante par division, il suffit d’ad-
mettre que les intégrales extrémes de @ sont finies et que D, B< o0,
Mais:
JE<| [E<[[F, [ [F<[ [F<[F;
oL , g 3

T T 1T T1 1 I

~

il sugfit donc que les intégrales extrémes de F' soient finies et qu’'on
ait D F<<4oco (cf. th. 8).
On obtient ainsi le

Th. 10. 8i les intégrales régulicres extrémes de F dans R sont
finies et la dérivée réguliére supérieure (inférieure) de F est presque
partout <<+4co (>—oo), les intégrales de F sont presques pariout re-
guliérement derivables, et on a presque partout:

D.F=D,|[F, D.F=D,.[F.
T 1

En particulier, si pour une fonction F régulidrement intégrable

on a presque partout D,F>—oo ou D,F<4oo, F est presque par-

tout régulierement dérivable et on a presque partout D.F=D, /F

I
Nous dirons qu'une fonction F(I) est continue (uniformément)
quand elle tend vers 0 avee |I].
En réproduisant un raisonnement de M. Saks?%) et faisant
1'usage de la dénombrabilité d'hyperplans d’écart, nous pouvons
établir lIa proposition suivante:

Th. 11. 8i les intégrales réguliéres ewtrémes d’une fonction
dintervalle, continue et non croissante (non déeroissante) par division,
sont finies sur R, cette fonction est réguliérement intégrable.

2. Fonctions intégrables autour d’un ensemble. Nous
avons établi dans A une propriété caractéristique des fonctions
réguliérement intégrables autour d’un ensemble!). En étudiant
une fonction définie dans le complémentaire d’un ensemble fermé,
nous allons établir d’autres propriétés caractéristiques de telles fone-
tions.

19y Théorie de U'Intégrale, 1. cit., démonstration du th. 7, p. 106.
my A, p. 20, th. 7 dun § 4.
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Désignons par Sp la partie du systéme S composée de tous
les intervalles de S qui contiennent des points de H. Soit S% la partie
qui reste.

Rappelons que Fg(Il)=F(I), lorsque BEI==0, et que Fp(I)=0,
lorsque EI=0.

Considérons une fonction F(I), définie pour tous les intervalles I
contenus dans R—H. Soit FHI)=F(I), si ICR—E, et F#I)=0,
si IE==0. Cette nouvelle fonction est donc définie pour tous les
intervalles de E. En particulier, si # est donnée pour tous les inter-
valles de R, on a FEf=F—Fp.

Th. 1. Soient E wun ensemble fermé et F(I) une fonction addi-
tive, définie pour tous les intervalles I contenus dans R—E. Pour
que la fonction FE soit réguliérement intégrable dans R, il faut ef 4l
suffit qu’il ewiste pour tout e=>0 un 6.0 tel qu’on wait

@ e]<e
quel que soit le systéme dlémentaire et régulier S de norme <<é..

La condition est nécessaire. En effet, en vertu du th. 5, il existe
un 6:>0 tel que

|7(8)— [ 72| <e
S

pour tout systeme élémentaire et régulier S de norme < 4.
Mais, F' étant additive et F étant fermé, nous avons

[Fi= [FEy FH(S),

de sorte que la condition (1) est satisfaite.

Pour prouver qu’elle est suffisante il suffit de remarquer que,
D étant une division régulidre quelconque de R, on a

[FP= [FE+ P(D")< [FF+ F(DF)= [ F".
R EE . Dp li;
Dong, en prenant D de norme <4, on obtient en vertu de
la eondition (1)
0< [ FP— [ Fr<2e,

. pid R
quel que soit £>0.
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Il résulte de cette démonstration que la fonction FF est ré-
guliérement intégrable quand le systéme § de Iénoncé est une di-
vision de &, méme une division réguliére.

Faisons décroitre la norme de cette division. Nous obtenons
alors D’égalité

() [ [Fe=o
RET

comme une condition nécessaire et suffisante de 1’intégrabilité ré-
guliere de F®. La nécessité de cette condition a été établie dans A
(th. 2, § 4). Posons:

@)= [Fe,

H(I)= [ F~.
L’inégalité (1) prend alors I'une des formes suivantes:

|Ge (1)<, |Hz(9)|<e.

En divisant S en deux systémes d'intervalles:

S, tel que H(I)>=0,

S, tel que H(I)<0,

nous obtenons linégalité |H|,(8)<s, et Iinégalité |G| (S)<<e s’ob-
tient de la méme maniére.
Par suite

(8) [|[7E=0.

Th. 2. Pour qu'une fonction additive F soit intégrable awtour
d’un ensemble fermé E, il faut et il suffit gu’on ait, quel que soit £>0,

l / FEl<e pour tout systéme élémentaire et régulier S de norme <o,
5p
contenu dans le plus petit rectangle contenant E.

En effet, F est régulierement intégrable autour de E, lorsque
FE Pest dans le plus petit rectangle contenant E. Or, F=Fg+ FF;
les fonetions Fy et FE sont done & la fois réguliérement intégrables
ou bien non intégrables. Comme

I

F(I)= [Fe+ [FP= [Fst [,
T T I
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Pégalité (2) peut étre transformée en 1'égalité
[ [Fe= [Ty
Ilev}q R

Nous avons prouvé, dans A (§4, th.1) que cette derniére
égalité est une condition néeessadire pour intégrabilité régulidre de B
autour de F; nous voyons maintenant qu’elle est anssi suffisante.

En intégrant ’inégalité double

o|+| [

- _

1
et en appliquant ’égalité (3), on obtient la condition suivante,
nécessaire pour lintégrabilité réguliére de F' autour de K:

<|F(I) <}

établie dans A (§ 4, th. 6).

Le th. 7 de A, §4, pour E fermé, est une conséquence im-
médiate du th. 2 qui vient d’étre démontré et de la définition de
Pintégrale régulire d’une fonction d’intervalle; il doit &tre enoncé
de la maniere suivante:

Th. 3. Pour qu'une fonction additive F soit réquliérement in-

tégrable autour d’un ensemble E, il faut qu'il existe un ensemble
dlémentaire S, et un nombre positif 8., tels que Von it

| PE(D)| < e
pour chaque division réguliére D de S. de norme <04, ¢t 11 s$u frit quil
eniste un iel systéme S. contenant intérieurement I,

En g’appuyant sur ce th. 3, on peut établir la propriété des
fonctions non réguliérement intégrables autour d’un ensemble fermé,
qui nous & servi dans la démonstration du th. 6 de A § 8,

Th. 4. 8i une fonction additive F n’est pas réguliérement inté-
grable autour dun ensemble fermé B, il ewiste, quel que soit n, un sy-
stéme dlémentaire S powr lequel

[F(S)] > n.
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En effet, il existe par suite de cette hypothése un nombre
g >0 et, dans tout ensemble élémentaire § contenant intérieure-
ment F, une division réguliére D! telle que

(1) [F((DYE)] > ;.
Soient:
Sy= E X o DY est une division de R
8= D#, ol D2 en est une de Sn | ssujettie & (1).
Sling, ott DY en est une de S1.1—1

Quand la suite S, S, 813, ...y Sizy ...
infinité d’indices 4y,4,,1%,...

est infinie, on a pour une
Pune des inégalités:
F((D)F)>ey, F((D))<—ey,
et le théoréme est démontré, car il suffit de poser
S=(D")E+ (D)t .. (D®E  pour E>n/e,.

Dans le cas contraire, soit n; le plus grand des 7. Dans I’en-
semble élémentaire Si,, il n’y a pas de divisions pour lesquelles
|F(DF)|>¢, mais il peut exister un nombre e,<e, tel que l'on ait

(2) [F((D*)")| > &

au moing pour une division D? de S;,. Posons alors:

2 Ry 2. PR -
S51=D¥ , ou D" est une division de Sin,
29 I .
=D ot D™ en est une de S»
S £ } 1 assujettie & (2).
20 N 21
Sy=Dxg, ol D" en est une de b)(, 1)

Lorsque la suite S»i,8k,...,Ss;.... N’est pas infinie, soit n, le
nombre de ses termes. En partant de S,,, on déterminera le nombre
g5 et ainsi de suite. Si g ne tend pas vers 0, le théoréme est vrai.
Supposons done que g—0. Etant donné un >0, prenons un e;<e.
Nous avons done |F(DF)| <er<e pour toute division D du systéme
Skn, contenant intérieurement E, et la fonction auxiliaire Fg est
réguliérement intégrable dans R.

Nous sommes arrivés ainsi &4 une contradiction!?).

12) 1idée de ce raisonnement est due 4 M. M. Krzyzafski.
Fundamenta Mathematicae. T. XXX. 8
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3. Fonctions a wvariation semi-bornde. Soit P(I) la
partie positive de F(I), c. & d. P=}(F+|F)).
Posons N=P—F; alors —N est la partie négative de 7.

Nous dirons qu'une fonction F est SVBr ou & variation ré-
. guliére semi-bornée supérieurement dans I, lorsque la partie positive

de F est a variation réguliere bornée, ce qui s’éerit: / ~P<+c>o.
i

On définit de la méme maniere les fonctions IVBr ou & va-
riation réquliére semi-bornée infeérieurement au moyen de la fonction N.

Comme |F|=P+N, on voit qu'une fonction SVBr et IVRBr
dans B est VBr. Des relations —N<F<P on déduit immédia-
tement le :

Th. 1. Lintégrale réguliére supériewre (inférieure) dune fone-
tion SVBr (IVBr) est <-oco (>—o0).

Comme / N / P— /F, on a aussi la proposition suivante:
R R ‘R

Th. 2. 8i Vintégrale réguliére inférieure (supérieure) dune
fonction SVBr (IVBr) est >—oo (<+o0) dans R, cette fonction est
VBr dans R.

En particulier, toute fonction SVBr régulisrement intégrable
est VBr. De méme, une fonction SVBr non décroissante par division
est VBr, donc réguliérement dérivable en vertu d’un théordme de
M. Banach13),

Les intégrales extrémes d’une fonetion V.Br étant hmes, nous
déduisons du th. 11, § 1, le corollaire suivant: :

Th. 3. Toute fonction continue, VBr et mon croissante (mon
décroissamie) par division est réguliérement intégrable 14).

Comme les dérivées régulidres extrémes d’une fonction V.Br
sont presque partout finies (A, § 3, th. 4), nous avons en vertu du
th. 10, § 1, le

1) 8. Banach, Sur wne classe de fonctions d’ensemble, Fund. Math. ¢ (19286),
p. 177, th. 7. )

1) A §3, th. 8.
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It ) y . . , , .y ”
Th. 4. 8i F est VBr dans R, ses intégrales réquliéres extrémes
sont presque partout régulicrement dérivables et on a presque partout:

D.F=D.[F, D.JF=D, [F.
I I

Ce th.4 a été établi par M. Saks pour les fonetions d’inter-
valle linéaire **). En suivant son raisonnement, on pourrait déduire
le th.4 directement du th.8, §1, par Papplication aux intégrales
extrémes du théordme précité de M. Banach, d’aprés lequel toute
fonetion VBr, non croissante (non decrmssante) par division est
réguliérement dérivable). En effet, les intégrales extrémes d’une
fonetion VBr sont elles mémes VBr. Cela résulte de I’inégalité

/ ’/_ Pl< [1Fl<+oo.

4. Fonctions absolument semi-continues, Les fonctions
absolument semi-continues peuvent &tre aussi caractérisées au moyen
des fonetions P(I) et N(I):

Th. 1. Pour quwune fonction F soit SACr (IACr) dans R, il faut
et i suffit que sa partie positive P (négative —N) y soit ACr.
Th. 2. Toute fonction SACr (IACr) dans R est SVBr (IVBr) 1),
donc son intégrale supérieure (inférieure) est <<+ oo (>—oo).
Ce théoréme et le th.2 du §3 entrainent le
Th. 3. Si Vintégrale réguliére inférieure (supérieure) d'une
fonetion SACr (IACr) est >—oo (<<-+o0), cette fonction est VBr.
Th. 4. 8i DVintégrale réguliére supdrieure (inférieure) de F est
additive et SACr (IACr), F est SACr (IACr).
Cela résulte du th.5, §1.
Dans A, §2, nous avons énoncé la proposition suivante: si F'
est une fonction IACr dans R, on a:
[F>[D.Faz,  [F
R R
dés que D.F et D.F sont sommables'?).

> [ D.F i,

15) 8. Saks, 1. ¢. Fund. Math. 10, th. 8, p. 221.
18) J. ¢. Burkill, Functions of intervals, Proc. Lond. Math. Soc. 22 (1924),
p. 287, th. 3, 6.
17y voir A, Errata, ce volume, p. 128.
g%
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D’aprés le th. 2, les intégrales extrémes de I sont >—oo,
8i Pune d’elles est = co, I’inégalité correspondante est toujours vraje.
On peut donc admettre que les deux intégrales extrémes sont finies.

Th. 5. Lorsque F est continue et additive dans R, et que Den-
q 0

semble des points ot D F=co est contenu dans une somme dénom-

brable d'hyperplans x;=-const., la fonetion F est SACGr.

Soit, en effet, Pi,Ps, Py,..., Ppy... la suite des hyperplans en
question. Quel que soit ’ensemble fermé £ dans R, il existe, I dtant
continue, un nombre #n et une portion RE telle qu'on ait RECP,
ou bien telle qu’on ait ‘

(1) F(I)<nlI|

pour tout intervalle régulier I contenu dans I?, contenant un point
de F et ayant la norme <1/n.

Or, la portion RFE contient une portion L, pour laquelle
n(R)<1/n. L’inégalité (1) est donc satisfaite pour tout intervalle
contenant un point de F et contenu dans I, Par suite, F' est SACy
autour de F dans R,

Le th.5 qui vient d’étre établi, est une généralisation de la
premiére partie du th.7 de A §728).

Th.6. 8i T est une fonction SACGr (LACGr), sa dérivée réguliére
supérieure (inférieure) est presque partout <oco (>—oo0).

C’est une généralisation d'une propriété établie par M. Kray-
zalski pour les fonctions SA4CG ).

Quand la fonction F est en outre additive, elle est presque
partout régulierement dérivable en vertu du th. préeité de M. Ward 8).

Th. 7. Lorsque F est continue et additive dams Ry et que Len-
semtle des points tels que D F=-+oco ou D, F=-—oc est contenu dans
une somme denombrable d’hyperplans x;=const., la fonctions F est
presque partout réguliérement dérivable, ACGr et Ir.

En effet, F' est presque partout régulierement dérivable en
vertu du th. de M. Ward 8). Tlle est ACGr d’aprés le th. 5. Soit B
un ensemble fermé dans R, et RE la portion autour de laquelle F
est ACr. Comme la fonetion auxiliaire Fz est A (r dans R et presque
partout régulidrement dérivable, elle est régulidrement intégrable
(A §5, th.4). Ainsi F est Ir dans R,.

) la démonstration de la seconde partie du th.7 de A §7, w'est pas
correcte (voir A, Brrata, ce volume, p. 128).
1) voir M. Krzyzafnski, Annales Soc. Pol. Math., Suppl, 1935, p. 29, th. 1.

icm

Fonctions absolument semi-continues 117

Cette derniére remarque nous permet de simplifier la définition
de 'intégrale réguliére de Denjoy. La condition Ir est superflue ).

Th. 8. Lorsque F est une fonction IACGr, non croissante par
division et que D.F>0 presque partout dans R, on a F(R)>0.

On le prouve de la méme manidre que le th.4 de A §7.

Considérons maintenant un ensemble fermé E. Lorsque, F
étant TACGr dans R, la fonction auxiliaire Fg est VBr et régulis- -
rement intégrable dans R, elle y est aussi 1.4 Cr. ‘

En effet, la fonction

8()=[Fp— [D.Fds

I I
est TACGr et en vertu du §3, th.4, on a D,S=0 presque partout
dans R; done, S(I) est non négative (th.8) et /'FE,>,/IJ_~)xFEdw.
i o

Il en résulte que Fg est IACr dans R (th.4).

Nous allons étendre ce résultat aux fonctions Fr non inté-
grables, en suivant un raisonnement de M. J. Marcinkiewicz:

Th. 9. Lorsque, B éiant un ensemble fermé et F étant une fone-
tion SACGr (IACGr) dans Ry, la fonection auziliaire Fg est VBr,
dans R, clle y est SACr (IACr).

Supposons, en effet, qu’il n’en est pas ainsi. Soit E* ’ensemble
des points x tels que Fy n'est pas SACr dans auecun intervalle B
contenant intérieurement z. L’ensemble E* est fermé et contenu
dans R,. Nous allons voir qu’il #’est pas vide. Car, si E*=0, il existe
pour tout point # de R, un voisinage V., tel que Fy est SACr dans
le voisinage U, concentrique de V,, de dimensions doubles de celles
de V. Comme F est fermé, il existe en vertu du lemme connu
de Borel-Liebesgue un nombre fini de V. couvrant R,; soient
Vi, Vay, ..., Vo, ces voisinages. Considérons un systéme élémentaire et
régulier § contenu dans R, Lorsque |S| est petit, il en est de méme
de la norme de 8. I1 existe done, pour tout e>>0 un 4.>0 tel que:

19|8| étant <4 et T un systéme élémentaire contenu dans Va;
et dans 8, on a F(T)<e,

29 tout intervalle de § est contenu dans un des voisinages Us,

) of. A §9, p.32.


GUEST


118 . 8. Kempisty:

Nous aurions done, en désignant par §; la partie de § com-
posée d’intervalles contenus dans Uz, mais qui ne sont pas contenus
dans Uz, Usyy...,Us,_y,

n
F(8)= ;j.p(sf) <me,
et F' serait SACr dans R,, contrairement & I’hypothéese.

Ainsi E*#0. F étant SACGr dans R, il existe une portion
R, E* telle que F est SACr autour de cette portion. Soit &, le plus
petit intervalle contenant R,E*. Comme R,E*=0, Fr ne peut pas
étre SACr dans R, c. & d. il existe un >0 tel que, étant donné
un ¢>0, on peut déterminer un systéme régulier S; contenu dans R,
et satisfaisant aux conditions:

(1) |85
Mais, Fp+ étant SACr dans R, nous pouvons choisir § de

maniére qu’on ait

(2) Fee(8)<e/3,

quel que soit le systéme régulier § de mesure <6.

Soit 3 le systéme composé de tous les intervalles de Ss qui
ne contiennent pas de points de B*. D’aprés les inégalités (1) et (2),
nous avons

(3) F(S5)>2¢/3.

<8,  IFu(S)>e.

Considérons maintenant un systéme ¢élémentaire 7' dont les
intervalles ne contiennent pas de points de E*. Comme E* est fermé,
nous pouvons construire un gystéme 7" jouissant de la méme
propriété, en allongeant de 2a les cOtés des intervalles de 7, de
maniére % en obtenir un intervalle concentrique.

Fg étant SACr dans T', le nombre 8 peut étre déterminé de
maniére que l'inégalité |S|<d entraine

(4) Fg(8)<e[3,

quel que soit le systéme régulier § contenu dans 1.

Soit 85 la partie de §5 composée de tous les intervalles qui ne
contiennent pas de points de 7. Comme leg intervalles de S=83—85
sont réguliers, ils sont contenus dans 7" dés que d est suffisamment
petit. § satisfait done & la condition (4). Nous avons par suite

Fu(S5)>ef3.
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Ceci établi, nous pouvons montrer que Fg n'est pas VBr. En
effet, déterminons d’abord un systéme S5 pour T=0 et désignons-le
par Sy; ensuite déterminons S; pour T'=S8, et désignons-le par S,
et ainsi de suite. Lies systémes réguliers ainsi définis Si,8s,...,8x
étant deux & deux disjoints, nous avons

Fp(8S1+ 8o+ ...+ 8p)>ne/3,

quel que soit n. Tous les §; étant contenus dans R, on a doune
f |F'|,=o00, contrairement & I’hypothése.
R,

5. Les majorantes et les minorantes de Ridder. Nous
avons défini dans A § 10, une minorante et une majorante au
sens de Ridder?). Nous allons maintenant généraliser ces deux
notions.

Nous dirons qu’une fonction @(I) est une minorante de Ridder
au sens élendy d’une fonetion f(x) dans R, lorsque:

19 elle est continue dans R,

20 elle v est SACGr,

30 D, &< f(x) presque partout dans R,.

On définit de la méme maniére une majorante ¥(I).

Une fonetion F(I) est intégrale réguliére de Ridder au sens

dtendu de f(z) dans R,, lorsqu'elle est additive et qu’il existe pour
chaque £>0 une minorante @° et une majorante ¥ telles qu’on a:

1) 0<F(8)— P (S)<e,  O<SP(8)—F(S)<e

pour tout systéme élémentaire S dans R,.

. En particulier, cela arrive lorsque les minorantes & sont non décroissantes
et les majorantes ¥ non croissantes par division et qu'on a

F(I)=sup O(I)=inf &(I).

En effet, comme D (¥—®)>=D F—D 00 presque- partout dans R,
nous avons F(I)—®(I)>=0 selon le th. 8 du §4. D’autre part, F est une fonction
additive. Pour prouver que F est lintégrale satisfaisant aux conditions (1).
déterminons, étant donné un £>0, les fonetions @ et ¥ de manidre qu’on ait:

F(Ry)— D(By)<e, U(Ry)—F (By)<e.

Or, F étant additive, F—@ et ¥'—F sont non croissantes par division et

non négatives. Par suite:

0.<F(8)—B(S) <F(Ry)—B(Ry),  O<E(S)—F(8)< U R)—F(Ey)-

2y A, p. 35.
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Nous allons voir que la notion d’intégrale F(I) ainsi définje
est équivalente & celle d’intégrale régulitre de Denjoy.

Th. 1. La minoranie O° et la majorante ¥* somt VBGr dans R,.

Soit, en effet, £ un ensemble fermé contenu dans R,. Comme
& est SACGr et ¥ est TAO0Gr, il existe une portion R°E autour
de Jaquelle @° est SACr et ¥* est IACr.

Soit. Ri le plus petit rectangle contenant R°E. Nous avons
done, en vertu du th. 2, §4,
[ <+ o0, [¥'>—oco.
EBf i)
Mais, selon la condition (1)
0<¥5(D)— Dp(D) <2,
quelle que soit la division D de R, Par suite:
——DO<./$‘7§—2£<'/'§D?;; /‘yﬂ< /‘Q)L‘—f‘ 2e < o0
B R} B  Fj
d(znc, en vertu du th. 3, §4, les fonctions @Dy et ¥i sont V.Br dans
Ry et, par conséquent, ®° et ¥° sont VBGr dans R,

Th. 2. Toutes les minorantes D et toutes les majoramtes W' sont
VBr autour dune portion RE qui me dépend pas de .

' Sofit, en effet, R*E une portion autour de laquelle les fone-
tions @ et FYJ"’ sont VBr. Désignons par Rf le plus petit rectangle
contenant E*E. Comme 0<Fx(8)—PR(S)<<e, nous avons, D étant

&y

une division de Ry,
| Pla(D)<|F —0%,(D)+|0% (D) < |07 (D) + 28,
et par suite

/ IFIEg‘/.!q)S‘IIIQ+280<+ ©0.
Rin _R;o

D’autre part,
I@TE(D) <|F-—@’lﬂ(D)—|—IFIE(D)<|[’"E(D)—]—-28,
7] (D) <|F](D) + [ — B (D) <| F], (D) + 2
quelle que soit la division D de RY. Par suite

Fonctions absolument semi-continues 121

[0, [T < [ 1Pl 2e <+ oo

_Rfo y fn an
done @° et ¥* sont VBr autour de R™E.

Th. 3. Lintégrale réguliére de Ridder au sens dlendu est une
fonction ACGr.

Revenons aux fonctions @ et ¥* définies dans le raisonne-
ment précédent. Comme @° est SACGr dans Ry, tandis que ¥* est
IACGr, on voit, d’aprés le th. 9 du §4, que @ est SA(r et ¥, IACr
autour de la portion R™F, autour de laquelle ils sont ¥.Br en vertu
du th. 2.

Il existe done un 6,>0 pour lequel on a:
(2) Dy(8)<e, Pr(8)>—e¢,
quel que soit le systéme régulier S de norme <4, contenu dans Ry
Les inégalités (1) et (2) entrainent )
—2e<Wi(8) —e< Fp(8) < Pp(8)+ e<2e.

Aingi F est ACOr autour de R“E, done ACGr dans R, *).

Le raisonnement par lequel nous avons établi, dans A §10,
que D, F=f(z) presque partout dans R, subsiste pour lintégrale
de Ridder au sens étendu. Nous pouvons donc énoncer la con-
clusion suivante:

Th. 4. Toute fonction réguliérement intégrable au sens éiendu
de Ridder est réguliérement intégrable aw sens de Denjoy.

La réciproque est évidente.

6. L’intégrale de Perron. Nous allons étendre la notion
d’intégrale réguliere de Perron de manidre qu’elle soit équivalente
& celle d’intégrale régulitre de Denjoy.

Nous dirons qu’'une fonction ®(I) est ume minorante réguliére
de Perrom au sens etendu d’une fonction f(w) dans R, lorsqu’elle
satisfait aux conditions suivantes:

1° elle est continue,

90 D@ <oo & lexception des points z situés sur une infinité
dénombrable d’hyperplans ;= const.,

30 D, ®<f(x) presque partout dans R,.

22) gette démonstration est un développement du raisonnement de A, p. 37.
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On définit de la méme maniére une majorante ¥Y(I).

Une fonction F(I) est intégrale véguliére de Perrom aw sens
diendu de f(z), lorsqu’elle est additive et qu’il existe, quel que soit
£>0, une minorante @ et une majorante ¥ de f(z) telles qu’on a:

0<H(S)—D(8)<e, 0<H(S)—F(S)<e
pour tout systéme élémentaire S dans R,.

Th. 1. Toute fonction régulicrement imtdgrable aw sens dtonduy
de Perron est régulidrement intdgrable au sens de Ridder.

Cela résulte du §4, th. 5.

Pour voir que I’intégrale qui vient d’étre définie est équivalente
a celle de Denjoy, nous allons établir le

Th. 2. Soit f(z) une fonction s'annulant en tout point dun
ensemble fermé B contenu dans B et réguliérement intégrable aw sens
éiendw de Perron dans chaque intervalle contenw dans R—T. Soit
F(I) une fonction @intervalle, dgale & Vintdyrale végulidre de Perrom
aw sens éiendu de f(x) sur tout ntervalle I contenw dans B—F.

Alors, si la fonction F¥(I) est réguliéremnent imtégrable dans R,
f(@) est réguliérement intégrable aw sems dlendu de Perron dans R
et son imtégrale est égale & /F”

R

Considérons dans R, contenant H, un réseau composé de
divisions régulieres Dy, Dy, ..., D,,... dont les normes tendent vers 0
avec n tendant vers infini. Il résulte de la définition de Dintégrale
réguliére dune fonetion d’intervalle que

n-»00

/‘FFZ lim ]ﬁE( R-Dn);
R

RD, étant une division de R par D,.
Posons G(R):/FE et:
R

8,=D¥, S,=DE—DF pour  m==2,3,...
On a évidemment:
o o0
P " \ 1 . N g
Ry—E=}8,, G(R)=2] F(RS,),
ne=] ol

en admettant que G(I)==0, si I se réduit H un segment.
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Déterminons dans S, une majorante ¥, satisfaisant a4 la
condition '
0 Pn(S)—@(8)</3.2""*
pour tout systéme élémentaire § contenu dans Sy-
Soit ensuite

n=1
Nous avons donc

(1) 0 H(S)—@(8S)<ef12.
S étant un systéme élémentaire quelconque, nous pouvons
poser successivement Sle,;S’Z,Sg,S4, en désignant par § la partie

de 8 composée de tous les intervalles I pour lesquels G(I) et H(I)
ont un signe constant. Par suite

(2) [H|(8)—|@l(8)|<e/3.
Soit 7, un indice tel quon ait, d’aprés le théoréme 1 du §2,
(3) | |G5(8D,,,)<e[3.

Congidérons maintenant la fonetion
P(I)=H(I)+|H[(IDy,).

Nous allons voir que ¥ est une majorante de Perron au sens
étendu de f(x), et qu’elle satisfait & la condition

0<(S)—G(8S)<e.
Vérifions d’abord cette condition. On a
0<CP(8) —G(8) = H(8) —G(8)+ H|(8Dy,,)—|Gl(SDy,) +H G SDy,) <&

en vertu des inégalités (1), (2) et (3).

Pour voir que les autres conditions sont satisfaites, considérons
un point # de R—E. Il appartient & I’un des ensembles élémentaires
S» et, en negligeant une infinité dénombrable de frontieres d’inter-
valles, il est un point intérieur de S,. Done, un intervalle suffisam-
ment petit I contenant x est contenu dans S, Par conséquent
Y1) = H(I)=Y,(I) et D.¥>D.V,.

Comme ¥, est une majorante, nous avons:

10 D.W>—>0 si ¢ est dans R—E et n'appartient pas & une
infinité dénombrable de frontiéres des intervalles,

20 D, W>={(x) en pleine épaisseur de R,—E.
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D’autre part, soit # un point de E n’appartenant pas aux
frontiéres des intervalles. Quand la norme d’un intervalle I con-
tenant x est suffisamment petite, I est contenu dans (Dn,)r, ¢t méme
dans un intervalle de Dn.. Done:

P> HI)+HEID>0, DW= 0=f(x).

Comme la continuité de ¥ résulte de celle des fonctions ¥,
on voit que ¥ est une majorante de Perron au sens étendu.

Dans A, p. 35, nous avons appelé compléte toute opération
intégrale S(f,I) qui est continue et satisfait & la condition sui-
vante: si f(x) est intégrable (8§) sur toute portion RE de ’ensemble
fermé E et si la fonetion S8%(f,I) est régulibrement intégrable
dans R, la fonction f(z) est intégrable (S) dans R et on a

(4) S(f, B)= | f dw+- [ 84(,1).
RE R
En nous appuyant sur le th. 2, nous allong établir le
Th. 3. Lintégrale régulicre de Perron aw sens diendu est une
opération compléte.

Soit f(x) une fonection intégrable au sens étendu de Perron
sur toute portion RE de l’ensemble fermé E et dans tout intervalle

contenu dans E—F. Supposons ensuite que S8%(f,I) est réguliére-

ment intégrable dans R.
Posons:
f flx) sur E,

ot . fH o -
/E(w)—l() sur R—E, fi=f—1s

Comme f=jfz+7# nous avons, en désignant par S(f, H) D'inté-
grale de Perron au sens étendu,
(5) 8(f, R)=8(fr, B)+ 8(f*, B),
car lintégrale de Perron est un opération additive. Mais, f étant

sommable sur F, on a

(6) S(fz, R)= [ f dw.
RE
D’autre part, Ia fonction f# vérifie les hypothoses du th. 2, done

(1) S(%,R)= [ 85 (f%, )= [ 8%(/,1).

R R
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Les™ égalités (5), (6) et (7) donnent la relation (4), de sorte
que S est une opération complate.

Th.4. Toute fonction réguliérement intégrable au sens de Denjoy
est réguli¢rement intégrable au sens étendu de Perron.

Bn effet, d’aprés A § 9, th. 6, lintégrale régulitre de Denjoy
est la plus faible opération compléte embrassant Dintégrale de
Lebesgue. Or, I’intégrale de Perron au sens étendu embrasse
lintégrale de Lebesgue et, en vertu du th. 3, est une opération
compléte. Par conséquent, toute intégrale régulitre de Denjoy
est une intégrale réguliére de Perron au sens étendu.

Le th. 4 qui vient d’8tre établi et le th. 5 de A § 10 montrent
que ces deux intégrales sont équivalentes.

Nous avons ainsi généralisé le théoréme de MM. Hake, Ale-
ksandroff et Looman.

9. Minorantes et majorantes additives. M. Marcin-
kiewicz a prouvé, en g’appuyant sur le théoréme de M. Hake,
qu'une fonction d’une variable réelle ayant au moins une minorante
et une majorante additives est intégrable au sens de Perron 23).

Nous allons étendre cette propriété aux fonctions de deux
et plusieurs variables.

Th. 1. Lorsquwune minorante @ et une majorante ¥ réguliéres
de Perron au sens dendu dune fonction f(x) dams R, sont additives,
elles sont VBGr.

En effet, on a presque partout D,¥—D,®>0, done
(1) ' Y(I)—B(I)=0.

Considérons un ensemble fermé E contenu dans R, Soit RE
une portion telle que
(2) oIy<nll],  VI)>—alI],
quel que soit I contenant un point de E, contenu dans R et dont
la norme est <1/n. Déterminons une portion R, E de RE telle que
n(R;)<<*/n. Les inégalités (1) et (2) entrainent

D(I) —P(I)—n|1| < (L) < PUI) <) — D)+l

quel que soit dans R, lintervalle I contenant un point de .

28) (e théoréme m’a été communiqué par M. Marcinkiewicz; cf. aussi

8. Saks, Theory of the Integral, Monografie Matematyczne (Warazawa-Liwéw 1937),
p. 253.
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Par conséquent, D étant une division de R, on a:
|6]5(D), [¥]z(D) < P(R)— B(R)+n|R)|,
et les fonctions @ et ¥ sont VBr autour de R,B.

Th. 2. Lorsqu’uwne fonction f(x) a dams Ry une minorante re-
guliére de Perron au sens éiendu et une majorante aw méme sens,
toutes les deux additives et Ir, celte fonction est réguliérement inte-
grable au sens édtendu de Perron.

En effet, congidérons dans B, un ensemble E de points dans
le voisinage desquels f(z) n’est pas régulisrement intégrable au sens
étendu de Perron. L’ensemble E est évidemment formé.

Nous allons montrer que cet ensemble contient une portion RE
telle que:

19 f(z) est sommable sur RHE,

20 F(I) étant l'intégrale réguliére de Perron au sens étendu
de f(z) dans ICR—EH, la fonction ¥ est régulitrement intégrable
dans R.

Soit &4 ce but RE une portion autour de laquelle la minorante
donnée & et la majorante donnée ¥ sont VBr et réguliérement inté-
grables. Désignons par R, le plus petit intervalle contenant RE.

Comme les dérivées réguliéres des fonctions V.Br sont somma-
bles (A § 3, th. 4) et comme, d’autre part, on a D, Pp<f(x) <D Ve

o4

presque partout dans E, on voit que f(a) est sommable sur R, FE.
Considérons maintenant l'intégrale F(I) de f(x) dans I. Les
fonctions @5 et ¥y étant intégrables dans R,, les intégrales ex-

trémes des fonctions @F et ¥¥ satisfont aux conditions:
Jore,  |[wr<e

Sk Sg
pour tout systéme régulier § de norme <4, contenu dans RE,. Or,
PEI)<FP(I)SYH(I),

done, pour les intégrales de F¥#, on a aussi inégalité \/ F”"<e;
ainsi F¥ est intégrable dans R,. S

Pour achever la démonstration, il suffit de remarquer que
Pintégration réguliére de Perron au sens étendu est une opération

compléte. Comme les conditions 1° et 2° sont satisfaites, F est
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1'ég}1ﬁérement intégrable au sens étendu de Perron dans R, con-
trairement & la définition de 1’ensemble X.
11 résulte de la démonstration des th. 1 et 2 que la minorante

peut étre supposée non déecroissante par division et la majorante
non croissante par division.

Les minorantes et les majorantes de Ridder jouissent des
memes propriétes que celles de Perron:

Th. 3. Lorsqu une minorante ® de Ridder au sens ctendu et
une majorante ¥ au méme sens dPune fonction f(x) dans R, sont ad-
ditives, elles sont VBGr dans R,.

Soient, en effet, Z un ensemble fermé dans Ry et RE une
portion autour de laquelle @ est SACr et ¥ est ITACr. La fonetion
¥Y—0 étant additive, nous avons PI)—S(I)>0 et

D(E)—¥(R)+¥p(8) < Pp(8) < P (8) P(R)— B(R) + B(8),

quel que soit le systéme élémentaire §.
Déterminons 6,>0 de manidre qu’on ait:

@E(S)<8, TE(S)<—-£,

lorsque |S|<4, et que les intervalles de § sont contenus dans le plus petit
intervalle contenant RE. Décomposons S en 4 systémies 81,82, 83, .84
définis p. 123. Nous aurons chIE(D),]W]E(D)gé{‘_l’(R)-—Q(R)]—l—éts,
de sorte que @ et ¥ sont VBr autour de RE.

Th. 4. Pour quune fonction f(x) soit réguliérement integrable
au sens de Denjoy, il faut et suffit qu’il existe ume minorante ré-
guliére de f(z) de Ridder au sens étendu et une majorante au méme
sens, additives et Ir.

En reproduisant la démonstration du th. 2, on prouve, en
effet, que f(z) satisfaisant & la condition de 1’énoncé est réguliere-
ment intégrable au sens étendu de Perron, donc régulitrement
intégrable au sens de Denjoy.

La condition est mécessaire car I'intégrale de Denjoy est & la
fois une minorante et une majorante, additive et Ir.

Les théorémes 3 et 4 subsistent pour une minorante non dé-
croissante par division et une majorante non croissante par division.
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