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Sur un probléme de M. Hausdorff.
Par
W. Sierpinski (Warszawa).

M. F. Hausdorff a posé le probléme suivant?!): E étant un
engemble de puissance x,, existe-t-il une famille dénombrable @
de sous-ensembles de B, telle que tout sous-ensemble de F est de
la forme lim KH,= (E1 ~+ Ey+ B —[—) (Ez+ .Eg-f—— o) (E3+ .), ol

n==c0
E,(n=1,2,3,...) sont des ensembles de la famille ®?32),
Le but de cette Note est de démontrer que le probléeme de

M. Hausdorff équivaut & chacun des trois autres problémes.
Je vais notamment démontrer ce

Théoréme. Les propositions suivantes P, Po, Py et Py sont
dquivalentes:

P E dant un ensemble de puissance 8, il eviste une famille
dénombrable @ de sous-ensembles de E, telle que tout sous-ensemble
de B est de la forme UimE,3) ot E,e® pouwr n=1,2,3,...

N==00 '

P,. B dant un ensemble de puissance %y, il ewiste une famille
dénombrable ¢ de sous-ensembles de B, telle que tout sous-ensemble
de B est de lo forme LmE,, ot E,e® pour n=1,2,3,...4).

n==00

1) Fund. Math. 20, p. 286, Probléme 58.
%) Sila réponse a ce pxobléme est positive, on a, comme on voit sans pelne,

o8 9% elle est done négative, si 2No= g,

8) La formule H=1lim E, exprime qu’on a (4 la fois) les formules:
115200

'(E1+Da‘|‘ + o) Byt Byt ) (Byto)ee
H o= By 10y Hy.. -|-D2F B,..+ B, B, B;...4...
1) Il vémulte de L'équivalence des propositions Py et P, que I'on peut rem-
placer dans le probléme de M. Hausdorff LimE, par imEs.

N===00 n==00

undamonta Mathomatiene, T XXX, ‘ 1
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P,. E diant un ensemble de puissance Sy, il ewiste wne famille
dénombrable P de sous-ensembles de B, telle que tout sous-ensemble
de B appartient & la fomille @es?).

P, Il ewiste un ensemble linédaire indénombrable N dont tout
sous-ensemble est un F, relativement & N 2).

Démonstration. Lesimplications P,—P,—P; étant évidentes,
il suffit de montrer que P;—FP,—F,.

Admettons done la proposition P, Soient: F un ensemble
de puissance ¥, et ®=(H,,B,, F;,...) une famille (dénombrable de
sous-ensembles de F) satisfaisant aux conditions de la proposition F’,.
On voit sans peine que

(1) B=F,+By+Ey+...

Je vais montrer d’abord que tout ensemble (p) formé dun
seul élément p de E appartient & la famille D5 (c. b d. est de la
forme HiHsHj..., o Hpe® pour n=1,2,3,...). Bn effet, en tant
que sous-ensemble de F, l'ensemble (p) mppartient par hypothése

4 la famille @. En développant le produit ]— | Z H,, en une

m==] n=1

série de 2% produits, on voit sans peine que tout ensemble de la

famille @., done en particulier I’ensemble (p), est une somme de 2%
ensembles de la famille @s. L’ensemble (p) n’admettant qu’un seul
élément est done égal 4 un terme de cette somme ot appartient
par conséquent a la famille @s.

Ceci établi, désignons pour n=1,2,3,...
définie par les conditions:

par f,(p) la fonetion

1 our pekl,
0 pour peE—E,
et posons
(3) fip)= 2 2:37"fu(p) pour pel.

n=1

Do

1) c.ad. est de la forme ﬂ ' By ot Empe® pour m et n naturels,

m==1 n—l
%) Le probléme si la proposition P, est vraie a été posé par moi dans mon
livre Hypothése du continu, Monografie \Iatematycme 1V, Warszawa-Liwéw 1934,
p. 90.
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Je dis que la fonction (3) transforme d’une fagon biunivoque
lensemble E en ensemble linéaire N=jf(E). Soient, en effet, p, et Py
deux éléments distinets de ’ensemble E. Comme nous avons montré,
on a (py)e®s et comme O=(E,,E,,F,,...), il existe une suite 1n£1me

HEk

‘n=1

ki, ko, k3, ... de nombres naturels, telle que (p1) On a done

'p1eEkn pour n=1,2,3,... Sil'on avait aussi sz.E’k” pour n=1,2,3,...,

onaurait pse [«11 Ek" =(p1), donec p:=p1, contrairement & ’hypothése.
Il existe donc un nombre naturel s pour lequel p; ely ot pynonek,
d’olt en vertu de (2) fks.(Pl)= 1 et f (p2)=0, '

f(p4) * f(p2)-

done selon (3)

La biunivocité de la fonection (3) étant ainsi établie, ’ensemble
N=f(E) est de méme puissance que Ej; il est donec indénombrable.

Je vais prouver maintenant que la fonetion (3) transforme
les ensembles de la famille @, en sous-ensembles de N ouverts
dans N7). Soit, en effet, ¢(s) l1a fonction inverse de la fonction f(p),
done définie pour weN: elle transforme d'une facon biunivoque
Pensemble N en ensemble E. Si He @, il existe une suite infinie

de nombres naturels my, myms, ..., telle que
H=FEun+ En-+En+...,
d’on
HH)={EBw)+{(Emn)+ [(Em,) +

La somme d’ensembles ouverts dans N étant toujours un
ensemble ouvert dans N, il suffit de montrer que, pour tout m
naturel, I’ensemble f(H,) est ouvert dans N.

Soit  xpef(Fm). On a done po=¢(®o)eEm d'0U fm(po)=1.
En vertu de (3) et des propriétés connues des fractions ternaires,
il existe par conséquent un intervalle § enftourant z, et tel que,
pour z=f(p)edN, ona fu(p)=fm(po)=1, donc peEn et v=f(p)ef(En),
c¢e qui prouve que l’ensemble f(H,) est ouvert dans N.

I1 est ainsi établi que la fonection (3) transforme tout ensemble
de la famille @, en un sous-ensemble de N ouvert dans N; il en ré-
sulte tout de suite qu’elle transforme les ensembles de la famille @y
en sous-ensembles de N qui sont des G relativement 2 N.

1) Cf. ma démonstration dans Fund. Math. 29, p. 186, lemme II.
1%
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Considérons & présent un sous-ensemble quelconque N, de N.
Vu la propriété de I’ensemble E, on a H—@(Ni)ebys, de scrte que
lensemble f(H—q@(N,)) est un @ relativement & N et ensemble
N—{(B—p(N,))=N—[{(B)—{g(¥))]=N—(N—N)=N; est un I,
relativement &4 N. L’ensemble linéaire N satigfait done aux con-
ditions de la proposition P,.

Irimplication P,—P, est ainsi établie.

Pour établir 'implication P,—P,, nous démontrerons d’abord
deux lemmes qui peuvent présenter quelque intérét par eux mémes.

Lemme I. E dtant un ensemble lindaire quelconque et M et N
dews sous-ensembles disjoints de B qui sont des Fy relativement & H,
il emiste toujours deuw ensembles Fo linéaires disjoints P el Q, tels
que M=EP et N=FQ.

Démonstration. M et N étant deux sous-ensembles de K
qui sont des F, relativement & E, il existe deux ensembles 7', ling-
aires S et T, tels que M=ES et N=ET; nous pouvons Poser:

(4) 8=8,4+8,+8;+..., T=T+Ty+ Ty+...,

ot 8y et T (n=1,2,3,...) sont des ensembles fermés ot

(8) 8;C8,C8,C..., rcr,cr.C..
Posons encore:

(6) P=}(8,—1T,), Q=(T"—8,).

n=1 n

il
KA

Ce sont, comme on voit sans peine, des Fy. Je dis qu’ils satis-
font aux conditions du lemme.

Soient %k et ! deux nombres naturels. Si k<1, on a d’apreés (5)
Se—TrC8C Yy, done (8p—T) (I'—8)=0. Si k>, on a d’aprés (B)
Ti—8iCT/C T, done encore (Sp—T'x) (Ti—8;)=0.

Chaque terme de la série P (formule (6)) est done disjoint
de chaque terme de la série Q; par conséquent PQ= 0.

D’aprés (4) on a, pour # naturels

ESHT,,CESTzES-ETxM-N=O,
done ES,T,=0 pour n=1,2,3,..., d’oit gelon (6) et (4)

BP =B X (8u—12)=E D (8— B8, T)=B 3 8= B =M.

n=1 ]
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Pareillement, FQ=ET=N. Les ensembles P et § satisfont
done & la thése du lemme, qui est ainsi démontré.

Comme on voit sans peine, on peut remplacer dans le lemme I les Fo par
des ensembles mesurables B d’une clagse additive quelcongque. Or, d’aprés une
remarque de M"* Braun, pour qu’on puisse remplacer dans le lemmel les Fo
par les ensembles d’un noyau quelconque R d’ensembles, il faut et il suffit que,
B, et B, étant deux ensembles quelconques de R, il existe toujours deux ensem-
bles disjoints H; et H, de R, tels que B,—E,C H, et B,—FE,C H,. Vu les résultats
de MM. Lusin et Novikoff concernant la séparabilité des ensembles analyti-
ques et de leurs complémentaires, il en résulte gu'on peut remplacer dans le
lemme I les Fo par des ensembles C(4) et aussi par des ensembles PC(4), et
qu’on ne peut pas y remplacer les Fs par des ensembles (4).

Lemme II. E étant un ensemble (infint) lindaire quelconque,
il existe une famille dénombrable @ de sous-ensembles de E, telle que
tout sous-ensemble H de B qui est & la fois un By et un Gs relativement
a E est de la forme H=LmE, ot E,e® pour n=1,2,3,...

Démonstration. Soit I" la famille de tous les ensembles
lindaires qui sont des sommes d’un nombre fini d’intervalles (fermés)
aux extrémités rationnelles. La famille I est, comme on sait, dé-
nombrable. Désignons par @ la famille de tous les ensembles de
la forme HE ou Hel. (Cest une famille dénombrable de sous- -
-ensembles de E. Je dis qu’elle satisfait & la thése du lemme II.

Soit, en effet, H un sous-ensemble de F qui est & la fois un Fy
et un (5 relativement & E. Les ensembles H et F—H sont done
des F, relativement & F et, d’aprés le lemme I, il existe deux ¥,
linéaires disjoints, P et @, tels que H=EP et E—H=EF(). Les ensembles
P et @ étant des F;linéaires, il existe deux suites infinies d’ensembles
linéaires, fermés et bornés P, (n=1,2,3,...) et @, (n=1,2,3,...),
telles que: :

(7) P=P,+Py+Pyt.., Q=@ +Qo+Qs+...

Soit #» un nombre naturel donné. Les ensembles:

P1+P2+---+Pn: Q1+Q2+---+Qn

sont fermés, bornés et disjoints: leur distance & est donc positive.
Divisons la droite en intervalles (fermés) <k/m, (k+1)/m> ou
k=0,41,+2,... et m est un nombre naturel >1/4. Soit 8, la somme
de tous ceux qui contiennent des points de I’ensemble Py+Py+...~4Pn.
Vu la définition de 6, ils ne contiennent donc pas de points de
Pengemble @Q1+Q24...+@,. On a par conséquent:
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(8) Prl—.Pz—{—...—%—.P,,CS,,,
(9) Sn(Qi"{"QZ‘"-.-*{—Qn):O

et Syel” (puisque 'ensemble Py-+Pot-...4P, est borné). Les ensemblos

1) E.=ES,, ot n=1,2,3,...,

appartiennent évidemment & la famille @.

Si peH, on a selon H=EP et (7) pour » suffisamment grands
(soit pour nw>u) pePi+Py+...+ P, donc en vertu de (8) et (10)
peE8,=E,, ol pelim¥, On a ainsi

(11) HClim E,.

n=ca

Si peE—H, onaselon BE—H=FEQ et (7), pour # suffisamment
grands (soit pour n>v), peQi+@u+...4Qu, done en vertu de (9) ot (10)
pnoneBS,=E, dou pnonelim E, Ainsi pelim A,

1n==00 N=-00

puonel—H, d’olt (vu que E,CE pour n=1,2,3,...) peH. On a aingi

ontraine

(12) lim B,CH.

Les formules (11) et (12) donnent H=Lm %, (car on a toujours
lim %,C lim ,), ce qui achéve la démonstration du lemme IT,

Admettons maintenant la propositions P4 Soit ¥ un engemble
linéaire indénombrable dont tout sous-ensemble est un F, relati-
vement & N. Cette propriété de N étant héréditaire (c.dd. ap-
partenant & tout sous-ensemble de N dés qu’elle appartient & N),
1ous pouvons supposer que l’ensemble N est de puissance x,. D’apres
le lemmeIlI, il existe une famille dénombrable @, de sous-ensembles
de N, telle que tout sous-ensemble H de N (qui, d’aprés la pro-
priété de N, est, en méme temps que N —H , un I, relativement
a N, donc & la fois un F, et un Gy relativement 3 N ) est de 1a forme
H=lim E, ou H,e®, pour n=1,2,8,...

fr—

Soit maintenant F un ensemble quelconque de puissance 8.
Il existe donc une transformation biunivoque f do D’ensemble N
en ensemble E=f(N); soit ¢ la transformation inverse, de K on
N=g(E). Soit enfin ¢ la famille (dénombrable) de tous les ensem-
bles (M) ol Me®,. ‘
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Congidérons un sous-ensemble quelconque @ de E. On a done
o(@)CN et, d’aprés la propriété démontrée de l'ensemble ¥,
p(@)=LmE, ol E,e®P, pour n=1,2,3,..., Aot H,=f(E,)e® pour

n==00

n=1,2,3,... La transformation f étant biunivoque, on trouve

Q=7‘(¢(Q))=J‘(hmEn)=1@3;f(En)=um Ha.

n=o0 =00

Tout sous-ensemble de B est donc de la forme lim H, ou HpeP

=00

pour n=1,2,3,... Il est ainsi établi que P,—P;; le théoréme est
ainsi démontré.

On démontre sans peine que pour qu’un ensemble linéaire N
satisfasse & la condition de la proposition F,, il faut et il suffit que
toute fonction réelle définie sur N soit de classe <1 sur N. En vertu
de notre théordme, il en résulte tout de suite que chacune des pro-
positions Py-Py dquivawt & la proposition Py suivante:

Py Il eviste un ensemble lindaire indénombrable N, tel que
toute fonction réelle definie sur N est de classe <1 sur N.
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