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Sur les opérations dans les ensembles abstraits
et leur application aux équations intégrales?)
Par

Stefan Banach (Léopol = Lwow).

Introduction. L’opération c'est une relalion univoque y Rz
c'est-a-dire, telle que

yRx et zRx entraine Y=2z

pour tout z, y, =z.

Chaque relation yRx comporte un domaine (c'est la réserve
des y) est un conire-domaine (la réserve des z) ou champ. L’opéra-
tion fonctionnelle ou la fonction de ligne c'est une opération dont
le domaine et le contre-domaine sont des ensembles de fonetions.

La notion de fonction de ligne fut introduite par M. Volterra.
Des recherches & ce sujet ont été faites par M. M. Fréchet,
Hadamard, F. Riesz, Pincherle, Steinhaus, Weyl, Le-
besgue et par beaucoup d’autres. Dans les premiers ouvrages on
admettait que le domaine et le contre-domaine sont des ensembles
de fonctions continues admettant les dérivées d’ordres supérieurs.
Ce ne furent que les travaux de Hilbert qui, bien qu'ils traitaient
les formes quadratiques & une infinité de variables et non pas les fone-
tions de ligne, ont apporté des résultats susceptibles & &tre trans-
ferés facilement sur les théorémes concernant les opérations dont le
domaine et le contre-domaine se composent des fonctions de carré
intégrable (L).

M Wilkosz et moi, nous avons certains résultats (que nous
nous proposons publier plus tard) sur les opérations dont les do-

1) Thése présentée en juin 1920 & I'Université de Léopol pour obtenir le
grade de docteur en p}nlosophle
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maines sont des ensembles de fonctions duhameliennes, ¢est-a-dire,
qui sont les dérivées de leurs fonctions primitives.

L'ouvrage présent a pour but d'établir quelques théorémes va-
lables pour différents champs fonetionnels, que je spécifie dans la
suite. Toutefois, afin de ne pas &re obligé & les démontrer isolé-
ment pour chaque champ particulier, ce qui serait bien pénible, j'ai
choisi une voie différente que voici: je considére d'une fagon géné-
rale les ensembles d’éléments dont je postule certaines propriétés,
jen déduis des théorémes et je démontre ensuite de chaque champ
fonctionnel particulier que les postulats adoptés sont vrais pour lui.

Jai introduit pour plus de simplicité les notations suivantes de
quelques champs fonctionnels:

L’ensemble de fonctions continues (@)
I'ensemble de fonctions sommables (intégrables au sens

de Lebesgue) ($)
L'ensemble de fonctions intégrables (L) avec la sitme

puissance | | (8"

L’ensemble de fonctions mesurables bornées (a)

L’ensemble de fonetions duhameliennes bornées (9)
L'ensemble de fooctions ayant la p—1%me dérivée abso-

lument continue et la pitme dérivée | continue (@* @)

| intégrable (L) (er§)
intégrable (L) avec la

_ ritme puissance (ers)

bornée (eran

duhamelienne Cig2)

Je passe aux postulats concernant les ensembles traités dans cet
ouvrage. |

L
§ 1. Axiomes et définitions fondamentales.

Soit E une classe composée tout au moins de deux éléments,
d'ailleurs arbitraires, que nous désignerons p. e. par X, Y Z...

a, b, ¢ désignant les nombres réels quelconques. nous définis-
sons pour K deux opérations suivantes:

1) Paddition des éléments de E

X+Y, X+2Z..



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Opérations dans les ens. abstraits 135

2) la multiplication des éléments de E par un nombre réel
| aX, bY,...

Admettons que les propriétés suivantes sont réalisées:
I,] X+7Y est un élément bien déterminé de la classe E,
L] X+Y=Y+4 X,
L] X+ (Y4+2)=X+Y)+ Z,
I,] X4+Y=X+4 Z entraine Y =7,
I,] 1l existe un élément de la classe E déterminé 6 et tel
quon ait toujours X 4 6 =X,
I;] a.X est un élément bien déterminé de la classe E,
I;] a.X=20 équivaut & X =460 ou a =20,
I;] a0 et a.X=a.Y entrainent X::Y,
I)] X6 et a.X=>0.X entrainent a =1,
Lol a.(X+Y)=a.X+a.Y,
I,] (a+b) . X=0a.X+b.X,
I,] 1. X=X,
Ly a.(b. X)=(a.8). X

Nous introduisons en méme temps les definitions suivantes:

() — X =(—1).X
(b) X—Y=X+(—1).Y

Toutes les régles algébriques des signes 4, — et de la multi-
plication (d'un élément de £ par un nombre) restent valables pour
un systtme E. Comme exemples d'un tel systdme peuvent servir:
les vecteurs, les formes de Grassman, les quaternions, les nom-
bres complexes ete.

~ Admettons ensuite que

II] Il existe une opération appelée morme (nous la démgnerons
par le symbole |XY), définie dans le champ E, ayant pour conire-
domaine ['ensemble de mombres réels et satisfaisant auzx conditions
suivantes: |

I X[>0

IL] | X|=0 équivaut o X =120.

I,] |a.X|=]a|.] X]

] |X+Y|<|X|+]¥]

IIT] Si 1° {X,} est une suite d'éléments de E,

2° lim | X,— X,| =0, '

r=00.
P00
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il existe un élément X tel que
lim]X - X, 1=0.

n==00
Nous introduisons les définitions suivantes ol AX,.Y, Y, dé

signent des éléments de E.
Définition 1. Nous dirons que la suite {X.} tend vers X sui-

vant la norme, ce que mous écrirons

lim X, = X.
lorsque
Iim X—X,;=

Définition 2. Nous dirons que lo série ZX" est convergente

na]

suivant la norme vers X, ce que nous derirons

na]

lorsque

¥
1

limfl, SX,Z—-X&:::O.
PO ! j

we=l

~ § 2. Théorémes auxiliaires sur les normes et les limites.
Théoréme 1: | X — V| X+ 1Y
Démonstration. On a en vertu de Il
[ X—Yi=iX+(—1).<UXi+ (). Yi=]X1+ —11.]7],

¢'est-a-dire,
XY X LY

Théoréme 2: ‘X iz X' —IYL
On a en vertu de II:

X =1(X=Y) + Y| X =Y+ {YI.

Lemme 1: X — JYii\"'X Yi.
Lemme 2: Lmsque X— Y|\e,ona§Y*—-e< < |Y|+e
Lemme 3: Lorsque | X —Yi==0. on a X =



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Opérations dans les ens. abstraits 137

a,.zr, '<2[ul | X.

w1
On peut prouver alsement ce théoréme par Pinduction compléte
en s'appuyant sur l'axiome IL
Les théorémes qui précédent nous montrent que la norme joue
un réle analogue & celui de la valeui absolue dans le champ des
nombres réels.
Je passe maintenant & quelques théorémes concernant les limites.
'l‘he()l dme 4: Ltant donné
1° Une suite d’éléments {X,}

20 Jim X, =X

ne= 0o

3¢ fim X, =7,

n=00

Théoréme 3

b

on a
X=Y.

Démonstration.
| X —Y]|=](X—X) +(X.—Y)|.
On a en vertu de l'axiome II
(X —X)+ (X, —DI<|X—X |+ ]X.— Y“
¢’est-a-dire,
) |X—Y[<|X—X.| +]X.—Y]
Mais, en vertu des hypothéses 2° 3° et de Déf. 1, le membre

droit de linégalité (1) peut étre fait aussi petit que I'ont veut pourvu
que 7 soit suffisamment grand. Il en résulte que

| X—Y|=0 done X=Y e. q. f. d.
Remarque. Ce théoréme dit, que lorsqu'une suite admet une

limite, elle la détermine d'une facon univoque. Un théoréme ana-
logue, que je n'énonce pas ici, peut étre démontré pour les séries.

Théoréme 5: Lorsque im X, = X, on a lim | X, |=]X]|.

s O0 [ i =]

Démonstration. On a en vertu du lemme 1:
Comme par hypothdse et selon Déf. 1 le membre droit de cette

inégalité tend vers 0 avec '}i’ le membre gauche tend également,

vers 0 ce qui entraine précisément notre théoréme.
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Lemme 4: Si im X, =X, il existe un nombre positif m tel qu'on ait

1) | X,|<<m pour chaque n naturel
2) | X|<sm.
Théoréme 6: Lmsgm 10 fim_ X =X

n=00

90 fim Y =Y

n=2=200

3 lima, =u

Hz=00

49 lim’b, = b,

A=
on a

lim(a,. X,+0,.Y,)=0a. X +b.Y.

Démonstration. On a en vertu de l'axiome II:

@) Ia. X+b. Y) (@ X 40, TI<]|a. X—a,. X,|+]b. Y-85, V.|

Mais |

lo. X—a,. X =](6—a). X +a,(X—X)],

d’ou )

3  |e.-X—a. XI<|@—a). X|+]a. . (X —X,)].
En vertu de II; et (3):

e X—aq,. X<

o -
ce qui donne par hypothése 1°, 3
lmfja. X—a,. X,|=

On prouve d'une fagon analogue que

lim|b.¥ — b,.%,|=0.

w==00

L’inégalite (2) donne, par conséquent,
lim |(a. X+b.Y)— (a,. X,+ b, Yo =0,

=00

ce qui implique notre théoréme en vertu de Déf, 1.

Théoréme 7: Lorsque dans une suite {X,} on a pour towt n:
X, =X, on a aussi: lim X, = X.

La démonstratmn résulte immédiatement de la remarque que
lim | X, — X|=lim | X — X = 11m|8"-—-

‘n=00 L]~ ]

Théoréme 8: Lorsaue 1° {X,,} est une suite d'éléments,
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20

=]
O

la série ZX,, est convergente sutvant la norme.

ne=]

Démonstration. Posons §, ::'ZX,, En admettant que p > g,

nw]

on a
0 I!S—~S||-2AE<ZIX|
g1 n=g+41
Mais par hypothése 20:
lim ¥ X,j=q,
::2 wm=g+-1 7

il résulte done de l'inégalité (4) que
lim | §, — §;} =0,

p=on
N =09

ce qui prouve, en vertu de I'axiome III et selon Déf. 1, la conver-
gence de la suite {S,}. Or, la convergence de la suite {S,} est,

selon Déf. 2, équivalente & celle de la série ZX,,.
n=)

Lemme b: Une suite d'éléments {X.} et une suite de nombres

{a} possédant les propriétés suivantes:
10 II existe un nombre m >0 tel que lindgalité | X, [ m sub-
siste pour tout n naturel

o oQ
29 La série S convergente, la série Sa,.X, est conver-
ne=]l nwml

gente suivant la norme.

.. La démonstration résulte des considérations suivantes. On a:

<l|a,|.m

"Or, la convergence de la série 2‘|a,| et inégalité obtenue tout

m—l

a l'heure impliquent que la série lea . X,| est convergante, ce

fnwal
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oo

qui entraine la convergence de la série Ea" . X_ en vertu du théo-

n=

réme précédent.
Théoréme 9: Pour que la suite {X,} soit comvergente swivant la

norme, il faut et il suffit que
‘ lim| X, — X, |=0.

P=00
g=00

Démonstration. L'axiome III et D&f. | impliquent que la con-
dition est suffisante. Il reste & démontrer qu'elle est nécessaire.
Posons -
fm | X, =X]|.

Nous aurons done
(5) '-X,,——qu= “(Xr - X) + (‘K"“ ‘Yq)u < Il Xp—"-X“ -+ E'X—'Xq“7
et comme, par hypothése.

lim|X, - X|=0, lim | X — X, |=0.

=0
la formule (5) implique que
lim | X,— X, = 0.

P =00, qamoo

Lemme 6; Pour que la série ZX,, soit comvergente, il faut et

e
il suffit que
| lim|R, ,|=0

p=00, q=00

_ s
o p>q et R”":'ZX"'
w=g ]

§ 3. Définition et théorémes sur les ensembles.

Définition 3. X, désignant un élément de E et r un nombre
positif, Uensemble de tous les éléments (X) qui satisfont o Uinégalité
| X — X, | r est dit sphére. L'élément X, sera appelé centre et » —
rayon de la sphére. Nous la désignerons par le symbole K(X,,7).

(Dans ce paragraphe, ainsi que dans les suivants, nous emploie-
rons souvent I'expression ,point* au lien d’,élément“).

~ On dit qu'un point X est situé & Vintérieur de la spére K(X,,7),
lorsqu’il remplit I'inégalité | X — X | < ». On dit que la sphére K,
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est située dans la sphére K, lorsque tout point de la sphére K,
est situé dans la sphére K. |
Théoréme 10. Ftant donné deux sphéres: K (X, 7)) et Ky(Xy,1s),
I inégalité
(7) E'X1~X2|E<T1wr2
est 1me condition nmécessaire et suffisante pour que la sphéire K, soit
située dans la sphére K,. |
Démonstration. 1° La condition est suffisante. Admettons, en
effet que 'inégalité (7) est réalisée. X étant situé dans la spheére K,
on a, en vertu de Déf. 3
(8) uxz"'xlgrzr
par conséquent

| X, — A = [(&q —2X5) + (X, - X <KX - X[+ [ Xe—X]
d’ou, en vertu de (7) et (8):
| Xi—X|<<ry— 7+ ra=n.

On voit donc que le point X est situé dans la sphéré K.
20 La condition est nécessaire. Admettons, en effet, que chaque
point de la sphére K, est situé dans la spkére K, et posons

X, - X|=s

Le centre X, étant situé dans la sphére K, I'inégalité | X, X<y
est remplie en vertu de Déf. 3; dou

(9) § =1y

Supposons que s==0. En désignant par & un nombre positif,
d’ailleurs arbitraire, posons

X=X, +7 j £ (X, —X).

Par conséquent

L+ €
s

S=1r +E>N

X — X )=

et X n'appartient pas 4 la sphére K,, donc non plus & la sphére K,.
Or. dans ce cas X satisfait & Pinégalité

(10) X=X <
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mais

r,+8 )1+5'—'S

X—X, =X, — X))+ (X —X,) = X,).
cest & dire,
IX— X, | = X— X Tt E—sl_ ﬁ_ir_;_“:i -

Comme, en vertu de (9), r,=>8, on a:
o | X, —X;|=nn+&—s
Ceite égalité et Vinégalité (10) donnent:
ry < 1y + &— 6,

d’olt
s < T1 h— 7‘2 + E.
Comme cette inégalité subsiste pour chaque £¢>0, on =a
) < ry,—7Ts

cest & dire
n — X, " "'1 — ¥ye

Nous avons établi cette relation en supposant que s== O. Supposons
maintenant que s=0, c'est & dire que X,=2X,. Envisageons un
élément arbitraire X, pourvu qu'il soit distinct de X,, et soit

| X—X;|=4a, donc a==0.

Posons

Y=X + 278 (X~ X)),

olt & désigne un nombre positif, d'ailleurs quelconque. On a

ry+ €
a

Y—X =" x| =" = o>

Par conséquent le point Y n’appartient pas & la sphére K,, donc
non plus & la sphére K,, c’est a dire, -

l Y- le > 1
et comme X, =2X,, on a

rl+£>r,.
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Cette inégalité étant vérifide pour tout ¢, on a: 7, >r,, cest & dire,
que 7, — 73 == 0. Mais, comme X, = X,, on aura
|G — X, | <<y — 1y c. q. £ d.
Lemme 7. Lorsque la sphére K,(X,,r,) est contenue dams
K, (X;, 1), on a Vindgalité r, < ry.
Lemme 8. Lorsque la sphére K,(X,,r,) est contenve dans la
sphére Ky (Xy, r3) et la sphére K, est contenue dans la sphére K,

on a
Xl = Xg et 1'1 = 'rzn

Remarque. Le lemme précédent peut s'énoncer d’une manisre
différente, a savoir: chaque sphére n'a qu'un seul centre et un seul
rayon.

Théoréme 11. 1° {K,(X,,r,)} étant une suite de sphéres,

2° la sphére K, contenant K, , pour chaque n,
il ewiste ume limite de la suite {X.} ‘et elle appartient & toutes les
sphéres simultanément.

Démonstration. L’hypothése 2° et le lemme 7 impliquent que

T. > 'rn-]-l

quel que soit #. Les termes de la suite {r,} ne vont donc jamais
en croissant, ce qui entraine la convergence absolue de la série

(11) 7y +2(714+1 - T").

u=1
Mais on a en vertu du théortme 9 et de I'hypothése 29
(12) IXn-H - X1ﬂ ST Tagr

La convergence absolue de la série (11) et I'inégalité (12) impli-
quent la convergence de la série

(13) [0+ ) X — X}

n=1

La série (13) étant convergente, on conclut du théoréme 8 que la
serie

(14) X+ Y (Xop—X)

PR

est convergente suivant la norme.
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S, désignant la somme de 7 premiers termes de la série (14),
on a1 S,=JX,. et la suite { X} est par conséquent convergente
suivant la norme.

Soit lm X, = X. . ,

Jaffirme, que le point X appartient simultanément & toutes les
sphéres. Remarquons pour le prouver qu'en supposant % <_p, on

aura les inégalités suivantes:
XK= X1 =X X+ X, — X < | X — K| ] X — X

Mais, comme la sphére K, est contenue par hypothese dans la
sphire K. il résulte du théoreme 9 que
.“Xn_xlg”'u‘”"’n‘*'lxp"’xiv

c'est a dire,

IX.““XIQT‘-{"".XP-—"X

Or, l'expression | X,— X| peut ére faite, en vertu de la con-
vergence de la suite {X,}. aussi petite que l'on veut. Il suffit. en
effet, de choisir p assez grand. |

Ansi

| X —X|<r,

et on en conclut en vertu de Déf. 3 que X appartient & la sphere K,
c. g f. d. |

Nous introduirons & présent quelques définitions.

Définition. A étant un ensemble d’éléments qui appartiennent
3 E. je dis que X est un point d'accumulation de l'ensemble A.
lorsque pour tout nombre >0 il existe dans la sphére K(X;»)
au moins un élément de l'ensemble 4, distinet de X.

Jappelle dérivé de Pensemble A Vensemble de points d'accumu-
lation de A. o

L'ensemble 4 est fermé, lorsquiil. contient son dérivé.

L'ensemble A est par/fait, lorsqu'il est égal & son dérivé.

Lensemble B est dense dans lensemble A, lorsque chaque sphére
qui contient a lintérieur un point de 4. contient en méme temps
au moins un point de B. B étant contenu dans A.

Remarque. Ces définitions impliquent que I'ensemble /£ est
parfait. _

Théoréme 12. L'ensemble mon vide A de tous les points communs
a une infinité dénombrable d'ensembles fermés {A,) est fermé.
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Démonstration. X étant un point d’accumulation de l'ensem-
ble 4, on trouve & lintérieur de la sphere K(X,r), quel que soit
r >0, au moins un point appartenant 3 A, done & A4,. Par consé-
quent X est en méme temps un point d’accumulation de A, et,
comme A, est fermé par hypothése, X appartient a 4, Cette pro-
priéte étant réalisée pour tout m, X est commun A tous les 4,;
X appartient donc & A.

Théoréeme 13. A étant un ensemble fermé et X un point qui
n'appartient pas & A, il existe une sphire K(X,r) de ceritre X
n'ayant avec A aucun point commun.

Demonstration. En effet, en supposant qu'une telle sphére
n’existe pas, on trouverait dans toute sphére K (X, r) au moins un
point de lensemble 4. X serait donc un point d’accumnulation de
Iensemble 4 et, comme A est fermé. X appartiendrait 3 4, con-
trairement a I'hypothése.

§ 4.

Nous allons maintenant envisager les opérations dont le domaine
est contenu dans E et le contre-domaine dans un ensemble £,
satisfaisant également aux axiomes énumérés dans § 1.

Par cela nous n’admettons, bien entendu. nullement que l'en-
semble E est égal & l'ensemble E,. Les éléments de l'ensemble E,
peuavent étre tout & fait différents de ceux de l'ensemble E. II
faudrait, & vrai dire, introduire une nouvelle notation pour l'addi-
tion et la multiplication par un nombre et pour la norme dans
lensemble E,; mais dans la suite de notre exposé une erreur étant
exclue, nous allons maintenir la notation précédente. Il est clair,
que les théortmes qui ont été démontrés pour I'ensemble £ restent
valables également pour ensemble £, Nous désignerons des opé-
rations par F(X), P(X) etec.

Définition. L'opération F(X) est continue pour un point X,
relativement & um ensemble A, lorsque :

10 F(X) est défini pour chaque point de T'ensemble 4,
20 X, appartient & A et est son point d’accumulation,

3¢ lim F(X.)=F(X,) toutes les fois que la suite {X»} est con-

om0

tenue dans A et lim X, = X,

Fundamenta Mathematicae llI. 10
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Théortme 14. Fy(X) et Fy(X) désignant deux opérations con-
tinues pour le point X, relativement & un ensemble A el a, et a,
dtant deus nombres réels, dailleurs quelcongques, Uopération

F(X)=a,. Fi(X) + a3 . F,(X)

est continue pour le point X, relativement d Uensemble A.

La démonstration résulte du théoréme 6.

Théoréme 15. Deux énoncés suivants soni équivalents:

18 F(X) est continu pour le point X, relativement a Pensemble A,

20 F(X) est défini dans A, X, appartient @ 4 et en est un point
& accumulation; pour tout mombre positif € on peut trowver un tel
r>0 que loscillation de Uopération F(X) dans la sphére K(X,, )
relativement & Densemble A n'est pas supéricure & .

Remarque. Loscillation de Popération F(X) dans une sphére K
relativement & un ensemble A c’est le plus petit nombre satisfaisant
4 l'inégalité | '

: | F(X,) — F(X,) |<r
‘pour tous X, et X, qui appartiennent & Pensemble 4 et 4 la
sphére K simultanément. | |

Démonstration. Admettons que I'énoncé 1° est vérifié. Silénoncé
20 dtait faux, il existerait un nombre £ >0 et une suite de nombres
positifs {r,} satisfaisant aux conditions:

1) im r,=0.

2) Dans chaque sphére K, (X,7,) il existe tout au moins deux
points X® et X® qui appartiennént 4 4 et remplissent l'inégalité

*) | F(X®)— FX®) [ >«

Or, X ot X®, qui sont situés dans la sphére K, (X, r,), satis-
font aux inégalités

X, —XO < et | X, — X<,
et comme lim r,=0, on a fim X®=2X, et lim X®»=2X,. On en
conclut pal:.ﬁf’ohypothése de cno‘;ﬁinuité de F(X ;-;our le point X, que
E F(XM=F(X,) et E F(X™) = F(X,).

On peut done choisir n de fagon que les relations

FED)—FE) IS e PP —FXo)| <



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Opérations dans les ens. abstrails 147
solent réalisées simultanément. Il en résulte que
[FED)—FE®)|<s,

ce qui est en contradiction avee (*). On voit ainsi que I'énoncé 1°
entraine 29

Admettons maintenant que c'est I'énoneé 20 qui est vérific. 1l
gagit de prouver que pour toute suite {X,} contenune dans 4 et

telle que Tim X, == X,, on a
F(X) = F(X,).

Prenons & ce but un nombre arbitraire £¢> 0. Il existe en vertu
de 2° un tel »>0 que loscillation de l’opératmn F(X) dans la
sphere K(X,,7) n'est pas supérieure & .

Cependant, comme on a:

im X, = X,, clest & dire, hmllX —X,|=0,

nz=00 . f=QC

il existe un nombre N >0 tel que linégalité
HXM - XO E < r

subsiste pour tout n>N. Il en résulte d’aprés notre hypothése
sur » que

| FX,)—F (Xo)ﬂ
On voit donc que lim F(X,) = F(X,), ¢ q f d

w00

Lemme 9. Si lopération F(X) est continue pour le point X,
relativement & Pensemble A, il existe une sphére K(X,,r) dans la-
quelle Uopération F(X) relativement & Uensemble A est bornée (Cest
b dire, qu'il existe un nombre M >0 tel que tout X appartenant
A la fois & la sphere K(X,,r) et & lensemble. 4 rempht Yinéga-
lits |F(X)| << M).

Théoréme 16. Lorsque

1° Vopération F(X) est continue welanvement o l’e*nsémble A pour
tout les points de A

20 Vensemble A est fermé |

3% m et p sont deuw nombres positif ol m=p, Pensemble L de
points X de A qui satisfont & Vinégalité

m=|F(X)|=>p

est vide ou fermé.,
10*
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Démonstration. Supposons que L n’est pas vide et soit X, un
point d'accumulation de I'ensemble L. Da‘ns chaque sphére K(X,,r)
existe donc au moins un élément de Vensemble L distinet de X,.
L'ensemble I étant contenu dans 4, X, est un point d’accumula-
tion de I'ensemble 4 et, en vertu de hypothése 29 X, appartient & A.

Il en résulte suivant I'hypothése 1° que l'opération F(X) est
continue pour le point X, relativement & I'ensemble 4. Le théo-
réme 15 implique donc loxistence d'une sphére K(X,,r) dans
laquelle loscillation de lopération F(X) relativement & I'ensemble
A ne dépasse pas & ol & désigne un nombre positif donné & l'avance.

Or. comme il existe dans la sphére K(X,, r) au moins un point
qui appartient & la fois & 4 et & L (désignons le par X’), on a

|F(X,) — F(X)| < ¢
[FOX) + & = | F(Xo) | = | FX)| — &

Comme, d’autre part, X’ appartient & L, on a l'inégalité:
m>|FX)|>p, °

m+ez=|F(X,)|=p—-¢
Cette inégalité subsiste pour chaque & par conséquent
mZ>= | F(X))| = p.

Nous allons introduire les définitions suivantes:

Définition. L’opération F(X) sera dite uniformément continue
relativement & U'ensemble A, lorsque |

1° F(X) est défini pour chaque point de cet ensemble.

20 Pour tout nombre positif ¢ on peut trouver un m >0 tel
que, X et X’ étant deux éléments quelconques de 4 l'inégalité,
| X — X|<Cm entraine _

IFX)— FX)|<e.

Il est évident qu'une -opération wuniformément continue relative-
ment & un ensemble 4 .est en méme temps .continue relativement
4 cet ensemble. Cependant la réciproque n’est pas vraie. ,

-Définition. Nous dirons qu’une suite d'opérations {F,(X)} déf
nies dans un ensemble 4 fend susvant la norme vers ume opération
F(X) définie dans l'ensemble 4, lorsque chaque X qui appartient
a A vérifie la relation

¢’ est-h-dire.

d'ou

n a0
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Définition. Nous dirons qu'une opération F(X) définie dans un
ensemble 4 est, relativement & cet ensemble, de premiére classe de
Baire, lorsqu’il existe une suite d’opérations {F.(X)} satisfaisant
aux conditions suivants:

1° F,(X) est pour chaque #. continu relativemet & Fensemble A.

2° Pour chaque X hm F.(X)=F(X)

Définition. Nous dlrons qu’une opération F(X) est relativement
3 un ensemble 4 pantachiquement continue lorsque

1° F(X) est défini dans 'ensemble 4

2° L’ensemble de points de continuité de Popération F(X) re-
lativement & A4 est dense dans 4.

Théoréme 17. Lorsqu'une opération F(X) définie dans un en-
semble K est de premiére classe de Baire relativement & cet ensemble,
F(X) est pantachiquement continu relativement & chaque ensemble
parjait.

Démonstration. Il existe par hypothése une suite d'opérations
{F.(X)}; continues dans E telle qu'on a pour tout X

lim F,(X) = F(X).

Désignons par 4,,, Pensemble de points qui satisfont a V'inegalité
IF,(X) — Fop(X)| <

¢ étant un nombre positif donné.

Soit .4 un ensemble parfait choisi arbltralrement et A, l'en-
semble de points communs de 4, 4, ,, 4, ,,... Comme ensemble
de’ points communs d'une infinité dénombrable d’ensembles fermés,
4, est fermé en vertu du théoréme 12, :

‘A est la somme de {4,}, puisque, si X appartient & A4, il ré-

sulte de I'égalité "lim F,(X)= F(X) et du théoréme 9 qu'a partlr

d’un certain n Jinégalité (15) se trouve réalisée.

Jaffirme maintenant qu'on peut trouver un #» assez grand pour
quil existe une sphére K qui contienne & Vintérieur des points de
A et pour que tous les points communs de K et 4 qui sont situés
4 Dintérieur de K appartiennent & 4,.

En effet, il nen était pas ainsi, on trouverait pour chaque n
et dans chaque sphére K contenant i lintérieur des point de A
un tel point de 4 qui n’appartienne pas a 4,. Or, 4, étant fermé, on
trouverait également — en vertu du théoréme 13 — une sphére sans
point commun aveec 4,, mais contenant i Vintérieur des points de A.
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Soit K; une sphére dont le centre X appartieat & A et dont
aucun point intérieur n'appartient a 4,. Soit K, une spheére con-
tenue dans lintérieur de K, et telle que son centre X, appartienne
2 A sans quiaucun de ses points appartienne i A4,, et ainsi de suite,
Or, on ne peut pas raisonner ainsi indéfinimeunt, car le point limite
des centres de ces spheres (et uue telle limite existerait en vertu
du théoréme 11) appartiendrait 2 K, K,,... et & A, puisque 4 est
parfait, en méme temps ce point ne serait situé ni dans A, ni
dans 4,.... ce qui est absurde, 'ensemble A étant la somme des {4,}.

Ou peut par conséquent trouver un K contenant a l'intérieur
des points de 4 et un u tel que les parties des ensembles A et 4,
qui sont contenues & lintérieur de la sphére K coincident.

On a d'aprés (15) pour tout X appartenant a A4,:

|F(X)— FOOI<&

done, si K’ est choisi & lintérieur de K de fagon que le centre
de K’ appartienue % 4 et quen outre. l'oscillation de I'opération
F,(X) dans K soit inférieure & ¢, loscillation de F(X) 2 l'intérieur
de la sphére K’ relativement & A est inférieure a 3e.

Ceci établi, lorsqu'on a choisi arbitrairement une sphére KA qui
contienne des points de A & l'intérieur, on peut trouver: une suite
de sphéres {K,} telle que pour tout n>1:

19 K, soit situé 4 l'intérieur de K,_,.

20 Le centre de K, appartienne & A.

3% Lioscillation de F(X) dans la sphire K, relativement & len-

semble A soit plus pefite que "11%.

Ces conditions sont faites de fagon que l'on puisse en remplir
chacune aprés avoir rempli celles qui la précédent. X désignant la
Limite de centres des sphéres {K,}, qui existe en vertu du théo-
réme 11, on voit que X appartient & toutes les spheres K. ensuite
que X appartient & 4 (puisque 4 est parfait) et enfin que F(X)
est continu pour le point X relativement 4 lensemble A4 [th. 15].
Nous avons done démontré que dans toute sphére qui contient des
points de 4 & lintérieur on trouve un élémment de A, pour lequel
F(X) est continu relativement 3 A, Ainsi F(X) est par définition
pantachiquement continu relativement & I'ensemble 4, c. q. f. d.
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II.

§ 1. Parmi les classes d’opérations c'est surtout celle des opéra-
tions dites additives qui mérite une attention spéciale. Nous n'envi-
sageons dans ce chapitre que les opérations additives qui sont
définies dans ’ensemble E tout entier.

Définition. On dit qu'une opération F(X) est additive, lorsqu’on
a pour tout X et ¥

FX+Y)=FX)+ F(Y).
Il est évident que F(6) = 6, car
F(6) = F(0 + 6) = 2F6).

On démontre également sans peine ‘que

F(B.X) —2 Fx)
q q

ob p et g désignent les nombres réels entier et g 0.

Théoréeme L, L'opération additive F(X), bornée dans une sphére

' K, est continue pour chaque point du champ E.

Démonstration, Admettons que F(X) est borné dans une sphére
K(X,,r) et soit M la borne supérieure de |F(X)| dans K, c'est
A dire, que pour tout X’ de K on ait constamment |F(X')|<<M

Désignons par X un élément arbitraire, par & un nombre positif
quelconque et par ¢ un nombre arbltralre rationnel qui remplisse
I'inégalité

. , P
(1) -O<a<—r‘—X—]—;E.

Posons ensuite Y = X, 4 . X
Comme

I Y——»Xolzla.Xn‘“—:Ia.X' <7

I'élément Y appartient i la sphére K(X,. r).
L'hypothése, admise sur la sphére K et sur M, lmphque qﬂe

[F(Y) — F(X)| < | HY (D] +|F )| <

Or, comme

F(Y)—F(X)=Fa. X)=a.FX)
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(ot .« est rationnel par hypothése), on a

le. FIX)| << 2M

ef

IFxI<ZE,

_ Cette inégalité subsiste pour tout @ rationnel qui satisfait a (1)
Par suite

2M
FOOI< 1
Foi<Z.4x14+ 9

La dernitre inégalité subsiste pour chaque &> 0; on a par con-
séquent

o - 2M
@ | POl <—.1X]

L’inégalité (2) est vraie pour chaque X. La suite {X.} tendant
vers un X, d’ailleurs quelconque, on a en vertu de (2)

. 2M
|IFX—X)|<—|X—X.]|

et comme

FX—X)=FX)—F(X,),
on en conclut que

1Fx)— F <2 | x— x|

Or,
lim[Xn-X,le,

H=00

par conséquent
lim | F(X,) — F(X)| = 0.

L'opération F(X) est donc continue pour chaque point.
Lemme 1. L’opération additive F(X) continue pour un point
est continue pour tous les autres.

La démonstration se déduit du théoréme précédent et du lemme 9,
chap. L
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- Lemme 2. F(X) étant une opération additive continue ei a dé-
signant un nombre reél, d'ailleurs quelconque, on a:

Fla. X)=a.F(X).

Lemme 3. F(X) étant une opération additive continue, il existe
un nombre M > 0 tel que l'on ait powr chaque X:
FXI<H|X]

Lemme 4. Toute opération additive continue esi bornec dans
chaque sphére.

Lemme b, Toute opération additive et continue dans E est en
méme temps uniformiément continue dans E.

Théoréme 2. Toute opération F(X) qui est 1° additive,

20 de premiére classe de Baire dans E,
est continue.

Démonstration. F(X) étant de premiére classe de Baire
dans E, il existe en vertu du théoréme 17 (chap I, § 2) un point,
pour lequel cette opération relativement & E' est continue. En vertu
du lemme 1 cela implique la continuité de F(X) pour chaque point.

Théoreme 3. Si 10 F(X) est une opération additive pour chaque X

20 lim X, = X implique que lzm inf | F(X)| = F(X),

n=-oQ
Vopération F(X) est continue.

Démonstration. Supposons que Popération F(X) n'est pas con-
tinue. En vertu du théoréme 1, elle est done non-bornée dans
chaque sphére K. Or, X étant un élément quelconque, on peut
trouver pour tout &> 0 un nombre r >0 tel que tout X’ situé

dans la sphére K(X, r) remplisse inégalité
(8) | [FXOI<|FX) + =
‘En effet, il n’en était pas ainsi, il existerait un nombre &> 0

et une suite de nombres positifs {»,} qui présenteraient les propriétés:

a) lim r, = 0.
b) Dans chaque Sphere K (X, »,) se trouve au moins un point

X, satisfaisant & l'inégalité
4) NFX)| = HF(X\[]-!—
Cependant

lim|X,,-—-X.n<hm r, =0

N exOO 7m0
d'ou

Iim X, = X.
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Il en résulte par 'hypothése 20 que
lim inf. | F(X,)| = | F(X) “,

=0y
contrairement a (4). |
Ceci. établi, on peut trouver pour toute suite arbitraire {M,}
de nombres positifs assujettie & la condition lim M,= + oo et pour

tout nombre positif & d'ailleurs quelconque, une suite de sphéres
{K.(X,,r.)} telle que les conditions suivantes soient vérifiées pour
out n: |

1) HX)|=>M,

2) La sphére K., est contenue dans la sphére K,

3) Si X' est situé dans la sphére K,, il satisfait & l'inégalité

|FELN < FOXO | + &

X désignant l'élément appartenant & toutes les sphéres & la fois
(voir th. 11, chap. I), on a pour tout » en vertu de la condition 3):

IFE)<|FX)] + ¢,
d'ol en vertu de la condition 1):
M, <|F(X)| +e
Cette dernitre inégalité ést‘impos'sible, puisque lim M, = co. La
w00

supposition que F(X) n'est pas continu conduit done i une contra-
diction. ]
Théoréme 4. Si 1° F(X) est une opération additive
20 {F(X)} est une suite. d’opérations continues dans E
3¢ Linégalité lim inf. | F,(X)| >| F(X)| subsiste pour chaque X
4° lim sup | F,(X)| est borné pour chaque X,
Popération F(X) est continue.
~ Démonstration. Supposons que Popération F(X) n’est pas con-
tinue. En vertu du théoréme 1 elle est donc discontinue & Vintérieur

de la sphére K(6,1). Il existe par conséquent une suite {X.} telle
qu'on ait pour tout n: | X,|<C1 et

®) lim | F{X,)| = oo.

L’hypothese 3° implique qu il existe pour tout X un nombre
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dépendant de X (nous le désignerons par N(X)) qui possede la

propriété suivante: quel que soit », linégalité n > N(X) entraine

Finégalité |7, (X)| 3> | P(X)| — 1
~ En outre, pour chaque X et pour tout » entier il existe un tel
nombre m,(X) que Pinégalité

| X" — X| <m,(X)
entraine linégalité
| (X)) = | R (X)]— 1.

L'éxistence du nombre m,(X) résulte du théoréme 15, chap. I. Les
nombres N(X) et m,(X) étant ainsi définis, on trouve une suite
de nombres positifs {a;} et une suite d’éléments {Y} telles que les
conditions suivantes soient remplies:

1° q,=1

20 Y, =X,

30 @, est égal au plus petit de deux nombres:

'k'an ‘%mﬂ(ﬂt)(si) ou St::ZGTXu

re=l

4° Y, est celui des éléments appartenant & {X,} et satisfai-
sant aux inégalités: |

() [FS)|<TEIFX)

@ i< X

dont I'indice dans la suite {X,} est le plus petit.

Ces conditions déterminent d’une fagon univoque le nombre
a,, et I'élément Y,.,, lorsque les termes précédents de suites {a;}
et {Y} sont donnés. Il est & remarquer en méme temps que nous
pouvons toujours satisfaire b la condition 4°, les conditions (5)
étant remplies. A |

Les conditions 1°—4° impliquent que

a; < (&)‘“1 + Ay,

car a,; <{}a, en vertu de 3°.
Il en résulte selon 1° que

‘ atg('l" o
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ce qui donne lieu & deux relations:

2‘%@ 2 et Za‘r < 2ai4,
iml i1

d’ot, en vertu de 3°

(6) 2 @, < Myiey(S)
=441
Comme on a en vertn de (5) et de la condition 4°?)
|a.Y|=a..] l",' <aq,
et la série 42“‘ est convergente, la série Za‘Y‘ Pest également

ja=] {ar]

[th. 8 et lem. 5, chap. I).
Posons dane

v . |
X= 2, aY, et RiZa, Y., cesta-dire, R =X—58,
im] i1
et nous aurons

1R]=| Jav|< Yo 1v]< I,
‘ ralil et ' raaiq-]
d’ol, en vertu de (6): |
(7) | BRiﬂgmN(sia(Le)-

Remarquons ensuite que

]F(S.-)I"—"—IF(S{_,+¢¢K)I=
=1F(80) + o F(¥) | < .| F(E) — | F(S)|
done, en vertu de la condition 4%,
IF(8)|= a.. [F(X)| — F|F(Tal,
c’est-a-dire, o
LF(8)| >3 F(¥)),
d’oll, en vertn de la condition 4“{5:

@ RS> i—1.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Opérations dans les ens. abstraits 157

‘Par définition des nombres N (S) et myqe,(S) on a dapres (T):
"FN(SJ(X) " ==HF~(51)(SF“R¢)I >“Fy(s‘)(st)i —1 > HF(S;)H —1 — 1,

ce qui donne selon (8):

' w5 X)|=Zi—1—1—1, d’ou "FN(S}(X)" 1—3

et par sulte:
limﬂFN(s, X)I{ = c0

contrairement & 'hypothese 4. La supposition que I'opération F(X)
est discontinue implique done une contradiction.

Théoréme 5. Si 1° {F,(X)} est une suite dopérations additives
continues

20 F(X) est une opération additive

3o hm Fo(X) = F(X).

on a: 1) L‘opératzon F(X) est continue
2) 11 ewiste uu nombre M>0 tel guon ait pour chaque n et X

| E(X) << MIXI

Démonstration. La continuité de Iopération additive F(X) ré-
sulte de I'hypothese 3°. En effet, commme limite des opérations con-
tinues, #'(X) est de premiére c]asse de Baire, ce qui entrmne selon
le théoréme 3, la continuité de F(X).

Pour démontrer la thése 2), désignons par M, le plus petit
nombre dépendant de # qui vérifie Vinégalité

9 |F.(X) <M, .| X]

quel que soit X.

L’existence d'un tel nombre est assurée par le lemme 3.

Il est évident que chaque nombre M > M, vérifie également I'iné-
galité (9). Par conséquent, s1 la suite de nombres {M,‘} est bornée,
on aurait pour chaque n et X:

| Fo (X)) << M| X},

ot M désigne la borne supériere de cette suite et le théoréme sera
démontré. -
Nous allons done prouver qu'en effet la suite {M,} est bornée.
Remarquons que M, est la borne supérieure des valeurs que prend
lopération |F,(X)| dans la sphéve définie par linégalité |X|<C 1.
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On en dédmit qu'en désignant par & un certain nombre positif,
d'ailleurs arbitraire, on trouvera toujours une suite d’éléments {X )

qui remplissent les inégalités

(10) | X <1
et
| Fo(X) | = M, — e

quel que soit =

Si Ton suppose que la suite {M,} n'est pas bornée, on peut
trouver deux suites de nombres {a} et {») & propriétés suivantes:

1) =1 2) rnn=1
3) @y, est égal au plus petit de deux nombres

€
2(M, +1)

4) 1, est le plus petit des nombres naturels qui remplisent
les inégalités

ta, et

. .4 1

@) i< _;-—1 ! Pr¢+1 (X"t+1) ﬂ '
. a

m 1< % . M’i+1

D AF, S M

2 1
. : i
Oﬁ S; =2a,-Xr“.
nm]

La possibilité de réaliser les conditions 1)—3) est manifeste.
Quand & la condition 4), il suffit de remarquer qu'elle peut etre
réalisée en vertu de (9) et en vertu de notre supposition que la
suite {M,} n’est pas bornée. '

Tout comme dans le théoréme précédent la série Za, est con-

[
)

vergente, car 4, << (3)™* Il en résulte que le série Za,.Xﬂ est

‘ . ]
aussi convergente, puisqu'on a en vertu de (10):

. Ziai.. X,iﬁgj'a, . "X’xl z‘s‘a,.

f==] i=] pan]
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Posons done

X::j'ai.X,i.

{nay

Or. on a
oo o ‘
2 @ \<‘Z i1 - ()7 =204y,
nm=i-l-1 nx=]

d’otl, en vertu de la condition 3),

. €
(11) 2: S
En posant |
R,:Zan ﬂ
n=i4-]
on aura done | |
|R|= HZa . X,"H<2a,, 1%,
nssi-f-1 n=ei--1
d'ol, en vertu de (11),
£
(12) | R‘l|\<\m.

Ainsi .
Tig (X “ — " "i-}-l(S t Gy Xfi+1 + Rus) ﬂ =
> “ I:'H«] (a"H : ”¢+1) " ﬂ '1-1-1(8 + R ‘+3) ‘7

|7

cest d dire, que
(13) |F  (X)>=au |F
On a d’aprés (9):

| Py (Bra) | << M | B |
done, en verta de (I2):

| F.

Tt '(X’H-])n “ 'i+1(S‘)u I ”t+1(R‘+2) !

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

i+1(R'+2)" r+] M +1 < &

e
Il en résulte en vertu de (10), (13) et de la condition 4y que

|

a -
F i1 (X) “ > (M, — J _____..i;:l M8
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c’est-i dire. |

I'Fr.~+1 (X)" >ty Mq_;.l —&. (1 +awn),
ce qut donne en vertu de 4 f):
(14) £ (X)) > i—e. (14 ay,).
Comme, selon la condition 3).

lim g, =0,

on conclut de (14), que |
1112 | F. (X)) =

i

Or, clest impossible, la suite {F,(X)} étant par hypothdse con-
vergente pour chaque X. .

Ainsi la supposition que la suite {M,} est non bornéé implique

une contradiction. Il existe done la borne supérieure de la suite

considérvée et, comme nous l'avons de]a prouvé, cette borne satisfait
a8 la thése du théoréme.

§ 2
Théoréme 6. Si 1° U(X) est une opération continve dans E,
le contre-domaine de U(X) étant contenu dans F,.

2° [l existe um nombre 0< M\J qui pour tout X' et X" remplit
Uinégalité

1U(X')— UXY <M. IX’ — X|.
~ il exisie un élément X tel que X= Ux.

Démonstration. Y désignant un élément choisi d’une facon
arbitraire, soit {X,} une suite qul satisfait aux conditions:

X, =Y et pour tout n X,,, = U(X,).

Nous allons démontrer que la snite {X} converge suivant la

norme vers un certain élément X. On observere dans ce but que
Von a pour tout n > 1

[ o = L SNUX) — UX, )| < M IX. — X
d'otx \
[ X~ X< M X, — X, )
On a par hypcthése:
| M<1
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la série YH.X,,H — X,| est done convergente, ce qui implique que

n—l

lIa série X1+Z(X,,+1—-X,,) converge suivant la norme vers un

nas]
certain élément X.
Or,
n~—1
X] +2 (X"+1 —— _X,‘) —_—
nm]
donc

lim X, = X

neel

U(X) étant continu, on a lim V(X)) = U(X) et comme

X, = U(X,_).
on trouve
lim X --11m (X,

n =00

et finalement
= [J(X). e. g f. d.

Théoréme 7. X + a.F(X)=1Y étant une égquation on Y dé-
signe un élément donné et X I'élément inconnu, soit:

1° F(X) une opération additive continue dans le champ E
a eontre-domaine contenu dans E,

-2° M — le plus petit des nombres qui satisfont & lindgalité

| F(X) ] << Ml X
3° @ — un nombre réel quelconque;

pour tout Y et pour tout h satisfaisamt & Uindgalité |h. M| <1 il
existe une solution de cette éguation ef on peut la mettre sous la forme

(15) X=Y+ Y (—1y. k. FOY),

nm]

ois les opérations I (Y) sont déterminies pour chaque n par les
relations :

FO(Y)= F(Y) e F"(Y)= F(F""T)

Fundamenta Malhematicas }il. 11
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Démonstration. On a par hypothése
|FO(T) | = | FFe-D(D)| < M|Fo-(T)|

done
|Fo(D) < MJY).

Ceci établi, nous alions prouver la convergence de la série (15).
On remarquera que

[y b PO | B M

¥i,

¢’est-a-dire, que
(=1 A FO(D) <SR- MY

Par conséquent, si I'on admet que |h. M| < 1, la série

Sl i P

n=l

est convergente, ce qui entraine précisément — en vertu du théo-
réme 8, chap. I — la convergence de la série (15)
Posons

X=Y+ Y (1. k. F(Y).
=1
L’opération F(X) étant continue, on a

F(X)=F(X)+ I(—1) .k F=(Y),

n=]
ce qui donne
o

—h . F(X)= 3 (—1).4". F"(V)
d’on -

—h. FX)=X—Y e X4+h FX)=Y

On voit ainsi que l'dlément défini par la série (15) existe

et satisfait & l'équation considérée pour chaque Y, pourvu que
[h. M| < 1.
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I1L

§ 1. Admettons que les éléments du champ E sont des fonc-
tions mesurables & une variable, définies dans un intervalle (a, b)
sauf, peut-étre, un ensemble de mesure nulle. Deux fonetions
appertenant & £ seront considérées comme égales, si elles ne dif-
ferént que dans un ensemble de mesure nulle. Par ,addition et
multiplication par un nombre“ nous entenderons laddition et la
multiplication ordinaires. Nous ne définissons pas la norme, mais
nous admettons qu’elle satisfait outre des anciennes & certaines con-
ditions supplémentaires. Avant d’énoncer les nouveaux axiomes nous
allons introduire la définition de la comvergence asymptotigue, donnée
par Hardy et Landan.

Définition. Soit 1° {X (f)} une suite des fonections mesurables,
définies dans (a, &) sauf, peut-étre, un ensemble de mesure nulle.

2° X(¢) une fonction mesurable définie également dans (a, b)
sauf un ensemble de mesure nulle.

Nous dirons que la suite {X.(f)} converge asympiotiquement
vers X(¢), lorsque pour tout ¢>0 la mesure L de l'ensemble des
valeurs de ¢ qui vérifient !i X.(t)— X(#)| > ¢ tend vers 0

1 )
avee —, Par éerit:
n

lim asym X, (¢) = X(2).

=00

Les axiomes gque nous allons introduire sont les suivants:

IV] Si 1° {X.(%)} est une suite des jfonctions appartenant & E
2°  X(?) est une fonction appartenant ¢ E
30 lim X, () = X (2),

L]
on a

lim asym X, (f) = X(¢).

00

V1 8i 10 X (¢)) est une suite des fonctions appartenant ¢ E
20 hm 1X.t)]=0,

on peut ea:trazre de la suite {X,(t)} une suite {X.(0)} qui posséde la
propriété suivante: il existe ume fonction X(t) appartenant & E et
satisfaisant & linégalité |

PEGIENPO]

pour tout n et pour tout t sauf, peut-éire, un ensemble de mesure

lebesguienne nulle.
11*
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Remarque. | | est le signe de la valeur absolue.

VI]. Si 10 {X,(%)} est une suite des fonetions appartenant o K
20 X(t) est une fonction appartenant & E
3° lim asym X, () = X(¢),

on a

| Eli inf| X(8)] =>| X (9|

Nous n'avons pas donné ces axiomes dés le début, afin de faire
mienx ressortir les conséquences qui résultent des axiomes I—III.
Théorémes 1. Si 1° K(s, £) est une fonction mesurable & deux
variables définie pour tout couple des nombres (s, t) dont chacun appar-
tient & (a, b)
20 Pour fout X(f) appartenant & E DPensemble des valewrs de s,
b

pour lesquelles le symbole f K(s, t). X(t)dt w'ewiste pas est de me-

sure lebesgquienne nulle

30 {X,(f)} est une suite des fonclions appartenant o E' et
im X, L(t) =0,

on a
-
lim asym f K(s. £) . X, (f)dt = 0.

Déimonstration. Soit

(1) &, (s) -—fK(s,  X.()dt

Supposons que la suite {®,(s)} ne converge pas asymptotiquement
vers 0. Il existe par conséquent un tel nombre £>0 que la
mesure de l'ensemble des valeurs de s qui satisfont & l'inégalité

| D,(s)| =>¢ ne tend pas vers 0 avec _11? On peut donc extraire de

la suite {®,(s)} une suite partielle {@",‘(s)} telle que la mesure de
I'ensemble des valeurs de s qui satisfont & Iinégalité | @, (s)| >¢
tende vers un certain nombre m distinet de 0.

Désignons par {X )} la suite qui correspond & {®,(s)} selon (1).
Comme on a: Lm X, (t)=0 conformément s l'hypothése 3°, on
peut, en vertu de I'axiome V, extraire de la suite {X,(f)} une suite
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partielle {X(#)} de fagon quil existe une fonetion X(¢) appartenant
a £ et satisfaisant I'inégalité:

(2) (X< | X()]

pour tout n et pour tout ¢ sauf, peut-étre. un ensemble de me-
sure nulle,

L’inégalité (2) donne:
(3) | K (s 8). X)| < | K(s, 1) - X (9]

pour tout n et pour tout ¢ sauf, peut-étre, un ensemble de me-
sure nulle.

La mesure de Pensemble de valeurs de s, pour lesquelles

b

f]((s, t). X(t)dt et par suite ﬁK(s, t). X(t)|dt

a

n'existe pas, est nulle selon 'hypothése 2°. L'axiome IV et I'inéga-
lité (3) impliquent donc que

lim asym K (s,8) X (t)dt = 0 1),

Par conséquent, en posant

D (s) —fK(s, ) Xo(6) dt 2),

on aura:

lim asym &,(s) = 0.

w00

1) Je m'appuie sur le théoréme suivant: g 1¢ lim asyin. Salt) =0, ou {fa)}
n o ’

est une suite des fonctions mesurables dans (a, b), 2° f(t) est une fonction inté-
grable posilive vérifiant Ulinégalité | fa)|Sf(1) pour chaques n et t sauf un
»

ensemble de mesure nulle, on a lim ﬁ,(t)dt:O.

- 1) Je mappuie sur le théordme suivant: si 10 {f.(s)} est une suite deg fone-
tons mesurables définies dans (a, ), 2° presque partout lim fo(s)=0, on a

nwoo

Lm asym f.(s) =0.
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Or, {5,,(3)} étant contenu dans {_(E(s)}, le dernier résultat est

en contradiction avec la propriété de {—@_,,(s)} d'aprés laquelle la

mesure de l'ensemble des s qui satisfont & l'inégalité |B.(s)| =€

tend vers un nombre m=f 0. Ainsi ‘la supposition qu'on puisse avoir:

n»x00

lim asym f K (s, 1) - X.(t) dé 4 0.

conduit 2 une contradiction. Notre théoréme est donc démontré.
Lemme 1. Les hypothéses 1° et 20 du théoréme 1 étant vérifides,
lorsqu'en outre

fim X, (t) = X (),
on a

lim asym [ K(s, ). X.(t) dt = f K(s, 1) X(6) dt.

=00

Admettons & présent que [, est un ensemble de fonctions qui
satisfait, lui aussi, aux axiomes I—V]. Nous n’admettons pas par
cela que l'ensemble [, soit identique & l'ensemble E. La norme
de l'un peut différer entidrement de celle de l'autre.

Théoreme 2. La fonction K(s, t) satisfaisant aux hypothéses
10 et 20 duy théoréme précédent, si, en outre,

30 toytes les fois que X(f) appartient & K, la fonction

Y(s) = f K(s,t). X(H)dt

appartient ¢ B,
il existe un mombre M >0 tel que linégalite

'/K(‘s, t).X(t)dt“éM.!l X®|

subsiste pour toul X (t) appartenant & E.
Démonstration. Remarquons que

Y (s) = f K(s, ). X(4) dt,

o X(#) est une variable indépendante et Y(s) dépendante, est une
opération additive. Le lemme précédent nous apprend. que si la
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suite {X,(f)} converge suivant la norme vers X(f). la suite Y.(s)
converge asymptotiquement vers Y(s).
Il en résulte en vertu de I'axiome VI que

lim inf

”" -0

f K(s, £). X.(t)dt i,>,ﬁ f K(s, ). X(b)dt '

ce qui implique (en vertu du théoreme 3, chap. II) la continuité
de I'opération f K(s, t). X(#)dt. L'existence du nombre M est done

assurée par le lemme 3, chap. II.
§ 2. Nous allons démontrer duns ce paragraphe que les axiomes

I—VI sont vrais pour tous les champs énumérés dans I'Introduction,

si 'on admet les définitions convenables de la norme.

Ad ax. I. Pour tous les champs considérés on assignera aux
opérations d'addition et de multiplication par un nombre la signi-
fication algébrique habituelle. Toutes les lois de I se trouveront
ainsi réalisées.

Ad ax. TI. Quant & la définition de la norme, nous I'établirons
de la fagon suivante:

Powr le champ (@). |f(z)| = max | f(z)].

Pour le champ (8N). | f(z)| = vrai max | f(x)|. C'est le plus petit
des nombres M pour lesquels l'inégalité |f(z)| > M ne subsiste que
dans un ensemble de mesure nulle.

Powr le champ (87) ot r=>1. l]f(a:)":::l/ ﬁ f(x) | d=.

Pour le champ (9). |f(x)| = max | f(z)].
Pour le champ (€*@). |f(z)| = max | f(z)| + max i’:{gl i
Pour le champ (€*8") ol r = L.

If(;r)l-::max]f(:v)[+l/j'

Pour le champ (@ dW). |f(z)| = max |f(z)| + vrai max]
"f( )

drf(a) |
dr® ¢

Pour le champ (€°9). |f(z)| = max |f(z)]| + max |——=
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I’axiome II est manifestement vrai pour les champs: (@), (%),
(9), (€ @), (C°9N) et (& D). M. W. H. Young a démontré pour le
champ (§) un théoréme équivalent 2 Paxiome II1). ILjaxiome II
pour le champ (&’ &") en est une conséquence immédiate.

Ad ax. TII. Pour le champ (€. La convergence suivant la
porme a dans ce champ la signification de la convergence uniforme.
Il en résulte (suivant le théoréme connu de I'Analyse, d'aprés
lequel toute suite uniformément convergente des fonctions continues
admet une limite, qui est uue fonction continue) que Vaxiome III

est rempli.
Pour les champs (1), (2), (€*€), (@) et (€"9) la question

est analogue.
Pour le champ (87). La convergence suivant la norme est ici la

convergence en moyenne avec la ##™ puissance. Dans Vouvrage cité
M. Young a démontré un théoréme équivalent pour le champ (&)
3 Paxiome III 2).

Powr le champ (@ 8) Yaxiome III résulte de ce que nous venons
de dire de champ (8"). |

Ad ax. IV. Powr le champ (87) un théoréme équivalent
3 laxiome IV a été démontré par M. Young.

Pour les autres champs cet axiome est évident.

Ad ax. V. Pour les champs (@), (€” @), (@*8"), (C* M), (D) et (M)
la fonetion qui satisfait & Paxiome V est une certaine fonction constante.

1) Quarterly Journal of Mathem. 1912.
Ce théoréme est le suivant: j(z) et @(x) élant deux fonctions définies dans

{a, b) de puissance r 2= 1 intégrable, on a
Vf[f+ ? 'dxgl/f\f rdz + I/ f|<p I d.

) Si1° {fu(x)} est une suite de fonctions de puissance r intégrable, défi-
nies doms (a, b)
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Pour le champ (8°) Vaxiome IV peut étre établi comme suit
(sans modifier la notation adoptée dans Pénoncé de cet axiome):
On remarquera que X(f) appartenant a (§"), | X(¢)| y appartient
également, et que I'on a, en outre, || X()|| =X (8)].
On a par hypothese
im | X, ()| =0,

n=o0

on peut done extraire de la suite {X, ()} une telle suite partielle

o0

{X(t)} que la série Zﬂ;ﬁ(t)ll soit convergente.

1l en résulte en vertu du théoréme 8, chap. I, de Faxiome IV
et de I'égalité
X0 ||=1 X601,

que la série

4) PpAPAG]

o]
converge asymptotiquement suivant la norme vers une fonetion, que
nous désignerons par X(f). Les termes de la série (4) nétant pas
négatifs, la convergence asymptotique de cette série implique que

PAPACIED (G

pour presque tous les points. On en conclut que
| X< X

pour tout » et pour tout ¢ sauf un ensemble de mesure nulle.

Ad ax. VI. Pour prouver que laxiome VI est réalisé, nous
allons établir un théoréme un peu différent, & savoir celul que
lon obtient de Daxiome VI en y remplagant Y'hypothése 3° par
la suivante ,on a: lim X, () = X(t) pour chaque i, excepié peut-étre

" OO
um ensemble de mesure nulle®.
[axiome VI s'en déduit comme suit. Admettons notre théoréme

auxiliaire démontré et supposons que, les hypothéses 1°—3° de
I'axiome VI étant réalisées, on ait:

(5) lim inf. | X. (0] < | X ()
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Nous pouvons donc extraire de la suite {X.(8)} une telle suite
partielle {X.()} que
lim |, [ <1 X))

De la suite {X,(t)} on peut extraire, en vertu de I'hypothése 3,
une suite {X,(f)} convergente pour presque tout point X(¢). Or,
c'est impossible d’aprés notre théoréme auxiliaire et suivant iné-
galité (D).

Nous passons maintenant & la démonstration du susdit théoréme
pour les champs considérés,

Powr le champ (€). Admettons qu'on a le max | X(¢)| pour t=t¢,.
On peut donz pour tout £ > O trouver un tel #>> 0 que chaque ¢
qui satisfait & Iinégalité |t,—¢|<C % remplisse également linégalité

(8) | X(t)| = X(b)| — & =] X (D] —e.
La suite {X,(f)} étant presque partout convergente. il existe un
point # satisfaisant & l'inégalité |, — /| <7 et tel que
lim X, () = X(¥).

n=0G
Comme

X0 <I X0,
l'inégalité (6) donne
liminf. | X, ()| = | X(8)]| — &

11100

Or, cette inégalité subsiste pour chaque & On a done

lim inf. | X,(8)| = | X ()] c. ¢ f d
Pour la champ (97). Pour chaque nombre positif arbitraire &
il existe un tel ensemble de points A(t) de mesure lebesguienne po-
sitive que tout point ¢ appartenant h A(f) satisfait aux conditions:

0 X0 >1x0l— 5

et
lim X, (#) = X(¥).
Désignons par A (t) I'ensemble de tels pomts appartenant & A(f)
pour lesquels
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® lxin—xol<g
e-t .
9) | X0 << X.0)

Comme la suite {X,(f)} converge vers X(f) pour tous les points
de 'ensemble A(f), qui est de mesure positive, on peut trouver un
tel N que la mesure de U'ensemble A,(f) soit également positive
pour tout n> N.

Les inégalités (7) et (8) impliguent quon a pour chaque 1
appartenant & A,(f):
(10) xml=1xoi—
d'oli. en vertu de (9),
| X)) =Xl —e
pour chaque n > N. Il en résulte que
lim inf | X,(H) | = | X(H)} —

=0
et comme cette inégalité subsiste pour tout £ on a:

lim 1nf | X8| = | X©®)|

nom )

Pour le champ (9). X(#) étant une fonction duhamelienne, on .

(11) max | X(t)| << vrai max | X(f)].
En effet, pour tous £ et h >0 ou ¢ et t + h appartiennent & (a, b)
t4-h

(12) }-/ X(t) dt‘grfl (1) | dt < vrai max | X(8)],

ce qui donne pour le point t==b-—h

(13) %fX(t)dt’ < vrai max | X(t)]

bomh

- Or, X(¢t) étant duhamelien, on a:

t4-A ]

lim—l—fX(t)dt_—_—X(t) et hm-— X(t)dt X(b),

A%0 h=0 h
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ce qui conduit— en vertu des inégalités (12) et (13) — précisément
a l'inégalité (11).

Comme le signe < ne peut figurer seul entre les deux termes
de I'égalité (11), on a

max | X (¢)| = vrai max 'X(t)‘

et en g'appuyant sur cette égalité on peut démontrer P'axiome VI
pour le champ () de la méme fagon que pour (97).

Pour le champ (8"). Désignons par X,(t, L), ol L > 0. une fone-
tion définie dans (a, b) de la fagon suivante:

X.(¢t, L) = X,(t) lorsque |X.()|<<L,
X.¢t, L)=L lorsque |X,(t)| > a
Comme la suite {X,(¢, L)} est uniformément bornée et
lim {X,(¢, L)} = X (¢, L)

O

presque partout, on a

(14) lim l/ / 1X.0t, L] di = l/ [ | X (4, L) [dt.

Comme
| X8 L)| << X, (8) |

on

l/f'lm nra<)/ [ixwra—x.ol

Nous pouvons done éerire en vertu de l’inég-alité (14):

(15) | lil}'lqinf. 1 X.00|>= I/ ﬂ Xt L) dt.
Or u

)/ Jixen

n=00

,dt____l/ﬁx(t)rdt:ll)f(t)ﬂ

lim inf. | X, (8] = | X ()},

n=00

ce qui donne

puisque l'inégalité (15) subsiste pour tout L > 0.
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Avant d’établir 'axiome VI pour les autres champs, nous allons
démontrer quelques théoremes auxiliaires.

Théoréme 1. Si 10 {f, ()} est une suite des fonctions positives
non-décroissantes définies dans [l'intervalle {a, b)

20 1l existe un nmombre M >0 qui remplit powr chaque n l'inéga-
lité f.(0) << M.
on peut extraire de la suite {f,(¥)} une suile partielle qui converge
partout vers une fonction non-décroissanie f(x).

Démonstration. Désignons par {a,} une suite composée de tous
les nombres rationnels de lintervalle (a, 8); par {f{’(z)} une suite
de fonctions extraite de la suite {/,(z)} et convergente pour z=a,,
par {/®(x)} une suite extraite de la suite {7{'(z)} et convergente
pour z=ga, (elle est donc en méme temps convergente pour z=u),
et d'une fagon générale par {fU(z)} pour i==1,2,3,... une suite
extraite de { /¢ ""(z)} et convergente pour z=g, (done, évidemment,
pour = a,, tg. &3,.. , A1) En conservant cette notation, envisa-
geons la suite {f*(2)} dont le k*™ terme est k-*™° dans la suite
{f¥()}. II est évident que la suite {f”(z)} est convergente pour
tout «;.

Posons donc
lim /{9(a,) = Pla).

k=0C
On remarque que
lorsque @ > a;, on a fi(e)=Si"(a)

et par conséquent
(16) P(a) > P(2).

Désignons par @(r) la fonction définie dans (a, b) de la fagon
suivante:

@(a) = borne inf. de l'ensemble des nombres P(a,), lorsque = > a,
@ (x) = borne sup. de l'ensemble des nombres P(e;) pour tous les
a; appart nant & I'intervalle (a, ).

En vertu des hypotheses 1° et 29 la fonction @(x) est bien
déterminée. puisqu'on a pour tout a;:

0 Pla) < M.

De plus, en vertu de (16), la fonction @(x) n'est pas décroissante
et on a pour tout «;:

®(a) — P(a).
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®(x) est donc — d’aprés un théoréme connu — partout continu,
excepté, peut-étre, une infinite dénombrable de points. Or, si D(x)
est continu pour un certain z, (ol a =+ 2, b), on a

lim () = O().

On peut done trouver, pour un &> 0 donné arbitrairement,
deux nombres rationnels a et o' qui remplissent les inégalités:

(17) @<z, <, D)—eDr,)<<Pa)+s
et on aura pour tout %k en vertu de I'hypothése 1°:
S8(0) <SP (@) <SSV

La suite {f(x)} étant convergente pour tout a et ¢’ rationnel,

on a:

@ () << lim inf. /(z,) << lim sup. /{4(z,) << D(a),
| £%.5] k=00

d’olt, en vertu de (17):

B (xy) — £ < lim inf. F*(zy) < lim sup. /[{(2,) << P(w,) + &
k == 00

k=nrg

Comme cette inégalité subsiste pour chaque & positit, on a
lim /) (x,) = P(a,).

On voit par conséquent que I'ensemble des points, pour lesquels
la suite {f(z)} n'est pas convergente, est au plus dénombrable.
En appliquant & la suite {/®(z)} le méme procddé, qui a été
appliqué asuparavant 2 la suite {f,(z)}, on peut donc en enlever une
suite {f,(z)} convergente pour chaque point. Soit f(x)=lim f,(x);
il est évident que f(x) est aussi une fonetion qui ne va pas en
déeroissant. .

Lemme 1. Si 1° {f.(z)} est une suite de fonctions & variation
bornée définies dans un intervalle (a, b)

20 [ existe un tel nombre M quon ait pour tout

maz |f(2)| << M et variation f,(z) < M,

on peut tirer de la suite {f,(x)} une suite partielle qui converge en
tous les points vers une certaine fonction f(x) & variation bornée.
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Théoréme 2. Si 1° f(x) est une fonction de puissance r inté-
grable définie presque pariout dans lintervalle (a, b)

20 3, est un mode de subdivision de segment (a.d), deierminé
par les points \

a== xg‘) < mgk) < xg‘) < ... \ xu(k)—‘l < wn(k) -_
3° Le maximum de longuer des intervalles partiels pour les sub-
divisions &, tend vers 0 avec — 7

on a

3221

. f F)dz|

im ()=t 3 2 = fisaras

Démonstration. Désignons en général par [8(z) ol a<Ca < <),
une fonction définie dans lintervalle (a, b) de la fagon suivante.

gﬂ(x)-—.zﬂ_ia lorsque ez f

«

i {B(x)=0 pour les autres points de l'intervalle (a, b).
Considérons la fonection
s 2,
(18) @)= Y. [ fa)ds
=1 e

et remarquons que, z, étant situé & l'intérieur de l'intervalle (z{"x};)’

on a:
o

Zy) = e dr,
(pk( 0) x}s.),l __x?‘) f (x) .

car les autres termes g'annulent par la définition-méme de {4 pour z,.
Par suite, si 2, n’est un point de subdivision d’aucun #, est si,
en outre, f(x) est pour z, la dérivee de sa fonction primitive, on a

I:jg 3, (T0) = F(a)-
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L'ensemble des points de subdivision de tous les &, étant dé-
nombrable et f(z). comme fonction intégrable. étant la dérivée de

sa fonction piimitive pour presque tous les points, on a pour pres-

que tout «
(19) lim 8, (x) =7 (z).
o, -
1
(20) f o, dr < W
n

Lorsque » >> 1, on a en vertu -du théortme de M. Young:
1

!

W ||/ oA V I
j flzydz| << ﬁ frdz . ¥ ol —al |,

zs;:) ‘ wgk‘\
c'est-a-dire. |
| L =
(21) ff(_.v) d:r:\ < [lfrde. (&% —x)
2 o
Cette inégalité est valable aussi pour r=1, car elle prend alors
la forme
xﬁ?l wﬁf?.n
f (@) do | < fl | de.
) ()

L'inégalité (21) subsiste donc pour chaque r == 1.

On en déduit que:
%)

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

b (k)1 x(iff-l 3
[in@ria<won<y [ir@bas— [ishaa
< Tl x(i'k)
on a donc:
b h
(22) lim supﬂ p(x)["dr gﬁf " d.r.

La fonction ¢,(z) tendant presque partout vers f(z), on a, en
vertu de Paxiome VI établi pour le champ (S7):

lim inf f\ o () [dz = f| £l de.
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En comparant cette inégalité i Iinégalité (22), on apergoit que

tim flgue)fde= f|srds,

ce qui donne, en vertu de (20), I'égalité :

h
lim W, (f) = f |/ Irdz
k=00
qui était 4 démontrer.

Théoréme 3. Si 1° f(z) et les fonctions de la suite {f,(x)} sont
continues dans (a, b) a (p—1)me dérivée absolument continue
20 Il existe des nombres M>0 et » Z>1 tels quon ait pour tout n:

j £ () | der << M, f FO () rde << M

max | f(z) | <M et maxlf(.c)]
8° on a lim f,(z) = f(z) en presque tous les points de (a, b)

on peut extraire de la suite {f,(z)} une suite {f.(@)} telle qon ait:
lim £ (z) = ()

pour toul x.

Démonstration. On a: variation de fff,’”(:z:)dx:

r—]

<V¥ i =a

et comme

r—1

<Vm. m,

o

la suite { j j'ﬁf"(m)} satisfait aux conditions du lemme 1.

On peut done en extraire une suite de fonctions { f *(x) dm}- con-

&
vergentes en tous les points vers une fonction que nous désigne-
rons par ¢\,

Fundamenta Mathematicae I[Il. _ 12
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Or,.on a

x

@) T=ogy Je— P OE+ R

o P,(z) est un polynome du degré p —1. En vertu de cette éga-
lité et de Phypothése 2° la suite des polynomes {P,(®)} est uniformé-
ment bornée; on peut donc en extraire une snite {P,(x)) uniformément
convergente vers un polynome (que nous désignerons par P(z)) du

degré tout au plus p—1.
Comme on a

=11 f (@—o fP () dt = =) f (w—tp—dt. j S () dt

¢ .

et comme la suite f F®(#), qui est uniformément bornée, tend en

a

tous les points vers 0, on a

x

] ._..._l.___ e F\P=1 FOP) m_____.]:__ : — Y2
(24) llm(pml)!J(x i P (P“‘“2)’af(x 672, () d.

=00

On déduit de (23) et (24), F&(«) désignant le P,(x) correspon-
dant, que

n=s0g .

lim £, () == G:%'“éﬁ f (x— -2 dt + P(x)

uniformément. |
Par hypothése on a presque partout:

lim f,(2) = f(x),

on aura done:
1 : | ®
&)=, f (@— 19t + Pa)
et pour les dérivédes (p—1)*™* des deux nombres:
(25) Fo2(@) = 9 (@) + PO (@),
L'égalité (23) donne en plus:

.....

(26) @) = [Fol@) + P,
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Or, on a pour tout z:
lim [79(@) = 9.(2)
et, {P,(z)} étant une suite de polynomes du dégre tout aun plus
(p—1) qui convergent uniformément vers P(z), on .a
lim Pe(z) = P¢-1(x).
I! en résulte en vertu de (25) et (26) qu’on a pour tous les points
lim f&=1(z) = f ¢~ (x) c. g. f. d.

Ces théorémes établis, nous passons & la démonstration de
I'axiome VI, ou plutét du théoréme qui Pimplique, pour les champs
(€ram), (@*87), (C* D) et (C7Q).

La démonstration est apagogique.

Supposons que

lim inf | X.(9] < | X()}.

On peut done tirer de la suite {X,(f)} une suite partielle {X,()}
telle qu'on ait |

@7) im | X, (0] <| X}
En vertu de l’hypothése 3° (modifiée), on a:
(28) (t‘l max | X (1) |.

N OO0

Comme les suites {X, (t)} et {X,(f)} satisfont en vertu de (27)
pour les champs (&7 d7), @ &), (€*2) et (€*@) aux conditions du
théoréme D, on peut extraire de la suite {X,(f)} une suite partielle
{X, ()} telle qu'on ait pour tout point de lintervalle (g, b):

(29) ~ lim X@0(F) = Xe-I(1).

R0

Les résultats obtenus jusqu'a présent sont valables pour tous les
quatre champs & la fois. Nous allons maintenant achever la démon-
stration pour chacun d’eux & part.

Pour le champ (@* /). Etant donné un nombre arb1tra1re e >0,
on peut trouver deux nombres # >>{, compris dans (s, ) qui satis-

font & l'inégalité

X(p*l)(t:) — ;X(n—n(tl) ~ vrai max ‘X"(t)l — &
I O

(30)
12#
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=00
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Mais _ _
Xe-D(f) — XD (t,)

< vrai max | X t)l
t2 — tl

quel que soit .
Il en résulte en vertu de (29) et (30) que

lim inf. vrai max. | X% ()| > vrai max, ]X“"(t)l — g

700

et, comme cette indgulité subsiste pour chaquo & on a:

(31)

X(e) { == vral max. ] X (f) }

Or, on a pour le champ (€'a7):
| X (5] = )| -+ vrai max, | X'®(8) ],
ce qui donne en vertu de (28) ct (31):

X.(1) + lim inf. vrai max, ’A,, t)l =

FE RN

| X, (¢)] == lim inf. max.

= max. | X(£) | 4 vrai max. | X®(f) | = X() "
Le dernier résultat est en coutmdiction- avoe (27), ce qui prouve
que notre théordme —— et par conséquent l'axiome VI —— est vrai

pour le champ (@"d%).
Pour le champ (@ D) la marche de la démonstration est ana-
logue: f{(x) étant une fonction dubame lienne, on «

max | f(x) | = vrai max |/ (x)],

Cette analogie se présente également powr le champ (& Q).

Nous passons maintenant au dernier champ, qui est (&8,

Pour le chamnp (@*87). Ayant choisi arbitraivement un nombre
>0, on peut trouver un mode de subdivision &, de Vintervalle
(a, b), tel que, la notation du théortme 4 étant conservée, on ait

(32) W,(X®( "t — &,

On a, en vertu do (29).
(33) lim W, (X0 (1)) == W (X™(1).

o w7

On a en outre

W (p) t) </|Xw) "'d[
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de sorte que cette inégalité implique, en vertu de (32) et (33)

la suivante:
b

lim inf [| X)) dt > f | X0(8)

n==00

Tdt — &

L3
Comme cette inégalité subsiste -pour chaque & on a:
b

(34) lim inf

ToW ) di = ﬁ X )| dt.

Or, on a pour le champ (&7 &7):

- dt,

o1 =mex x|+ |/ Sixow
ce qui donne en vertu de (28) et (34):
lim inf| X, ()] =1 X ()}

résultat contradictoire avec (27).
L’axiome VI est donc établi pour tous les champs considérés.






