Sur les suites analytiques d’ensembles.

Par
Casimir Kuratowski (Warszawa),

1. Propriétés générales. Soit u(x) une fonction qui fait
correspondre & chaque z réel (ou, plus généralement, & chaque »
appartenant & un espace complet séparable) un type d’ordre dé-
nombrable. Dans la note ,Les swites transfinies d’ensembles ot les
ensembles projectifs (Fund. Math. 28, p. 186), j’ai défini la notion
d’analycité de la fonetion u(z) comme suit.

Imaginons tous les nombres rationnels de lintervalle 01 ran-
gés en une suite infinie (d’éléments distinets) ry, 7, ... et faisons
correspondre & chaque élément de lensemble ¢ de Cantor
} tl t2 tB
Pensemble M; de tous les 7, tels que t"=2. Le type d’ordre de
Pensemble M; étant désigné par t, la fonction u(w) est dite analytique
lorsque Vensemble J[u(x)=i] est analytique.

.. ix
Voici quelques propriétés des fonctions u(x) analytiques. Les
ensembles

Bl@)<t,  Ei<wp@)], EU<w@)] e Eluw)<i
x. ix fx
sont analytiques; en outre, en posant ‘
A= (1) = B[ (@)=,

lensemble 4, est analytique et, pour r<<Q, il est borelien; la somme
“%Aa est un ensemble 04 1),

1) Voir ma note citée, Fund. Math. 28, p. 189, 6), p. 190 et p. 191, théor. 3.
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Les énoncés qui suivent compléterons la liste des propriétés
des fonctions w(z) analytiques (ils sont bien connus dans le cas
particulier olt les A, sont les ,constituantes“ d’un ensemble CA).

Théoréme 1. A diant un ensemble analytique contenu dens la
somme 2;2 Aq, i existe un ay<®Q tel que AC D Aa.
a<

o<,

Supposons, par contre, que pour chaque a<<2, il existe un £>a
tel que A-Ag=0; c. & d. qu'il existe un zeA tel que u(z)=o. L’in-
égalité <@ équivaut, par conséquent, & D'existence d’un wed tel
que u(z)>i. En symboles : ’

(<@ =3 (@ed) I<p@)], dou E(<Q) =23 Fleed)i<ua)]l
: . x t x i

Les ensembles [F(zed) et F[I<u(x)] étant analytiques, il
. ix ix
en est de méme de 'ensemble [F(zed)[f<<u(z)] et de sa projection

ix
(paralléle & l'axe des ). Mais celle-ci coincide, selon la formule
précédente, avec lensemble F(#<<Q), qui n’est pas analytique?).

t
On parvient ainsi & une contradiction.

Corollaire 1. Si Vensemble des nombres ordinaux que la fonc-
tion u(w) admet comme valeurs est indénombrable, Pensemble %,’510;
! 2

est un CA non analytique.

Corollaire 2. La suite transfinie {Ac}, a<@, est convergente
dams le sens de catégorie ®); c.ad. qu'il existe un nombre ay tel que

Densemble > A¢ est de premiére catégorie.
>0,

En effet, comme ensemble CA, I’ensemble %}ia jouit de la

propriété de Baire, c’est & dire contient un ensemble A de classe G5

tel que Y A,—A est de premiére catégorie. Il existe done, selon
all .

le théor. 1, un nombre a, tel que AC§A,;, d’OflngAgCaég‘ia——'A,'

c. q. . d.

1) d’aprés un théordme de MM, Lusin et Sierpifski, _LI_OEI{:,Q?_‘,_BLIE@'
1923, p. 53. Pour une simple démonstration de ce théoréme, voir la mnote pré-

sente p. 57, remarque 1.
3) Cette notion est due & M. Hausdorff, Fund. Math. 26, p. 241,
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Corollaire 3. Tout ensemble qui se laisse ramger en une swite
du type Q1 Lo, Bry vy Bay ... telle que pu(@o) < (1) < ... p(@a) < ... < Q,
est toujours de premiére catégorie”, c. & d. de premiére catégorie sur
tout ensemble parfait.

Le raisonnement précédent se relativise en effet par rapport
& tout ensemble parfait P donné en avance. De sorte que, pour P
fixe, il existe un a, tel que ’ensemble des zz avec £>a, (qui ap-
partiennent & P) est de premiére catégorie sur P, d’olt la conclusion
demandée.

2. Fonction caractéristique du crible. On appelle crible
(borelien) toute fonction W, qui fait correspondre & chague nomhre
rationnel 7 de lintervalle 01 un ensemble borelien W, (situé dang
un espace donné). Posons ‘

Ne=F(zeW,) et pu(w)=N. (type d’ordre de N,).

On prouve que la fonction u(x) est analytique?). Blle satisfait
done aux énoncés du NO1.

Nous allons envisager & présent une notion qui semble &tre
bien utile dans I’étude des cribles. Appelons fonction caractéristique
dw crible {W.,,} la fonetion f(x) qui fait correspondre chaque
point # le point t=f(x) de l'ensemble ¢ de Cantor tel que {"=2
ou 0 suivant que  appartient ou non & I’ensemble Wr, 2.

Bien entendu, /" (z) est, pour » fixe, la fonction caractéristique
de 'ensemble W, dans le sens habituel du mot (sauf qu’elle admet
la valeur 2 au lieu de 1). Elle est donc une fonction de Baire et il
en est de méme de la fonetion f(z). ‘En particulier, si les ensembles
W sont simultanément fermés et ouverts, la fonction f (@) est continue.

Théoréme 2, u(x)=f(z).
En effet, les équivalenées évidentes
. [rne No] = [weW,, ] = [{"(#)=2] = [rne Mpy]
impliquent que Ni= My, d’ott Ny=Muy et u(z)=F(z).
Corollaire. Bn posant L= [ (i=1), on a A,=f1(L,).
Car [wef™(L.)]==[f(x)eL] EEM=T] = [u(@)=1]=[2 ¢ 4.].

1) Fund. Math. 28, p. 192, théoréme 1.

%) C'est bien, en termes de M. Szpilrajn, la -,fonction caractéristique
de la snite Wy, Wr, ...“.’Cf. Fund. Math. 26, p. 306.
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Remarques. 1. Le corollaire précédent permet de démontrer
d’une fagon tres simple le théoréme de MM. Lusin et Sierpinski
d’aprés lequel Pensemble F(1<<Q) m’est pas analytique.

&

Soit, en effet, Z un ensemble CA non analytique; tel est, par
exemple, un ensemble UA plan, universel par rapport aux ensembles
UA linéaires (son intersection avec la diagonale y=x étant non
analytique). Soit {W,} un crible (fermé) qui détermine ’ensemble Z,
c.ad. que Z =E’[,u(_w)<Q]. D’aprés le corollaire, il vient

-—Z Aa——:‘Zf

a<ll

f—l[E (F<)]

La fonction f étant une fonction de Baire (de premiére classe),
I’hypothése que l’ensemble J(i<Q) est analytique impliquerait
t

que Z Dest également — contrairement & sa définition.
2. Les ensembles Le, a<<Q, sont de classes boreliennes non bornées,
c.ad. qu’a chaque <@ correspond un L. qui n’est pas de classe f.
En vertu du corollaire, il suffit de démontrer qu’il existe un

. crible {W,} qui détermine une suite de constituantes de classes non

bornées. Or, comme M. Sierpinski a démontré?), si Z est un en-
semble ‘CA universel pour les ensembles boreliens linéaires, le crible
{W,} qui lui correspond jouit de la propriété en question.

En effet, si ’on suppose que toutes les constituantes 4~ de ’ensemble Z= %" QAa
b 2o

sont de classe borelienne 4 et si B est un ensemble borelien linéaire qui n’est pas
de classe -1, on parvient & une contradiction. Car il existe, par hypothése,

une droite verticale V tel que B coincide avec V-Z= _§9V'Aa et, d’autre part,
o *
selon le théor. 1, il existe un indice «, tel que V-ZCEAa, dott V-Z= EV-A.I,

ce qui implique que I’ensemble V-Z (done I’ensemble B) est de classe ﬂ—l—l con-
trairement & I’hypothése.

3. Le théoréme 1 permet de démontrer d’une fagon trés simple
le théoréme de Souslin, d'aprés lequel fout ensemble qui est simul-
tanément de classe A et CA est borelien.

1) Voir Lusin et Sierpinski, C. R. Paris, &. 189 (1929), p.-794.. -~
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Soit, en effet,- Z un ensemble CA et soit E—-Z’Aa son, dé-

veloppement en constituantes. B étant supposé ana.lquue, il existe,
selon le théor.1, un indice o, tel que H= 2 Ay, Or les ensembles A,

alo,

étant boreliens!), on en conclut que F l'est également.

3. Fonctions ordonnantes. Considérons, avec M. Sier-
pinski?), la fonction de trois variables ¢(t, m, n), ol ¢ parcourt
Pensemble ¢ de Cantor et m et n l’ensemble P des entiers positifs,
définie comme suit:

o, myn)=t"" o [m,n]=2"""(2n—1).

Bien entendu, la fonection ¢ n’admet que deux valeurs: 0 et 2.
Posons Cr=F{p(t, m, n)=2}. Désignons par § lensemble des %

tels que l’engglmble C; établit un ordre dans P; autrement dit,
que: 19 O; ne contient aucun couple de la forme (m,m), 2° gl
contient (m,n) et (m,p), il contient aussi (m,p) et 3° quels que
soient m et n==m, 'un des deux couples (m,n) ou (n,m) lui appar-
tient toujours.

En symboles logiques:

(t € S) = n t[m m] H‘!ZD{ t[mv nl__ t[nrpl) __)_(t[mu”]:z)}.
,;Q {(#™ M= 0) — (¢ =2)).

La fonction ™™ étant. continue, pour m et n fixes, l’ensemble
E(@™"=0) est simultanément fermé et ouvert. On en conclut

t

- aussitdt que Pensemble S est fermé.

Pour xed8, désignons par u(x) le type d’ordre établi dans P
par lensemble C.. La fonction u(x) est analytique.
_ Pour g’en convaincre, désignons, comme d’habitude, par
=@ 3% ...) et y=(v’, 1% ...) des suites variables de nombres réels
(c. & d. des points de Pespace B, de Fréchet). Soit zeS. La condition
u(@)=t équivaut & Dexistence de deux suites 3=(332,...) et
y=(y, v% ...) telles que: 19 la suite 3 coincide avec ’ensemble M; et
la suite y avec 'ensemble P des entiers positifs, 2° 'inégalité 9" <y?
équivant & la condition (y°,y%)e Cr, done & Dégalité V9=

1) Voir, par exemple, la démonstration réproduite dans ma Topologie I, p. 170.
2) Fund. Math, 29 p. 1 et 55,
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En symboles logiques:
w) =1} “Z{H[ (9" e P) X (rne=g") (#=2)]
ﬂ [w=2) -*J,Z (r=g/)12 (ym=i))-
I <" = @P5=2)],

On, constate aussitdt que l’ensemble des systémes (i, %, 3, )

satisfaisant & la condition entre crochets {} est borelien (dans ’espace
OX SXBuoXHB,) ). Comme projection de celui-ci, ’ensemble
FE [p(x)=t] est analytique.
“ Tous les énonecés du N° 1 sent done applicables & la fonction u(z).
En particulier, ’ensemble des z tels que u(zx) <2 est un CA non
borelien, puisque la fonetion u(x) admet comme valeurs tous les
nombres ordinaux de la deuxiéme clagse.

1y Cf. Topologie I, p. 258;
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