Sur une décomposition du segment.
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Dans le vol. 28 de Fundam. Math. (p. 111—114), j’ai démontré
&4 laide du théoréme de M. Zermelo, mais sans faire D’usage de
I'hypothése du continu, qu’il ewiste une famille ¥ de puissance
>2% densembles contenus dans Vintervalle J=[0<La<1] et jouissant
de la propridte P suivanie:

P. Les ensembles de la famille ¥ sont deuwx & deux presque dis-
joints, de mesure ewtérieure 1 et partout de II-iéme cotégorie dams J.

Le but de cette Note est d’établir (également sans faire usage
de Phypothése du continu) I'existence d’une famille ¥ de puissance
>2% d’ensembles contenus dans J, jouissant de la propriété P et
encore de la propriété P; suivante:

P, M et N étant deux ensembles distincts quelconques de la fo-

mille W, Vensemble M—N est de mesure extériewre 1 et partout de
II-iéme catégorie dans J.

_ 11 est remarquer que nous ne savons pas déduwire la propriété Py de la pro-
priété P sans admettre Phypothése du continu. En effet, admettons quil existe
un eqsemble lindaire E, de puissance <<2% qui soit contenu dans J, de mesure
extérieure 1 et partout de IT-idme catégorie dans J (co gue nous ne savons pas
réduire & l'impossible sans admettre I'hypothése du coutinu). Comme §0<2*"’,
l’el?semble J—E, contient, comme on voit sans peine, un sous-ensemble H, de
puissance 2%, de mesure nulle et de I-re catégorie. Comme j’ai démontré?), toub
en§emble de puissance 2%, donc en particulier 'ensemble Hy, contient une famille,
sm.t !lfo,‘de puissance >2% de sous-ensembles presque disjoints de puissance 2%.
Soit m?mtena,nt.@' la famille de tous les ensembles de la, forme BEy+E ol Hel,.
On voit sans peine que la famille & jouit de la propriété P, mais ne jouit pas

de la pl‘opnété (puisque S1 M € et .N ].en —
1 8ol 1 ].
F ; ) w € w, emble J”[ N est de nesure

') Pund. Math. t. 28, p. 118.
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Je donnerai ici deux démonstrations différentes de Pexistence
d’une telle famille ¥. L'une sera indépendante de ma note citée,
mais utilisera un théoréme que j’ai démontré récemment sur les
guites de nombres ordinaux finalement disjointes, Pautre consistera
3 indiquer comment on peut compléter ma démonstration citée
de lexistence d’une famille ¥ jouissant de la propriété P, pour prou-
ver quelle jouit aussi de la propriété P,.

1. Soit ¢ le plus petit nombre ordinal de puissance du continu.
Il existe, comme on sait, une suite transfinie du type ¢

(1) P[,.Pg,Pg,...,Pm,-Pw-}—l,u-, Pg,.u (§<(P)

formée de tous les ensembles linéaires parfaits (mon vides) situés
dans Pintervalle J=[0<<e<1].

Nous définirons par linduction transfinie une suite transfinie
du type ¢ d’ensembles

(2) Ei, By, Bs, .., Bo, Botiy vy Bty oo
comme il suit.

Soient: p! un élément de ensemble P; et F; I'ensemble formé
de Pélément p! seul. Soit maintenant ¢ un nombre ordinal quel-
conque, ol 1<a<<g, et supposons tous les ensembles Bz pour {<a,
définis de fagon que E:<E pour é<a. On a done Ez<a pour
£<a et, en posant S.=2 B, on aura S.<a? done S < 2% puisque

e
a<g. L’ensemble P, ol é<, en tant que parfait, étant de puis-
sance 2%, on a Pi—f8.%0 et il existe un élément p§ePr—Se.
Nous poserons

(3) B, ={0%ca

Les ensembles B, (a<g@) étant ainsi définis par linduction
transfinie, on voit sans peine qu’ils sont disjoints deux & deux et que

(4) B.<a

(E<p)

pour a<<g.

Je dis que la suite (2) jouit de la propriété suivante: toute
somme de 2% ensembles distincts de la swite (2) est de mesure extérieure 1
et partout de II-iéme catégorie dans J.

En effet, soit S une somme de 2% ensembles distincts de la
suite (2). Soit « un nombre ordinal quelconque <<g. 11 résulte tout
de suite de la définition de 'ensemble S et de celle du nombre ¢
quil existe un nombre ordinal u, tel que a<p<g et E,CA8. Or,
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vu que a<<p, on a pie P, et, d’aprés (3), phel,, done, daprés B, C 8,
pieP S et P,S+0. L'ensemble § a donc au moins un point commun
avec tout ensemble parfait contenu dans J. Il est par conséquent
de mesure extérieure 1 et partout de IT-ieme catégorie dans.J, c. q. f. d.

1l résulte d'un théoréme que j’ai démontré dans le vol. 28 des
Fundam. Math., p. 115, qu’il existe une famille @ de puissance >2%,
formée de suites transfinies du type ¢ de nombres ordinaux croig-
sants <g finalement disjointes, c. & d. telles que {agey et {belecy
étant deux suites distinctes de la famille @, il existe toujours un
nombre ordinal <<, tel que

(5) - ek by
Soit ¥ la famille de tous les ensembles de la forme

2By =2 By

xeo

pour u<i<p et u<n<e.

ol o={ag<, est une suite quelconque de la famille P.

Soient M et N deux ensembles distinets de la famille ¥, 1l
existe donc deux suites distinctes oy={asjtcy 6t o2={bglicy de la
famille @, telles que
(6) M=)'E,

e

E(ZEa et N=)B,= ZE,,

€Ty

Les suites o, et o,, en tant que distinctes et appartenant i la
famille @, sont finalement disjointes. Il existe donec un nombre
ordinal < pour lequel on a les inégalités (5).

Les ensembles de la suite (2) étant deux & deux disjoints, il
résulte tout de suite de (6) et (5) que

G MNCZ Byt 3By,

Or, la, suite {agjecy _étant croissante, on a ar<ay pour &<u
et il résulte de (4) que a£<aﬂ pour &<Cu; pareillement, Eb <b
pour &<<u. D’apreés (7) on a done MN</4(au+b,,) d’ou, vu que
b<g, au<gp et bu<g,

(8) MN < 2%,
Les suites {agicy et {behecy, étant croigsantes, on a

G=E>buzu pour &£>b,,
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done, si E>b,,
as>b.=by pour n<u
et, d’apres (5), B
as== by pour u<n<g.
Par conséquent
a: = by

et, les ensembles de la suite (2) étant deux & deux disjoints,

pour &>b,, n<p

E, E, =0 pour &b, et np<<g,

d’olt selon (6): T
. B, -N=0 pour &>by
et ) :
M—ND D'E,,

bu<&<p i

L’ensemble M—N contient donc 2% ensembles distincts de la
suite (2). Il est par conséquent de puissance 2% de mesure extérieure 1
et partout de II-idme catégorie dans J. Il en est de méme de len-
semble N—DM.

Ainsi chacun des ensembles M et N est de puissance 2% et,
d’aprés (8), ils sont presque disjoints.

La famille ¥ jouit donc des propriétés P et P,.

2. Conservons toutes les notations de ma démonstration des
Fundam. Math. 28, p. 111114, mentionnée au début. Je dis que
I’ensemble B qui y est défini p. 113 (satisfaisant aux conditions du
lemme) jouit de la propriété suivante: quel que soit Vensemble T
de puissance <2™ Vensemble E—T est de mesure. extérieure 1 et
partout de II-iéme catégorie dans J. ’
' Supposons, en effet, que T<2% et que m.(E—T)<1. Puisque
E—T(C J, il existe alors, comme on voit sans peine, 2% ensembles
distincts, qui sont des Gs de mesure <<1, contenus dans J et con-
tenant E—T. Or, d’apres la formule (3) de la p. 113, L c., on a poeBe
pour a<g, done, les ensembles B, (a<p) étant deux & deux disjoints,
tous les éléments p. (a<<g) sont distinets. D’ apres T<<2%, il existe
done un nombre ordinal u<<¢ tel que p:snoneT pour u<E<e.
11 résulte des définitions de la famille T et de la suite {@ige<y qu'll
existe un nombre ordinal 4 tel que pu<i<g et E—TCQuCJ.
Or, on a pueB et (comme 2i>A>p), punonel, tandis que
d’aprés (3) punone@q, ce qui est incompatible avec E—TC Q.
Ainsi m(E—T)=1.
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Supposons maintenant que l’ensemble E—T ne soit pas par-
tout de IT-idme catégorie dans J. Il existerait alors 2% ensembles
distinets, étant des F,, contenant E—T, contenus dans J et qui
ne seraient pas partout de II-itme ‘catégorie dans J. En vertu
des définitions de la famille O et de la suite {Qazrijocicyp, il existe-
rait done un nombre ordinal A tel que u<i<g et E—T'(C Qu+1(CJ.
Or, on trouve comme plus haut, puriel, purnonel eb
popinone@riy, ce qui est incompatible avec E—TC Qs
L’ensemble E—T est donc partout de II-iéme catégorie dans J.

La propriété de l’ensemble B que nous venons de démontrer
nous permet de définir (par I'induction transfinie) une suite trans-
finie {N ;}'5@,7 ” d’engembles de la famille @, (donc d’ensembles de

puissance 2%) de maniére que pour tout ensemble T de puissance
<2% Pensemble Ne—T (pour £<w,4i) soit de mesure extérieure 1
et partout de Il-iéme catégorie dans J, en méme temps que, pour
a<B<w,+1, les ensembles N, et N soient presque disjoints. L’en-
semble N.N; est donc de puissance <2% et les ensembles No—N¢=
=N,—N.N; et Ny—N.=Npg—N.Ng sont de mesure extérieure 1 et
partout de IT-iéme catégorie dansd (pour a<<f<<wyt1). Les ensembles
Ne, 0t a<<w, 41 forment done une famille (de puissance 841> %,=2%)
jouissant des propriétés P et % & la fois, c. q. f. d. ’

8. Il est & remarquer que l'on peut établir facilement (sans
utiliser Phypotheése du continu) l’existence d’une famille S de puis-
sance 22% de sous-ensembles distinets de Pintervalle J et jouissant de
la propriété P, (mais pas nécessairement presque disjoints deux & deux).

En effet, soit F la famille de puissance 2% d’ensembles disjoints,
définie p. 112 de ma note précitée. Il existe, comme on démontre
sans peine, une famille U de puissance 2F=22% de sous-familles de 7,
telle que si Z,e U, Z,e U et Z,+=Z,, on a Z,—Z,+=0 1). Soit § la
famille de tous les ensembles §S(Z )=} %E, ol ZeU. On a évidemment

S=U=22% Pour Z,eU, Z,eU, Z,*+Z,, on a (vu la définition de
la famille U) Z,—Z,54=0 et comme Z,(F, il existe un ensemble M
de la famille F', tel que M e Z, eb M noneZ,, dou MC 8(Z,)—8(Z,).
Chaque ensemble de la famille F étant de mesure extérieure 1
et partout de II-iéme catégorie dans J, il en résulte le méme pour ’en-
semble S(Z,)—8(Z,). La famille § jouit done des propriétés désirées.

1) Cf. C. Kuratowski Fund. Math. 8, p. 205, note ) et A. Tarski Fund.
Math. 16, p. 230—231.
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Sur deux propositions, dont I'ensemble équivaut
a 'hypothése du continu.

Par.
W. Sierpifiski (Varsovie).

1l existe, comme on sait, plusieurs consequences de ’hypothése
du continu H (2%=y,), dont on ne sait pas si elles sont ou non équi-
valentes & cette hypothése ). Il existe cependant des paires de telles
conséquences, dont ’ensemble équivaut & I’hypothése du continu 2).

Le but de cette Note est de démontrer que Phypothése du con-
tinu équivaut & Pensemble de deux propositions sutvantes:

P,. De deux ensembles lindaires de puissances inégales, celut
dont la puissance est supérieure a toujours le type de dimension (au
sens de M. Fréchet) plus grand.

P,. Il existe un ensemble lindaire L de puissance du continu
qui admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avee
chaque ensemble (linéaire) parfait non-dense.

Démonstration. 10 H—»P; P, Limplication H—P, a été
démontrée en 1914 par M. N. Lusin 3). I’implication H— P, résulte
tout de suite des faits suivants: tout ensemble linéaire indénom-
brable contient un sous-ensemble dénombrable dense en goi; tout
ensemble linéaire au plus dénombrable est contenu dans un en-
gemble linéaire dense én soi; deux ensembles dénombrables denses

_en soi sont toujours homéomorphes.

1) Voir mon livre Hypothése du continu (Monografje Matematyczne t. IV,
Warszawa—Lwéw 1934), ou I'on trouvera 82 propositions de ce genre.

2) V. p. ex. les propositions Py et Pge de mon livre cité (pp. 29 et 31).

8) (. R. Paris 158, p. 1259; v. aussi Fund. Math. 6, p. 1564—155 et mon
livre cité, p. 36 (proposition C).
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