8 "~ 8. Piccard.

En effet, soit xeH, ye H et v==y. 1l existe done deux nom-
bres ordinaux distinets a<g et f<<y, tels que z=p, et y= Dy Sup-
posons que f>a. Si 'on avait xRy, il en décounlerait d’aprés (1)
que pgeV(p,). Or, comme a<<B, on a V(p,)(CQ, et, par suite, on
aurait p,e@Q, ce qui est impossible, puisque, par définition,
ppe B—(E+Py+ Q,+Tp). Si Pon avait yRw, il en résulterait
d’apres (2) que pyeZ(p,), done, comme Z(p,)C T, (puisque a<p),
on aurait p,e T, ce qui est également en contradiction avec la
définition de p, Les éléments x et y ne sauraient donc étre liés
par la relation K. Le raisonnement est tout & fait analogue si ’on
suppose que f<a.

Or, il résulte de la définition de la suite (7) que les éléments
P, (a<<@) sont tous distincts et appartiennent & I'ensemble E: d’aprés
g=m, on a par conséquent H=m et H(C B. L'ensemble H satisfait
done aux conditions du probléeme de M. Ruziewicz et notre théo-
réme est démontré. ‘

Il en résulte tout de suite ce

Corollaire. La réponse au probléme de M. Ruziewicz est
affirmative pour WM==Rq.1, 0% a est un nombre ordinal quelconque?).

En ce qui concerne les autres nombres cardinaux, je démontrerai
ailleurs 2) que la réponse au probléme de M. Ruziewicz est af-
firmative pour tout nombre cardinal infini m<s,,.

1) I en résulte la solution du probléme de M. Sierpinski, posé dans
Fund. Math. t. 28, p. 73, renvoi 1),
%) Voir 0. R. Soc. Se. Varsovie XXX (1937) (4 paraitre).
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Sur la non-existence d’opération universelle pour les
ensembles dénombrables.

Par
W. Sierpinski (Warszawa).

On dit qu’une opération (univoque) O dans ’ensemble E est
définie, si l’on a fait correspondre & tout couple ordonné de deux
éléments @,b de E (distincts ou non) un élément e=a (b de 'ensem-
ble E (bien déterminé par le couple a,d); en d’autres termes — si
lon a défini une fonction de deux variables f(a,bd) pour ae¢E, be E
et dont les valeurs appartiennent & l'ensemble E.

Deux opérations O et O, définies respectivement dans deux
ensembles K, et E,, sont dites isomorphes, 8’il existe une correspon-
dance biunivoque entre les éléments des ensembles E; et E,, telle
que les résultats des opérations O et © effectuées respectivement sur
des couples d’éléments correspondants de E, et de E, sont toujours
des éléments correspondants; en d’autres termes — s'il existe une
transformation biunivoque ¢ de B, en E,=q¢(E,), telle que ’on ait

p(a) © ¢(b)=p(aOd)
Je me propose de démontrer ici qu’il n’existe pas dopération O
définie dams un ensemble denombrable E qui soit universelle, c. & d.
telle qu’il y ait, pour chagque opération © définie dams un ensemble
dénombrable, un sous-ensemble dénombrable H de E dams lequel Vopé-
ration O soit isomorphe & Vopération ©.
Je vais démontrer notamment ce

pour aek,, bekl.

Théoréme. O dant une opération définie dans Vensemble dé-
nombrable B, il existe toujours une opération © définie dams Vensemble
N de tous les nombres naturels qui, pour aucun sous-ensemble dénom-
brable de B, n’est isomorphe & Vopération O considérée dans ce sous-

ensemble.
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Démonstration. Soit B=(ay, s, @, ...). Posons pour tout ae K:
1 fi(a)=a,
(2) fat1(@)=aOFn(a)

La suite infinie des fonctions f,(a), fo(@), fs(a) ...
définie (pour eeF) par l'induction.

L’opération © dans lensemble N=(1,2,3,...) sera définie
c¢omme il suit. ‘ \

pour n==1,2,3,..

est ainsi

Posons :
(3) 1O0On=n+1 pour n=1, 2,3, ..,
et
4) nOu="n pour n=2,3,4, ...

Les nombres 20 (n+2) seront définis pour » naturels par les
conditions:

(5) 20(n+2)=n-41, si
(6) 20n+2)=n+2, si

fl(a/n) Of11+2(a'11):f11 }—2(“;1),
f‘l(afn) O fn-}—'z(a/n):*:,fn-{% (an).

Pour tous les autres couples ordonnés de deux nombres na-
turels %,1, soit k(OI=1. '

Llopération @ étant ainsi définie dans l'ensemble N, suppo-
sons qu'elle soit isomorphe & l'opération O considérée dans un
sous-ensemble dénombrable B, de E.

1 étant le seul élément 2 de N pour lequel Oz, I’isomorphie
admise entraine l'existence d'un et un seul élément y de F,, soit
Y= ap, correspondant & x par cette isomorphie et pour lequel yQy=+y.
Or, il en résulte par induction en vertu de (1)—(3), que par la méme
isomorphie 1'élément f,(a,) correspond (pour n=1,2, 3,...) au nom-
bre » de N. Done, I'élément f,(ap) Ofp+2(ap) correspond au nombre
20(p+2).

Or, Q'apres (8), si £2(4)Ofpt2 (@) =fpta(ap), 00 8 20 (p+2)=p+1
et, dans notre isomorphie, c’est le nombre p+1==p-+2 qui correspon-
drait & I'élément f,1»(a,) de By, contrairement 4 ce qui vient d’étre
démontré. D’autre part, d’aprés (6), si fa(a,)Ofpra(@p) == fora(@p),
on a 2Q(p+2)=p+2, d’ol, par isomorphie, F2(ap)Ofpta(@p) =fp+2(@p),
ce qui implique une contradiction.
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L’hypothése d’isomorphie entre I'opération O définie dans N
et Dopération O considérée dans le sous-ensemble dénombra_,ble 'E]L
de E comportant ainsi une contradiction, opération © jouit bien
de la propriété affirmée. Le théoréme se trouve ainsi démontré.

Tl est intéressant de confronter ce théoréme avec un autre,
que j'ai démontré ailleurs?), et d’aprés lequel il exis.te une suite
double umiverselle de nombres naturels, c¢. & d. une smjce double. N
telle que chaque suite double de nombres naturels soit une suite
partielle de S.

11 est aussi & remarquer que, d'aprés MM. Mazur et Ulam,
il existe un groupe abélien dénombrable universel?).

1y Bull. Inst. Math. Univ. Tomsk 1986; cf. Fund. Math. 27, p. 8.
%) Voir Annales Soc. Polonaise Math. IX. p. 204
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