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Posons, en effet:
Qk=E[Q(p’O)\<~.~]I8]’
P

X=E[f(=) €Qu],

Sis=B1lo(p, 0)="}e)
X,=B[f(@) e $11}

Tn vertu du théoréme démontré, il existe un ensemble ECX—X,
de dimension <n—Fk, fermé dans X, et un prolongement f*eSy—
de la fonction f (considerée seulement dans Xo). On voit sans peine
que la fonction

f(@) pour zeM—X,
' o(z, B) *
1) ={ —T [
(@) g(w,E)-{-g(w,XO)f( )
‘ 0 pour wzek,

pour zeX—E,

satisfait & la thése du corollaire 2.

Sur un théoréme d’existence dans la théorie
des ensembles projectifs.

Par

K. Kunugui (Sapporo, Japon).

1. L’existence effective des classes d’ensembles, dans la théorie
des ensembles projectifs, se démontrait en général par la méthode
de la diagonalel). Btant donnée une famille %t d’ensembles linéaires
ou plans, qui posséde un ensemble universel et qui jouit de certaines
conditions supplémentaires, on peut affirmer qu’il existe des ensem-
bles de R dont les complémentaires (par rapport 3 la droite ou au
plan) ne sont pas des ensembles de R. Cependant ce procédé ne
nous fournit aucun renseignement sur la-construction de la partie
commune de R et de R¢ (famille des-ensembles complémentaires
de ceux de R). Or, nous allons voir que la méthode introduite par
M. Kuratowski pour l'évaluation des classes projectives des en-
sembles définis par l'induction transfinie ) nous donne un moyen
de constater existence des ensembles qui sont simultanément de
Ia classe R et de la classe Rc, sans dtre des ensembles d’une classe
Q(RCR-Rc) donnée d’avance et satisfaisant & certaines conditions.

1y Voir W. Sierpinski: Sur Vemistence de diverses classes d ensembles,
Fund. Math. XIV, pp.82—91; 0. Nikodym: Sur les diverses classes d’ensembles,
ibid. pp. 145—204; L. Kantorovitch et E. Livenson: Memoir on the ana-
lytical operations and projective sets (I), Fund. Math. XVIII, pp. 256—271.

?) Voir €. Kuratowski et A. Tarski: Les opérations logiques et les en-
sembles projectifs, Fund. Math. XVII, pp. 240—248; C. Kuratowski: Bvaluation
de 1o classe borelienne ou projective d'un ensemble de points & Vaide des syanboles
logiques, ibid. pp. 249—272; Topolegie I, Monografie Matematyczne, Warszawa—
Liwéw 1983, p. 243; Sur un probléme concernant I'induction transfinie, C. R. Paris
202, pp. 1239—1241; Les ensembles projectifs et Vinduction transfinie, Fund. Math.
XXVII, pp. 269—276; C. Kuratowski et J. v.Neumann, On some analytic
sets defined by transfinite induction, Annals of Math. 38, p. 521—525; C. Ku-
ratowski: Sur la gdométrisation des types d'ordre dénombrable, Fund. Math.
XXVIII, pp. 166—185.
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Définition 1. Soient: {E”p nz,m,nk} un systgme de Souslin
d’ensembles, N un sous-ensemble de l'ensemble J de tous les
nombres irrationnels v=(ny,Mg...,N5...) entre 0 et 1 ou bien un
ensemble de points de Pespace de Baire & 0 dimensions tels que
gy Mgy oery Mak—ty--.  SOME arbitraires. Nous appelons alors Popération

; ouslin  quasi-gené-
SN(Enl,nz, . "‘VEZI;Q g,y gy wvny T opération de Sou q (/]
ralisée. 4

Une opération de Souslin quasi-généralisée est une opération

de Souslin généralisée ).

Définition 2, Soit ® la famille de tous les ensembles ouverts
dans J. Si tout produit d’une infinité dénombrable d’ensembles de
Sx{®} appartient & Sy{®}, lopération Sy est dite d-multiplicative.

Théoréme. Soient: Oy une opération de Hausdorff & base N
et R une famille d’ensembles de Vespace cartésien OXYZ assujettie
aux conditions suivanies:

@) ' | ReCPy{R),
(2) : ‘RO,
(8) st une fonction y=f(x), définie dans un ensemble M de OXYZ,

est continue dans M (JeOXYZ), on a 7 B)eR dans M ?)
pour tout ensemble EeR,

(4) 4l ewiste un ensemble plan appartenant & R, universel pour
tous les ensembles lindaires appartenomt & R.

Soit, en outre:

k:‘-@N{SR}’ ¢1=((150)G,
(Da:gDN{2'%} POUr a pair,
0<B<e
Bo=(Do1)c pour a impair.

1) 8i ¥ est un ensemble arbitraire de nombres de J, nous appelons, avec

M. W.Sierpinski, opération Sy (By n. .. n )—ynEfn s opération de
12 P weea Mg ol B T M Mgy s Ty,

Souslin généralisée. N ent dit sa base. Ftant donnde une famille d’ensembles R, nous

désignons par Sx{R} 1a famille de tous les ensembles de la forme S’ n Hy,
'lle

ot E’?'p%m ...,nke‘ﬁ (voir W. Sierpinski: Sur une génémlwatwn des opéra-
tions (4), C. R. Soc. Se. de Varsovie, t. XXII, p. 74).

?) Un ensemble est dit R dans M, il est le produit d'un ensemble % tol
que EeR et de M.

13 Mgy +ney T
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Soit enfin So une opération de Souslin quasi-généralisée et S-multi-

plicative, telle que So{R) contient tous les ensembles complémentaires
analytiques et que:

(5) ' S() G)}D@N\(b ¢NC{®} 1

Dans ces conditions, il ewiste dans Vespace OXYZ ou dans un
plan quelconque un ensemble qui appartient simulianément SR}
et & (SoR})c et qui est universel pour la famille de tous les ensembles
linéaires @, ot 0<<a<.

2. Lemme 1. Soient: R wn espace quelconque, S un espace me-
trique séparable, R une famille multiplicative d’ensembles de R et @
celle des ensembles fermés dams S. Tout ensemble donné par Popération
de Souslin quasi-géndralisde sur les ensembles de la forme Rx @ ?)
peut Ere obtenu par lo méme opération sur le systéme \E'nl’ Ny .__,nk} ot
les ensembles By , . eRXDP satisfont auzx deur conditions

12 Mgy wens T
sutvantes:

1) Em,nz, ...,nkQEnl,nz, oer M g DOUT TOUL ko6t nyNay ..., N,

2) la projection de E, n, SUr Vespace 8 a un diamétre
tendant vers 0 avec 1[k.

Démonstration. Sonb,Zl([~-~ZnM,n1 By nk’OflM%I’ nERXP,

un ensemble donné. La fannlle R étant multlphcatlve, nous pou-
vons supposer que Mnl,% ~--,nk—D—Mn1,nz, ees My g, DOUT tout & et
Ny Mgy -y M. Comme 1’espace métrique § est séparable, il est, pour
tout k=1,2,3,..., une somme d'une infinité au plus dénombrable

(1L sphéres fermées 8% de diamstre inférieur & 1/k: en formules

8= ZSS,") ot A(8®)<1/k.

n==1

Nous pouvons done poser:

15 Mg wen

Moy sy = 2 Fam=1(2n 1)y, 578~ on® 1) m.., 201 20 P_1),
20,0B, | a®

Bom~1(950__1), n,, ..., 22k~ (2p®_1)=

(Bx 8tn) (B x S%» (B X 8%%).

T4 Mgy +eey Mgy
1y NG désigne la base del’opération de Hausdorff telle que (@ {U}) o= yci{Uc}
pour toute famille A.

) Nous ddsignons par Rx @ la famille de tous les ensembles de la forme
Ay Xaly ot dy 6N ot dye D.
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Posons enfin

Byri—1 (20D —1), 1y, .., 27217 (20D —1, my,
1) @ &)
= -M’”'p”z’ ,_.,nzk(R X Sn(j)) (B X Sn(z)) (R X S,nj(/‘-)).

11 est évident que le systeme {Ey,, pgy -y nyr Sabisfait aux condi-
tions 1) et 2). Nous pouvons d’ailleurs démontrer facilement que
M= [IEB, , o o B, , ., eRx® c.q.f.d

Pors o R S Y _ 12 Pgs s Ty

Lemane 2. Pour toute famille d’ensembles R, on o SniR}=8n{N4} 1),

o Sy est une opération de Souslin gquasi-géndralisde.

Démonstration. Montrons que Sy{R}D Sy{R4}. Soit M un
ensemble de Sy{R.}. Nous pouvons poser:
M= Z”Mnl,nza REX %

. ST Py Por e Py
veN k ‘Mnl,nz, ...,nka ”E

P Ty Mgy eeny Ny

Le terme général de la somme aura la forme suivante:

4 gt g0, %%. phgbeb g4 .
(6)  ELEPOELYY B BB e
Rangeons d’abord les suites doubles g, an by, ... en une suite
simple p=(m1,May ..., My,...) comme il suit: nu=map—1, Gr=Mrpr-1),
br="mapr—1), ... Le terme général (6) deviendra alors
B2 g™, g™, g™ g™Me, g™ .
My My my Tmymg Tmymg T T mymgmg
et il peut étre désigné par E(1)-E(3)-E(5)-...-B(2) - B(6)-...- B (4)-....
Rangeons d’autre part la suite k-ple de tous les nombres en-
tiers positifs (ng,m,...,nx) en une suite simple et désignons par
(N1, M2, ...,nz) le numéro de (ny,ns,...,n,) dans cette suite.

. _ My .
Posons.A,,l-A,,l,,,ZzEmf ol »;=g(my,my) et v,=my, ensuite

m,
4 .
A,,l, vy ,,3*~—A,,1, vy v ”4=Em1’ my ou vy;=m, et vg=p(m,). En général,

posons A’ﬁ”’z’ s ,,2n_1==A1,1,,,2, v "zn:E(n) suivant les regles:

%) R4 désigne la famille de tous les ensembles qui s’obtiennent des en-
sembles de R par I'opération (4) de Souslin, ¢. & d. Ra=S/{R}. Le lemme 2 est
une généralisation du théoréme de Souslin. Cf. p. ex. F, Hausdorti: Mengen-
lehre, Berlin—Leipzig 1927 u. 1935, p. 92.
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1) vu=Mu1 pour n==1,2,...;

2) si H(n) & des nouveaux indices My Mg,y e Mg, (ot k=441,
i=1,2,...,24 et j=1,2,...) qui ne se présentent dans ancun des en-
sembles H(1),E(2),...,B(n—1), alors v, =q@(m,m,,...,m);

3) si tous les indices m, de E(n) se présentent dans un des
ensembles E(1),E(2),...,E(n—1), on mettra pour tous les vy,

A =B (n).

Py Vs e Vop—y A”u Vs o+ Yon—12 Yon

Il est maintenant évident que Z}:r ]k‘ ]A,,pv_z, =X QM,L‘,%_._,%

¥y o
e.q. 1. d.

Lemane 3 (Théoréme de projection). Sotent: R un espace quel-
conque, S wn espace méirique, séparable et complet, R une famille
quelconque d'ensembles de R et D la famille de tous les ensembles fer-
més dans 8.

Alors la projection de tout ensemble M de la forme Sy{RaX Da}
sur R appartient & Sy(R} ot Sy est une opération de Souslin quasi-
généralisée ). ‘

Démonstration. On sait qu’il existe une et une seule famille
R* qui est la plus petite parmi les familles multiplicatives con-
tenant R. Mais RE=R, et, A’aprés le lemme 2, Sy{Ri}=Sx{R"} et
Sx{Ray=Sy{R}; donc Sy{R*}=Sy{R}. Par conséquent, nous pou-
vons supposer sans restreindre la généralité que la famille R est
elle-méme multiplicative. D’autre part, nous avons Rax P4C (Rx D)4 2).
Par suite, d’apres le lemme 2, Sy{Rax PatC Sw{(RX D) 4)=Sn{RX D}.
Done, l’ensemble donné M peut &tre mis sous la forme:

MmZ HMnl, Ty aeey Mgy

1EN R
ol
= 3 eR
Mnl, Mgy ooy nk_Fnl, Ty oens T X Hnl, Mgy wees T Pnl, Mgy ooy N,
et

¢ ®.

Hnl,nﬁ, R

1y ¢f. K. Kunugui: La théorie des ensembles. analytiques et les espaces
abstraits, The Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University,
Series I, vol. IV, pp. 1—40. Le lemme 3 est une généralisation du Théoréme 6
de ce travail.

9y K. Kunugui, L¢., pp. 23, th. 1.
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Or, d’aprés le lemme 1, nous pouvons supposer de plus que

1) Jk[nﬁn.,, ,nk:_jlwnl,nz,. o Tops My q pour tout k et mi, 0y, ..., iy

2) le diamétre de H, n,, ..., tend vers 0 avec 1/k.

Soit P la projection de M sur B. La 1)I'OJLOthIl de My p,, ... n,
sur B sera F, , . _
12 Mg +ees Wy’
Il est maintenant facile de démontrer que P= Z I’]Pnl’nz,._.,nk.

En effet, d’abord il est clair que PC ) nanﬂz’ ..,m, Montrons

veN k
quon a également P2 J3'[[F, Soit p un point de
veN k . .
2 HF% T Il existe alors une suite de nombhres entiers positifs
s eves Ty

veN k

v=(mynz,...) e N, telle que pel[Fy n, .,n, Solt

1 Thgs wees "

A= Mnt,nz, s nk(p X 8).

Nous avons, d’aprés1), 4,0 A, et A=0."D’autre part,
Ap=pXx H,

1 ’)bz, ...,'nk'
L’ensemble A, est donc fermé dans p x S. Enfin, le diamétre de 4,
tend vers 0 avec 1/k. L’espace px S étant métrique et complet, il
existe au moins un point (p,q) commun & tous les 4. Ce point (p,q)
appartient dome & H My, n,,...,n, €6 DA suite & M. Par conséquent,
p est un point de P Ainsi PDZ'Hl’n IRONPNIP R O P 2
veN k

Définition 3. Désignons par Dj l'ensemble de tous les nom-
bres irrationnels v=(ny,ng,...,n....) tels que mp=gq et par {8} la
famille de tous les ensembles D} (p,g=1,2,...).

Lenvine 4. Soit Sy une opération de Souslin géndralisée. Tous

ensemble M==0 de Sw{€} peut éire obtenu par la formule:

(Mg, s -eny M)
(M) M“ZH-D G0y Mgy vy M)
avee la condition supplémentaire
PPy, Mgy erey 1
Q) QDQ(“I’%’-- ”ﬁ =+ O pour tout ve N.

. n s Tgy veny Ty,
s 12 7022 cee Ty
Démonstration. En effet, si UD qngs gy . ’"; =0 pour un

nombre »yeN, il existe un indice (m,m, -sMz) tel que, pour tout

1 2 A P, Ty, vny T
veDy -D; Dy N, nous avons HD Qs gy vy ) =0 NOUS dirons
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que cet indice est dnutile. Si un indice (9n,%2,...,0%-1) Dest pas

inutile, il existe au moins une suite nY, Ny -.. telle que
(Mg Mgy vey My s MY Iz+17"')ElV et que
(n, Ny, M) DN, Ny veny MY
N I e

glny) “gln,n,) Tq(ngmy, onf)

Pour tout indice inutile (ny,n,, ...,%—1,n), nous remplacerons

DZ'(’nl, Myn oy Wips Mg g woes Wy pr) PRy gy ey My, ng, ﬂ’(])z—l—)r’)

Hg(ng, ng, woos Wy Mg gs omes Mg
(Mgs gy eney )

. D
Pour D 40y, gy oo y)
fion (C) sera remplie, sans altérer égalité (7).

par
Gy, gy eony Ny, 7b2+k,)
ou k'=0,1,2,3, ainsi obtenu, la condi-

Lemme 5. Etant donndes deua opérations de Hausdorff @y,
ot Dy SUPPOSONS que

P, o plny,)
Ny= ; l[ Dy ,l'f et lf Dy %0
S

&N,

pour tout veN,.

Alors, pour toute famille d’ensembles R, on a OnR}C PR}
Démonstration. Soit E un ensemble de Py{R}. B peut étre
donné par la formule B= Z, [ ]E ot EpeR pour n=1,2,.... Po-
vel,
. et montrons que E=)) HE

sons E;{:E pour tout n= 1 .,,3

v€N, k
Il est évident que B C_ 2 ” En,,. D’autre part, nous avons ED 3 HE
Vel veN.,

En effet, soit ¢ un pomt de 2 nL’ 1l existe alors un nombre

irrationnel v==(M1,M2, ...y Npy...) euell\;;, tel que g€ QE';:E Par hypothése,

_-L gny): Soit A= (4, A2 ..,y A, ...) un nombre irrationnel tel que
A (%)”“ q(nk) et que Ay q(nl) pour tout k' qui n’est égal & auncun
p(n,) ou k=1,2,.... Comme [11)29 440,
q(my )—-q(fnkz) pour deux k, et kqy tels que P(nk1)=10(”k2)- ( Ainsi

e 171)2’”"(:1\71 eb genE,z,, c. q.f.d.

nous avons toujours

Lemane 6. Etant données une opération de Hausdorff Oy et une
opération de Souslin quasi-généralisée Sy telle que N, e Sy{®}1), on a

Oy AR C Sw{Ry  pour toute famille d’ensembles R.

1Y @ ddsigne la famille de tous les ensembles ouverts dans J; nous pou-
vons évidemument remplacer ® par la famille § de tous les ensembles fermés
dans J.
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Démonstration. Sy étant une opération de Souslin quasi-
génératisée, nous avons d’aprés le lemme 2 Syi6)=8y{84) D Sni®)
(cf. déf. 3); donc Sy{8}=8Sy{®}. Par suite, d’aprés I’hypothése,

Py Py, eany Ny
Ny e Sy{8). Nous pouvons done poser N1=§V];]Dq(n:’ ey ---7"2)'

P(Tys Mgy wevs 'nk)l

Dq(nl, gy ooy nk)]
dition (C). Or, rangeons tous les indices des systémes (ny,mns,...,n;)
ou k=1,2,... en une suite simple P1) et faisons correspondre &
E=(ny, Mgy My, ...) eJ le nombre g(&)=(v(ny), »(ny,ny),...), OU »(N1,M,...1;)
désigne le numéro de (n,ns,...,n;) dans P. En posant

D’aprés

le lemme 4, peut 8tre supposé satisfaisant & la con-

a(n) (Mg, Ny veey M s .
P ) lorsque n=»(ni,n ..., i), 6t N'=@(N), nous
(

- x)
Dgny = gy, Ny veey )
a{n) . s . ‘
aurons Nl:,,%;f IkY D yi)- Dadlleurs, la condition (C) entraine ]k] D;E:';j:;=|=0
pourf t(ti)ut veN' Le lemmed donne done Py {R}C Dy {R}==Sp{R),
c.q.f.d.

Lemme 7. Si Dopération de Souslin quasi-géndralisée Sy est
o-multiplicative, Vopération Sy est normale, c.d d. telle que 1on
a Sy{Sx{R}}=Sy{R} pour toute famille d’ensembles R.

Démonstration. I suffit de montrer que Sy{Sy{R})C Sy{R).
Or, il existe un ensemble N’ de nombres irrationnels, homéomorphe
& N et tel que Py {R}=8x¥R} pour toute famille d’ensembles R.
D’autre part, M. Sierpiniski?) a montré qu’il existe une base N,
telle que O {Dw{R}}= Dy, (R} pour tout R. Done, d'aprés le lemme 6,
il nous suffit de montrer qu’il existe un pareil N,, appartenant
d’ailleurs & Sy{®}. MM. Kantoroviteh et Livenson 8) ont mon-
tré qu'un N, peut 8tre obtenu 4 partir de N’ (et par suite de N)
par les opérations: 1) somme d’une infinité dénombrable d’ensembles,
2) produit d'une infinité dénombrable d’ensembles, 3) transforma-
tion homéomorphe, 4) produit cartésien Y Exd, ou B (ECJ) est
I'ensemble donné et J ’ensemble de tous les nombres irrationnels
entre 0 et 1 (en transformant J xJ en J par homéomorphie, nous
considérons au liew de ExJ le transformé [ExdJ] de ExJ, de
sorte que [ExJ]CJ). ,

1; g‘i]f IS_,: Kantoroviteh et E. Livenson, Fund. Math. XX, p. 585,
2 - Sierpinski: Sur les opérations de M. Hausdorf g
op. 190201 ausdorff, Fund. Math. XV,

‘:) L, ‘Kawntorovitch et E. Livenson, Fund, Math. XVIII, pp. 242-244,
Y} Voir C. Kuratowski: Topologie I, p. 7 et p. 148.
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I suffit done de constater que la famille d’ensembles Sy!®)
est invariante par rapport &4 toutes ces quatre opérations.
Ad 1) Si B,=) []E™

veN k n],nz, .

B .y

o(n, ny), Wyy s W Ty Mgy ey W)

~, en posant
o M

nous avons

(=] o0
ZE/)’L:Z Z”E;(In,nl),'nz, gy ey gy 2 HE;(n,nl),n:,‘, .

n=1 n=1veN k v'eN k T

olt ¥'=(@(Nyny), Ny, Mgy ...). Donc DK, appartient & Syl®} avec
B, (n=12,..). n=1

Ad 2) Sy est une opération d-multiplicative.

Ad 3) D’aprés un théoréme de M. Sierpinski, la famille
obtenue de ® par Popération @y de Hausdorff est un invariant
topologique, si tous les nombres y= (11,7, ..., ...) de N’ possédent
une infinité d’indices k pour lesquels m, sont différents?). Cette
condition est remplie dans notre cas.

Ad 4) ILr’égalité E=2/QEnk, oll E, ¢®, entraine 1’égalité
[ExJ]=2) [; [[Enka] pou;%oute opération @ de Hausdorff et

veN’ &k
les ensembles [H, xJ] sont ouverts dans J. Le lemme est ainsi

établi.

3. Démonstration du théoréme. D’abord, il existe par
hypothése un ensemble plan R, universel pour la famille de tous
les ensembles linéaires appartenant 4 R. Nous désignons par A (y,)
lintersection de cet ensemble avec la droite y=1y, Pour tout en-
semble linéaire K ¢ R, il existe au moins un nombre irrationnel y,
tel que K=A(y,). Pour lopération donnée @y de Hausdorff, il
existe d’aprés un théoréme de M. Sierpinski?) une opération de
Hausdorff @, telle que, pour toute famille d’ensembles 2, nous
avons (P, U}, = Po{U). Désignonspar @,, opération de Hausdorff
composée D ,c{P AU

Posons ¥, = Dy{R} et Y= CDM{Z%} pour 2<a<. Il est facile
1 p<n
de voir que, pour tout a olt 1<a< 2, nous avons P CV,C Dhoys. I
suffit done de considérer les ensembles ¥, au lieu de Pe.

1y W, Sierpifiski: Sur les ensembles mesurables (B), C. R. de Paris, $.171,

(1020), pp. 24—26.
2y W. $ierpinski, L c., Fund. Math. XV, p. 209.
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Appelons maintenant ensemble de Kuratowski (b base M) 1en-
semble défini par 'induction transfinie comme il suit *): L(0,y)= A4 (y);
L(z,y)=2 [[L(2"P,yp) pour 0<K#<Q; L(z,y)= Densemble vide

veM k

pour les autres ze(; enfin 3= f/[2e¢L(z,y)]. L'ensemble 3 est un
x,Y,2
sous-ensemble de 1’espace OXJ XJ=0XYZ.

Nous allons voir que I’ensemble de Kuratowski 8 aingi défini
satisfait & nos conditions2). Il est d’abord évident que 8 est un
ensemble universel pour la famille de tous les ensembles lindaires ¥,
ot 0<a<<Q. D'autre part, I'ensemble C8, complémentaire de § par
rapport & lespace C'XJ xJ, est donné par la formule

(8) 08 ={C K [0<T<Q]) +8'
X102
ol 3’ =E[35Ll(may)]a L,(Oy y)=J—A4A (?J) et I”(m: ?/)=EOIIYL,(Q;(’ll')7@/(n}a))
12 red

pour 0<E<R, M € désignant la base de I'opération de Hausdortf ¢ 2t
telle que (P,{U});=Dyo{U,} pour toute famille d’ensembles A; en-
fin I’(z,y)= Pensemble vide pour les autres zeC. En effet, nous avons
d’abord C8={CH[0<z<Q]+ F{#=a, 2eJ—L(n,y)) et, pour
XX - Krlh® :
(2 M
a=0, J—L(0,y)=L'(0,y). Supposons que J—L(%,y)=L'(2,9) pour
tout 5 tel que 0<f<a. Alors

Elz=q 2e —L(a,y)]=F [z= @, zEZC Ik] {J—L(z», ?/(nk))]}

iz %Iz vel

1) Nous employons les notations introduites par M. C. Kuratowski dans
. ses ouvrages cités. Nous en reproduirons ici quelques unes.

Imaginons tous les nombres rationnels rangés en une suite bien déterminde
T3 Ty, .; 6tant donné un point T==0,/84-¢,/8%+¢g/3%+ ... de l'ensemble O de
Cantor, c.&4d. o ¢;=0 ol 2, envisageons I'ensemble M, composé des nombres 7
‘tels que ¢;=2. L’ensemble M, étant ordonné selon la grandeur des nombres ra-
tionnels, son type d’ordre est nommé le type d’ordre du nombre 1 et désigné par .
Pour tout point ¢ de I’ensemble C, désignons par 1™ le point de I'ensemble O dé-
tini comme il suit: §'il existe dans M, un 7,>7,, 'ensemble Myny se compose
des 7, tels que r,<<r, et e M,; dans le cas contraire =0, On voit que t" est
une fonction de Baire de ¢ telle que 0W=10 et < pour 0<i< Q. Posons en-
core, pour tout nombre irrationnel y= Y12 Yp ooy Ypo ..) entre 0 et 1,
y(,,)=(yl,zn,yg,zu,ys,gn,...,y(.z,,__k])_zn,...). Alors y(n) est une fonction continue de .

%) En transformant OxJ en un sous-ensemble de JJ, nous obtenons facile-
ment Pensemble plan désiré.
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et J —L(xR,yuy)=L' (2", y(ny). Donc
F #=a, 2e L(z,y))=F [F=q, zeL'(2,9)],
X, [,% Xy ,Z

d’ot la formule (8).

Afin de prouver que 3 (de méme que C3) est un ensemble
de So{R}, considérons l’espace OxJXJxXJ=0XYZU, dont les
points seront désignés par (z,y,2,%), et la fonction »(ni,ns,...,nx),
que nous avons introduite dans le lemme 6. Désignons par T I’en-
semble de tous les nombres irrationnels w= (%1, %z, ..., Us,...) tels que:

(’Mw(l), U@y +vny Un(im)y -+ ) € M,
(’wa('ral,n2, oo gy 1) Wy, g, sy gy 2) 2000 Ml my, ooy, myr ) € M

pour tout systéme (’entiers positifs ni,%s,...,n: o k=1,2,....
Sip = (24,90, 2) est un point de 8, il existe un nombre ¢ (0<La<?)
tel que Zy=a et z,eL(2gvy,). Sia==0, on a zoe%];[L(mf)"”),y?nk)); il
. VE.

existe done un nombre irrationnel »= (A, As,..., Am...) tel que ve M
et zpe[] L (2§, ?/(()zk))' Posons: =11y, de=Us@); - -y Am=1him)y -+ -+
k

Si af®+0, ona gy X []L((#%0)@), (4h))my); DAT suite, il existe
veM k'

un nombre irrationnel wo= (i1, t2y e flmy---) tel que voe M et
Zo € IkT L((§w)e, (33, ),,,,)-  Posons:
et continuons ainsi de suite. Prenons, d’autre part, un point fixe
(P1yP2gveeyPryon)e M et, lorsque ZF,=0 ou T¥P=0 etc., posons
Un)y=DP1y; Up@)==P--ry Uk, 1)=7P1, Un(p,2) == P2y «++ ete. Ai]lSi, il existe
toujours un point w==(u, Ug, Us,...) de T. ‘

Considérons donc dans l’espace O0XYZU, ensemble G défini
par la formule suivante l):

(9) (2yeueC)=(0<T<Q)(uel)-

[ ]] H{(mu(la],kz,...,kn_l)#:o) (mu(kl,kz,...,k,,)=0)-—>(36L(Oy?lu(kl,kg,...,kn))
n=1 (kyJg.... )

Uy =Uw(h,1); U= Uo(r2)y - - -

[(z=0)—(2 ¢ L(0, y))],
ol

altatpentd=(.. (@) D). )0,y ) = G g,

W(k1y Bsy ooy on) = ('u'v:(kl)y Ul o) =) Yulley,logyenns lcn)) et a0 =g,

1) Cf. C. Kuratowski et J.v. Neumann, L c., Annals of Math. 38, p. 523,
Fundamenta Mathematicae, T. XXIX. 12
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Nous avons vu plus haunt que, pour tout point (z,y,2) de 3,
il existe au moins un w irrationnel tel que (z,y,2,%) ¢ ©. Inversement,
il existe un point (@,y,2,u)e®, le point (v,y,2) appartient & 8.
Pour obtenir I’ensemble de Kuratowski 8, il suffit done de projeter &
sur Vespace 0XYZ.

Or, l’ensemble T' peut étre défini par léquivalence

(teT)= [H [[{ 7‘1v 9 wees B 1)’ W(logs Tony s Fops )"')EM)]-
1 (g, gy ons K
-[(’u,,,(l), Un@)y...) €M ],

Soit @ la famille de tous les ensembles Ecrméq dans J=0U.

Nous pouvons supposer que M=®Py(D,) ob D,= Z D} (voir déf. 3).

Done, Medy{®)et, I’aprés(s), Cu{®}C So{®}=~8n{ (I)‘ Ainsi M (-'Sm*{(b}
et, par suite, nous pouvons écrlre '

M= %gﬂm,nw. wny Ol

Si nous fixons le systéme (%1, ks ..., kn), le nombre irrationnel

E=g(u)= (o ks, by, ..., by 1) Yslly, By ok 2)s -+ A€ TEME que le

nombre E=h(u)=(Us), Us@), -..); st une fonetion de w continue

dans J. D’aprés (3), Pensemble g—!(M Z f [ g (Hn, npy ooy my,), de

méme que h~Y(M), appartient aussi & Sm@} L’opération étant

é-multiplicative par hypothése, T appartient encore & So{d}.
D’autre part, (K, kay..., kn) étant fixe, ), Uk, ky)r -+ et

wley)

Hun, gy vy iy € D.

Un(foy ... k) SOUE des fonctions continues de u. Par suite, 4% ¥y -
est une fonction de Baire de deux variables u et x. Les ensembles
des z tels que 2%(p ko o kp) = et gy liy - bn)0, de méme que
leurs complémentaires par rapport & l'espace OX U, sont des ensem-
bles mesurables B dans 0.XU. D’aprées le lemme 2, ils appartiennent
done & (RNXP)4C8e{RX D). Enfin, yyp, 1, ..., 5, €6 une fonction
continue de y et lespace OU se décompose en une infinité dé-
nombrable d’intervalles ol elle est constante par rapport & la
variable «. - L’ensemble E[“L(O,?/u(kl,kz, k)] est donc une

somme d’une infinité dlgxombrable d’ensembles de la forme
EzeL(0,yy, by, ..., 5,)) ) [we(0, f)] o1 (a,f) désigne un intervalle
de 0T dans lequel Yuhy, by ooy k) S indépendant de w. ID’aprés
I'hypothése (3), on a L(0,yy,, &, ..., k) eR; il en Tésulte que

icm

Un théoréme dexistence 179

L(0, f’/u(kl, Fgs ons kn)) (SR x D})o= Se{Rx D).
Popération Se’est normale et Pensemble

E{(wu(kl"“’k

n=k (k, ..., kp) x,y,2,n

D’aprés le lemme 7,

n—1)=‘=0) (m”lf(ku e kn) :O) —*ZeL(Oy 'yu(kl, s k) )},

comme produit d’une infinité dénombrable d’ensembles appar-
tenant & Se{Rx P} appartient encore & Se{Rx B}. On constate de la
méme maniére que I’ensemble F/ {(w=0)—>=eL(0,y)} appartient aussi

& Se{RX D} et, par suite, que Ji,’yé;usemble G lui appartient également.
En vertu de notre théoréme de projection (lemme 3), P’ensemble J
appartient donec & Se{R}, en regardant OU comme l’espace de
Baire.

D’une fagon analogue. nous pouvons conclure que 3’ appartient
aussi & Se{R}. D’aprés (2), les ensembles analytiques linéaires ap-
partiennent & Se{R}. De 14, nous somme ammenés % la conclusion
(voir (8)) que 3, ainsi que C8, appartiennent & Seo{R}, ec.q.f.d.

4. Cas particuliers. Exemplel (un probléme de M. E. Sé1i-
vanowski). MM. BE. Sélivanowski et O. Nikodym ont considéré
une classification des ensembles qui s’obtiennent &4 partir des en-
sembles analytiques — d’abord au moyen de deux opérations:

(a) soustraction des deux ensembles,

(8) addition d'une infinité dénombrable des ensembles,

ce qui nous donne la famille des ensembles que nous désignons par
8; — et ensuite au moyen de I’opération (4) de Souslin, ce qui nous
donne la famille 4,. La famille S; peut étre dite famille borelienne
& base ®4 et la famille 4, peut s’exprimer par A,=(®a)ca-

M. E. Sélivanowski a démandé si tous les ensembles dis-
joints de la classe 4, sont séparables au moyen des ensembles §; ).

La réponse y est négative. Pour le voir, congidérons I'opération
de Hausdorff @;, qui correspond & ’addition d’une infinité dénom-
brable d’ensembles. @;{R} peut donc étre désignée par R, Prenons
comme R la famille de tous les ensembles 4, 2). II est facile de voir

1) Voir C. R. de Paris, t. 184 (1927), p. 1813. Deux ensembles A et B sontb
dits séparables au moyen des ensembles de la famille R, #'il existe dans R deux
ensembles disjoints 4, et B, tels que 4,04 et B,DB. Cf. N, Lusin: Legons
sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris 1930, p. 156.

%) Nous appelons 4, tout ensemble qui est une différence de deux en-
sembles analytiques.

12%
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que la famille R satisfait aux conditions (1)—(4) de notre théoréme.
Considérons enfin comme Sg Popération analytique (4) de Souslin.
Nous avons évidemment G40 ®s, done la condition (5). Ainsi, d’aprés
notre théoréme, il existe (dans un plan) un ensemble § qui appar-
tient simultanément & As et dsc et qui est universel pour tout en-
semble linéaire §,. Ainsi 3 et C8 ne sont pas séparables an moyen
des ensembles de -S;.

MM. E. Sélivanowski et O. Nikodym ont considéré aussi
les familles d’ensembles de classes supérieures. Soit ¢ un nombre
ordinal tel que 2<a<<Q. La famille 4. est définie par D’opération

(2 Ss)a et 8. est celle des ensembles qui s’obtiennent & partir des
1B<C e
f;inﬂles A. par les opérations (a) et (f) indéfiniment répétiées. Le
probléme de E. Sélivanowski a été posé sous une forme générale:
tous les ensembles A.., disjoints sont-ils toujours séparables au
moyen des ensembles S,? En procédant comme auparavant, on
parvient a la réponse négative?).

Exemple 2 (un théoréme de MM. L. Xantoroviteh et
E.Livenson). MM.L.Kantorovitch et E. Livenson ont démontré
que les ensembles des familles 4., considérées plus haut, sont des
ensembles qui appartiennent & la fois aux classes projectives P,
et C, 2); ils ont signalé aussi ’existence d’un ensemble appartenant
4 la fois aux classes P, et (, sans appartenir & la famille 4,.3%) ol
1<a< . :

’ Nous allons déduire de notre théoréme la deuxidme partie de
cette proposition. En effet, nous n’avons qu’a prendre pour @y
Popération (4) de Souslin, pour R la familla de tous les ensembles 4.,

') D’autre part, tous les ensembles A«+1 disjoints sout tovjours séparables
au moyen des ensembles appartenant & la fois aux classes Aot et (dat)c.
De plus, nous pouvons démontrer le théoréme suivant:

Soit R une famille d’ensembles de Vespace R, telle que R CRy et BeR. Alors
deux ensembles disjoints de R, sont toujours séparables au moyen des ensembles
appartenant & la fois aux familles Ry et R, . CL K. Kunugui, 1, ¢., p. 19, th. 10.

?) L. Kantoroviteh et E. Livenson: Sur les ensembles projectifs de
M. N. Lusin, C. R. de Paris, t. 190 (1927), pp. 1113—1115. C. Kuratowski:
Les ensembles projectifs et Vopération (4), C. R. de Paris 203 (1936), pp. 911—913;
Les suites transfinies d’ensembles et les ensembles projectifs, Fund. Math. XXVIII,
pp- 186—196.

%) L. Kantoroviteh et E. Livenson, 1, ¢c., Fund. Math. XVIII, p. 217;
Sur quelques théorémes concernant la théorie des ensembles projectifs, . R. de Paris
204 (1937), pp. 466—467.
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enfin, pour O ’ensemble lindaire [JX 6,] ot B, est une base de I’opé-
ration de Souslin généralisée, telle que So,{F}=P, Nous pouvons
supposer que 6, est un complémentaire analytique. II est évident
que 8o {G}=Sa{R)}=P,, de sorte que S est une opération de Souslin
quasi-généralisée, qui est d’ailleurs d-multiplicative. Les conditions
(1)—(4) et la condition (5) P,D®4c sont réalisées trivialement.
Il existe donec en vertu de notre théoréme un ensemble plan 3 ap-
partenant & la fois aux classes P, et O, et qui est universel pour
tous les ensembles lindaires 4, o 1<a<@Q. L’ensemble 3 n’est
forecément aucun de ces ensembles, c. q.f. d.

Du reste, notre méthode s'applique également & étude des
propositions analogues concernant les ensembles projectifs des
classes a supérieures (2<<a<).

Université Impériale de Hokkaido, 10. IV. 1937.
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