{00 C. Kuratowski.

fonction propositionnelle que nous désignerons par le symbole
‘Zq?n(m) ou 991(50)+(P2(m)+.-. 1).

n=1 0

- On constate aussitdt que J) Yo, (2)=23 ]’cp”
X n»—l .on=lx

le raisonnement du NO précédent, on en conclut qu’étant donnée

une définition de 4 du genre considéré & présent, I’ensemble F

qui vient lui correspondre est encore borelien. Il en résulte en par-

ticulier que le bon ordre w'admet pas de définition de ce genre.

. En reprenant

Tandis que le type w, par exemple, se laisse déﬁnir de cette fagon, bien

quil ne puisse 8tre défini sans I'emploi de 'opération u%( x) 2). Voici la dé-
finition du type @ =

H[E(“S) ..J‘Pn(m)]
x y n=1

o g @)= [[l(z<z)~E=y)+..+E=y,).

Uyoln #
Par conséquent:

(te B)= (M;= )

Z\ 1) =

Ilv1e11t E (C—

= (t:0) - [][(t0 = 2)~
1

t<f~>=2)ﬁ[<t<’*>—- ) (i <m) = (p=fy )+ oot (o=1,)]}

(.

0))- [[(0—0+ E*Oj . ZD,,,i) olt la sommation J*8’étend
{ 7

\"(t(]) = 2) (v <ny) 2 \ ‘/’u(t )]
/

n=1

011 wntz

aux indices j tels que r;<r; et 0% Dp,y=3'(Tj, + ... 0) —3/°0p), la sommation 3°
o e & k I

. e
gétendant aux indices % distincts de tous les i, ...,§, b tels que r,< 7.

1) Comme M. Tarski a remarqué, cette opération peut étre introduite
de la fagon suivante: on postule qu’a chague suite infinie de fonctions propo-
sitionnelles @;(z), pa(w), ... correspond une fonction propositionnelle w(x,n) de
deux variables (dont la deuxidme est un entler positif variable) qm pour chaque n

équwaut & @n(x) et on définit Lopération 2 par I'équivalence ¥ (p,l( Y= Vw( 7).
Il"'

Voir & ce propos A. Tarski La notion de vémté dans les langages des scwncea dé-

ductives, Travaux de la Soc. des Sc. de Varsovie 1933, p. 110,

Ajoutons que la variable & peut étre remplacée par un systéme fini (fixe)
de variables «, ¥, ... 2.

-%) D’aprés un théoréme de M. Tarski. Voir Fund. Math. 26, p. 300.
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' §1. Transformations 3 petites tranches.

Une transformation ge ¥ s’appelle e-transformation, lorsque
XCY et |g—g(»)|<e pour tout xeX. On dit que la propriété (a)
est un dnvariant de petites transformations, lorsque, pour chaque
espace Y et chaque ensemble XCY qui jouit de la propriété (a )
il existe un >0 tel que, quelle que soit la e-transformation geY s
Pensemble ¢(X)C Y jouit aussi de la propriété (a).

Une transformation continue ¢ d'un espace X s’appelle trans- .
formation & e-tramches, lorsque d[g—(y)]<e pour tout yef(X).
On dit que la propriété (o) est smvariante par rapport auw trans-
formations & petites tranches, lorsque, pour chaque X ayant la pro-
priété (a), il existe un >0 tel que, quelle que soit la transforma-
tion g de X & s-tranches, Pespace g(X) jouit aussi de la propriété (a).

Evidemment, chaque propriété invariante par rapport aux
transformations & petites tranches l’est aussi par rapport aux petites
transformations. X1 est démontré 2) que, pour les espaces X compacts

1y Cf. 8. Eilenberg, Sur les espaces multicohérents I, Fund. Math. 27
{1936), p. 158—190. Cet article sera cité dans la suite comme M.
% 8. Eilenberg, C. R. Paris 200 (1935), p. 1003.
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et pour les propriétés (a) qui sont des invariants d’homdomor-
phie, la réeiproque est aussi vraie.

Théoréme 1. Pour tout espace compact X, chacune de deuwx
propriétes:
(+)  b(X)=n, (++)  r(X)=zn

est un invariont des transformations & petites tramches.
Dans le cas o r(X)<oo, il est de méme de la propridié

5 : by(X)—r (X)=n.

Démonstration. Plongeons Lespace X dans le cube Q. de
Hilbert. Nous allons montrer que chacune des propriétés (+), (++) et (*; ny
est invariante par rapport aux petites transformations.

.Considérons & fonctions arbitraires

(i) h | fu fzi“'? f;,ESX-

Soit' U)X un ensemble ouvert sur lequel les fonctions (i) se
lalssent étendre 2) et supposons-les déja étendues sur U. Choisissons
un nombre £>0 agsez petl‘o pour que U(X,e)CU 4).

Soit maintenant geQm une s-transformation. Le segment recti-
ligne w,g(x) étant pour tout ze¢ X contenu dans U(X,¢), on trouve
que- les fonction. (i) sont respectivement homotopes aux fonetions
119 2955 Fog €85, Tl en résulte que lindépendance linéaire des
fonection (i) entraine celle des fonctions

X
Foo Ty oves € 890,

Admeb’oons que b (X)>=mn, c.ad quil existe n fonctions
T Fayens Fl eS linéairement indépendantes. En posant k=mn, il existe
n transformamlons lindairement indépendantes de ¢(X) en §,, d’oir
b[g(X)1>n. L'invariance de (+) est ainsi établie.

Admettons que 7(X)>n. Il existe donc une décomposition
X=2X,+X, et n fonctions linéairement indépendantes FisFar oot € S‘f,
telles que f,~1 sur X; pour i=1,2,...,.n et j=1,2, Posons k=mn.
Il existe %) alors deux ensembles ouverts V) et Vy tels que

X,CV;,CU et #fH~1 sur V; (1==1,2,...,m5 §=1,2).

%) My, p. 157, (4).
) U(X,=) désigne Lensemble des points dont la distance de X est <8,
5) M, p. 157, (B).
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Choisissons un >0 assez petit pour que U(X,e)CV,; et
U(Xpe)C Vo

Pour toute e-transformation g de X, on a alors la décompo-
sition g(X)=g(X,;)+g(X,;) ou

fi~r1 sur g(X)CV;

Il en résulte que r[g(X)]>n, puisque les fonctions f; sont lindaire-
ment indépendantes sur g(X). Ainsi Pinvariance de (++) est également
établie. . .

Admettons enfin que 7(X)=m et que b (X)—r(X)>n. 1l existe
alors n--m. fonctions linéairement indépendantes fv forees 1 +meSf,
Posons k=n--m. :

Supposons que byfg(X)]—rlg(X)]<n. Soit donc g(X)=Y,+7Y,
une décomposition telle que b [g(X)]—p(¥y, Y,)<n. Posons
X,=g¢"(Y,) et A,=¢1(Y,). Soit b la transformation homomorphe
de 87 en sous-groupe de S7, faisant correspondre 4 toute fonction
Fe 8 1a fonction h(f)=fgeSi. Or, f~1 sur ¥; implique fg~1
sur X;=g¢-1(Y;), de sorte que

h[P (X3, Y,)]C P (Xy, Xo).

L’indépendance linéaire des fonctions f,, f,,..., f, +me;5’f implique
(& cause du choix de ¢) celle des fonctions fg,7,9,.-.,7, +mge;S'IX, et
comme f,g=h(f), on a donc

A (81 @ P(X)/P(X

(i=1,2,0ym5 j=1,2).

zn+m 8).

Enfin on a:
n>by [9(X)]—p( Yy, To)=A[S(P| P (¥, Ty)] >
/éf»[h (819 [h(P (X, X)) = |
— A[R(S1™) @ P(X)[P(X)]— &[h(P(¥y, ¥y))® P(X)/P(X)] >
>n+m—ﬁ[P( 0y Xo) [ P(X)]=n~+m—p (X, X,) =
= n+m—r(X)=n+m—m=mn,

La supposition que byfg(X)]—rlg(X)I<n conduit ainsi & une
contradiction.

8y Gk M, p 167 renvoi 1), ot p. 161, renvoi?®).
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Un raisonnement analogue & celui de la démonstration du th. 1
permet de démontrer le

Théoréme 2. Soient: X un sous-ensemble fermé d'un espace Y et
{X™ une suite d’ensembles convergeant vers X=[[X" 7). On a alors:
n

b(X) < liminf (X", r(X)< lim inf ¢(X7)

Dans le cas ol r(X)<oco, on a aussi
by(X)—r(X)< lim inf [b,(X")—r(X")].

Rema;rQue. Les th.1 et 2 subsistent, en remplacant la fon-
- otion r(X) par chacune des fonctions 7,(X) 8).

Comme une application du th. 1 citons le

Théoréme 3. 8i un continw X est un groupe lopologique, on
a sott r(X)=0 soit r(X)=1.

Pour la démonstration, il suffit — avant Q’appliquer le th, 1 —
de remarquer que: 1° le th. 3 est vrai dans le cas ol X est un groupe
de Lie®) 2° quel que soit £>0, on peut transformer X en un groupe
de Lie par une transformation (méme par une homomorphie) &
e-tranches 19).

§ 2. Décompositions et nerfs.

Congidérons une décomposition finie d’un espace X en en-
sembles ouverts (non vides):

(9 X=G1—|—G2++Gk

et désignons par N(S) le nerf de cette décomposition™). Le sommet
de N(9) correspondant & @; sera désigné par P, Soit heg(x) la bien
connue transformation de M. C. Kuratowskil), qui transforme X
en sous-ensemble de N(9). ,

") ¢.4d. que pour tout &>0 Lensemble U(X, ) contient tous les ensem-
bles X#, sauf peut-8tre un nombre fini,
8) My; p. 180,
%) M, p. 177, cor. 4.
) Cf. H, Freudenthal, Ann, of Math. 37 (1936). p. 69.
1) voir p.ex. C. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyozne 38,
Warszawa—Lwéw 1933. p. 92—05,
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(1) Prémisses: 10 Tous les sommandes Gy (i=1,2,....k) de lo dé-
composition () sont connexes, :
20 ‘feSfV(g),
3% fhg~1 sur X.
Thése: f~1 sur N(9).

Démonstration. Appelons cyclique un systéme ordonné
(8') G@-l, Giz,..., Gis (I<<y<h; 1<),

lorsque N(8') est une courbe simple fermée.
Supposons que fnon~1 sur N(§),
Nous montrerons d’abord qu’alors

(1) 4 ewiste un systéme cyclique (§') pour lequel on a fnon~1 sur
NE)C N ().

11 exigte, en effet, au moins une courbe simple fermée composée
d’arétes de N (8) est sur laquelle fnon~1 ®). Choisissons-en celle
dont le nombre d’arétes est le plus petit: '

C=1i,, Pi, +Dip Dig+ oo FDi_ s Vi iy D

Soit (9') le systéme Gﬁ’ G@'g""’Gis aingi déterminé. On a alors
OCN (9). Supposons que C==N (§'). Il existe doncune aréte A C N (§')
dont les sommets (et seulement eux) appartiennent 2 O. Cetfe
ardte détermine deux courbes simples fermées C; et O, telles que

01+ 02= 0+.A., 01‘02:.A.

Comme le nombre d’arétes de chacune de ces courbes est inférieur
4 celui de C, on a f~1 sur C; et sur C,. Of, C;-C, étant connexe,
on en déduit ) f~1 sur 0+ C,, contrairement # la relation supposée
fnon~1 sur 0C O+ 0, L'égalité (=N (§') est ainsi établie, ce
qui prouve que le systéme (§') est cyclique et que

(ii) fnon~1 sur N(§).

12) gela résulte de M, p. 157, (8) et de la proposition suivante: Soient: K

_ un polyddre (avec division simpliciale fize), Ky} la somme de ses aréies et fe SY.

La relation f~1 sur Ky implique alors la relation f~1 sur K. Démonstration
immédiate & I'aide de My, p. 1567, (6).
By My, p. 167, (6).
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Considérons l'ensemble X'=@; G, + G*'s‘ Chacune des
fonctions hg et hgr transforme I’ensemble X' en sous-engemble de N(9).
Ces deux fonctions sont homotopes, puisque, pour tout ze X', le

segment rectiligne hg(z), hg() apparticnt & N(9). Il en résulte que
fhg:~fhg sur X', d’oul en vertu de 3°

(iii) fhg-~1 sur X'

Soit ¢ une transformation homéomorphe de N(§') en §;. On
a done fg’“leSf‘ et, en vertu de (ii), fg~'mon~1 sur §;. Il existe
par conséquent ) un n=:0 tel que

fgl(z)~2" sur 8.
Il en résulte en vertu de (iii) que
[gha 1" ~fg~! ghg:~fhg:~1 sur X',
ot 5) - ,.
ghg:~1 gur X',
Il existe done une fonction peRY telle que

{iv) ghg(w)=¢®=  pour tout weX'.
Le systeme

9) Gi1: Gi27---’ Gi

) ) 8
étant cyclique, il en est de méme, d’aprés la définition de hgs, du
systéme )

b (G5 )y hgr (@) ees higr (6 )y
done aussi du systéme '
ghgr(G5), ghgr (G4 )s ey gigr(6;)
et finalement, en vertu, de (iv), du systéme
9(Gi)s 9(Gi,)y ey (G )

Les ensembles G; -gtant connexes, ¢(G; ) lest également. Or, il
est évident qu’il est impossible d’obtenir sur la ligne droite I, un
systeme cyclique d’ensembles connexes.

1) Fund. Math. 26 (1936), p. 90, (4).
1) ibid., p. 89, (3).
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Théoréme 118, Pouyr toute décomposition finie (§) dun espace X
en ensembles ouverts et connexes, on a:

(+)  b(X)Zb[N(9)], (++)

Démonstration. Si, pour une transformation ge Y

r(X)=r[N (9)].

(h) fg~1 sur X entraine f~1 sur'Y,
quelle que soit la fonction feS{, on a
by(X) =Dy (Y) et r(X)zr(Y) V).

Or, en posant Y=N(§) et g=heg, Phypothése (h) est satisfaite
en vertu de (1). Par conséquent on a les inégalites (+) et (++), ¢.q. L. d.

(2) Soit X un continu et (§), p. 104, sa déeomposition finie en en-
sembles owverts de diamétre <<e[5. Il existe alors ume tramsfor-
mation ge[N (971" & e-tranches, telle que g(X)=N(9).
Démonstration, Soit

N(@=41+d+...4+ 4,

1a décomposition de N (§) en simplexes ,saturés®, c.ad. qui ne sont

pas faces des autres simplexes de N(9). Tout simplexe 4; aux som-

mets Digp Piyy s Di, correspond & un ensemble ouvert non vide

U¢=G¢1~G@-2-...-G¢aj. Tes simplexes 4; étant saturés, les ensembles U;

auxquels ils correspondent sont digjoints deux & deux.

X étant un continu et U; en sous-ensemble ouvert non vide
de X, il existe un continu X;CU;. Soit f; une transformation con-
tinue de X; en 4; (f(X))=4)).

D’aprés la définition de la transformation hg, on & he(T) C4i,
done aussi hg(ﬁi)CAz. Soit ¢; une transformation continue de U;

en 4; telle que _
hg(%) pour xelU;—U;

9:(@) z{]‘,(ac) pour zeX;.
La transformation g de X, définie par les formules
gi(x) pour wel:
9@ :{ hg(®) pour 2eX—XU,

est continue et on a 4;C g(Xy), done g(X)=N(5). Reste & montrer
que g est une transformation & e-tranches.

(1=1,2;..s1);

1) ¢f. H. Hopt, Fund. Math. 27 (1936), p. 41.
w) M, p. 168.
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Remarquons d’abord que:
(V) pour tout weGy, le segment hg(w),p: est contenu dans N (8),
(vi) pour tout we X, lo segment hg(z), (%) est comtenu dans N ().
Soit ry el , wseGiﬁ et g(x)=g(z)=y. En vertu de (v) et
de (vi), la ligne brisée

pz'lahg‘,’(wl)‘*‘h@(‘”l);?/"‘%h§(m5)+h§(m5)api5
est contenue dans N (¥). Il en résulte Iexistence des sommets Piy Dy,
et p;, de N (9) tels que la ligne brisée

Piyy iy TDiys Diy +Digy i, 04, Di
est contenue dans N (9). Autrement dit: on a G'ij'Gi,_,.l:l:O pour
§=1,2,3,4. Comme 6(G¢j)<a/5, il vient 6(G@-1—}-G¢2—[-G¢3—[~Gi4 - Gi5)<a
et finalement |»,—a;<e, puisque DreG; eb wyel .

Théoréme 2. Quel que soit le continu localement connewe X, on a.

by(X) = s LIN(S)] et r(X)= e;g)p LN (9)]

o (8) parcourt toutes les déocompositions finies de X en ensembles
ouwverts et conmexes.

Démonstration. Les inégalités
by(X) > sup b[N (8)] et r(X) = sup r[N (8)]

résultent du th.1. Pour démontrer les inégalités inverses, sup-
posons que by(X)>m et r(X)>n, En vertu de § 1, th. 1, il existe
un £>0 tel que pour toute transformation continue f de X 4 e-tran-
ches on a b[f(X)]>n, et r[f(X)]=n,.

X étant un continu localement connexe, il existe une décompo-
sition. (9), p. 104, de X en ensembles de diamdtre <e[6, ouverts et
connexes. En vertu de (2), il existe done une transformation con-
tinue g de X & e-tranches, telle que g(X)=XN (9). Par congéquent:
WN(9)]Zn, et r[N(9)]=n,.

Remarques: 1) Nous avons démontrés un peu plus que n’exi-
geait 'enoncé du th. 2, & savoir que les indgalitiés by(X)=n et r(X)=n,
entrainent ’existence d’un e>0 pour lequel les inégalités b,[ N (9)]>=n,
et r[N(9)]>=n, se présentent pour toute décompogition finie (§)
de X en ensembles de diambdtre <&, ouverts et connexes;
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2) Dans les raisonnements de ce § qui précédent, .la fon-
ction 7(X) peut étre remplacée partout par chacune des fonetiong
r(X)®). Par contre, le th. 3, qui va suivre, n’est valable que pour

la fonction #(X) (=7,(X)) et nous n’en connaissons pas d’énoncé
analogue pour r,(X).

Théoréme 318), Quel que soit le continu localement commexe X,
on @ . . , :
‘ 7(X) = sup b,[N(9)]
©)
ot (8) parcourt toutes les décompositions finies dordre 2 ) de X en
ensembles ouverts et conmewes.

Démonstration. Pour toute décomposition () en question,
on a dim [N(9)]<1 d’ou r[N (§)]=b[N($)] ®). En vertu du th. 1,
on a done r(X)=b,[N(8)], ce qui donne 7(X)>= sup b, [N (9)].

Pour établir l'inégalité inverse, admettons que 7(X)>=n. 11
existe alors une transformation monotone ) g de X telle que

blg(X)]=n, et dim [g(X)]=1.

L’espace Y=yg(X) étant un continu localement connexe de
dimension 1, il existe pour tout >0 une décomposition finie d’ordre 2

9) Y=@Qi+Gy+...+G,

en ensembles de diamétre < e, ouverts et connexes. En vertu du
th. 2 ‘(remarque 1) on peut prendre ¢ suffisamment petit pour que
Pon ait aussi b,[N($)]=n.

Posons Gi=g~(G) et considérons la décomposition

(9) : X=01+Gy+...+Gy.

C'est une décomposition finie d’ordre 2 et on a N (§)=N(8"), d’ou
b[N(9)]=n. La transformation g étant monotone (et continue),
chacun des ensembles G; est connexe et ouvert. La décomposition (9)
satisfait donc aux conditions du théoréme, en réalisant en méme
temps l'inégalité b,[N (§)]=n. '

18) C’est M. 8. Lefschetz qui m'a posé le probléme de caracteriser r(X)

par les nerfs de certaines décompositions.

1) Une décomposition de X est dite d’ordre 2, lorsque tout ¢ X appartient
au plus & 2 sommandes.

) M, p. 162, cor. 6.

M) My, p. 168, renvoi 2) et p. 174, th. 4.
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Remarque. On peut remplacer dans les th. 2 et 3 10& aé-
compositions finies en ensembles ouverts et connexes par leg dé-
compositions finies en continus. Cela réyulte du fait que, X étant
un continu localement connexe, il existe pour chaque décomposition
finie de X en engembles ouverts et connexes une décomposition.
finie de X en continus ayant le méme nerf, et réeiproquement.

§3. Le groupe fondamental.

Dans M,, p. 175, nous avons défini pour tout groupe topolo-
gique @ le nombre entier non négatif 7(G) et nous y avons établi,
pour tout continu X localement connexe, 1'égalité 7 (X)=7[m,(X)]
ol my(X) désigne le groupe fondamental de X #).

A présent, nous allons définir la fonetion (@) d'une fagon
plus simple et donner une nouvelle démonstration de 1'égalité ci-
dessus. L'équivalence des deux définitions de 7(@) sera établie plus
loin. au § 5, p. 115, (1).

La fonction 7(G) sera définie par la condition:

(@) =n, lorsqu'il existe une transformation homomorphe (done
aussi continue) de G en §_ tout entier, ol §, désigne le groupe discret
A n générateurs libres.

Théoreme 1. Quel que soit le continu localement connexe X, on &
7(X) =7 [my(X)].

Démongtration. Soit »(X)>=n. En vertu de My, p. 173, th. 2,
il existe un polyddre (topologique fini) P;C X de dimension I, tel
que by(Py)=mn et qui est un rétracte de X. I1 en résulte *) que 7, (Py)
est une image homomorphe de m(X). Or, my(P;) étant isomorphe
a §,, il vient t[m(X)]Zn. L’inégalité r (X) <77 (X)] est ainsi établie.
Reste 4 montrer que 7(X)>=t[m(X)].

Supposons & ce but que z[m(X)I>n; soit done h une trans-
formation homomorphe de m;(X) en §, tout entier.

Soit ¥ un continu composé de n circonférences S1,1, St .ev) 1,0
dont chacune est tangente & toutes les autres en un seul point,
notamment au point 1. Chacune des circonférences Sy, suposées
orientées, est un parcours fermé appartenant & un élément s; de m(Y).

22) Pour la définition de my(X) voir W. Hurewicz, Beilrdge zur T'opologie
der Deformationen IV, Aspherische Riwme, Proceed, Akad, Amsterdam 89 (1936),
p. 218.

2) K, Borsuk, Fund. Math. 21 (1933), p. 91, Satz 1.
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On sait que les éléments sy, sy, ..., s, forment un systéme de générateurs
libres de m(Y). Le groupe (discret) m,(Y) étant par conséquent
isomorphe & §§,, on peut admettre que h[m(X)l=m(Y). ¥ étant
par définition un polyédre de dimension 1, done un espace asphé-
rique dans le sens de M. W. Hurewicz ), il existe %) une trans-
formation continue g de X en ¥ qui correspond & la transformation ,
c.a d. telle que pour tout parcours fermé W dans X tel que Wewem,(X)
on a g(W)eh(w)eam(XY).
Posons pour i=1,2,...,n:

Yy pour ye8y,;
1 pour y e S,y
(ii) fi(w)=71g(x) pour ze X.

(i) —
i) i,

On a feS1,. Nous avons ainsi obtenu n transformations continues
firfy - f, de X en Si. Nous allons montrer que ces transformations
sont 19 lindairement indépendantes 2° 2-compatibles 26). Il en ré-
sultera directement que r(X)=n.

n
19 Soit 7‘=iqffi et f~1 sur X.

Comme A[m(X)]=m(Y), il existe un w;em;(X) pour lequel
h(w)=s;. Soit Wiew;, On a alors g(W;)eh(w)=sem(Y), done
que g(W;)==84,;. En vertu de (ii), on a par conséquent f{ W;)=r,(S1,),
d’olt en vertu de (i)

fi(Wi)es et  f(Wy)ee  pour j==1,

ol ¢ désigne 1'élément neutre de s(Y). On a alors d’une part

F(W:) es?t
et d’autre part, vu que f~1 sur X,
f(Wi)ee,
d’ott p,=0. Il est ainsi démontré que p,=p,=..=p,=0, puisque

% a 6été choisi arbitrairement.

2) 1, ¢., p. 216.

28) ibid., p. 219. Remarquons que le th. de M. W. Hurewicz s’applique
augsi bien au cas ot X est un polyédre infini.

) My, p. 188,
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20, Soit
S1i=L1,i+ Lns
yune décomposition de Sy, en deux demi-circonférences avec le point 1
comme l'une des extrémités communes. Pogons
Y=Lj1+Lys+...+Ljn
Xy=g~(X)).
On obtient ainsi une décomposition X=X, X, de X en deux

ensembles fermés. On trouve d’apres (1) que 7(¥;)=Ly:, d’olt d’aprés
(i), f(X)CL;: et par conséquent

f{Nl sur .X:/

(=1,2)

(i=1,2,...,m; j=1,2),

ce qui exprime la 2-compatibilité des fonctions f, fyy ...y f,-

§4. Polyedres infinis.

Nous allons étendre sur les polyddres connexes infinis 27) les
résultats établis pour les continus localement connexes dans le §
précédent et dans My, ITI, § 1.

Dégignons par K un complexe géométrique connexe qui est
une division simpliciale du polyédre connexe infini P. Les simplexes
seront supposés fermés, donc les sous-complexes de K aussi.

(1) Pour tout sous-complexve K, de K, il existe un sous-complexe
connewe Ki de K, tol que KiC K et que OC K} entraine O CK,
pour toute courbe simple fermée C.

Démonstration. Rangeons tous les simplexes 1-dimension-
nels de K en une suite

1 1 1
A1, A-z,, ceey Ai, ee s

) Un polyddre infini est un ensemble P qui admet une déeomposition

=]
simpliciale, ¢.4d. une décomposition de la forme P==Y4, on 4; sont des sim.-

plexes géométriques assujettis aux conditions: 19) 4;. 4; est une face (de dimension
Z—1) de 4; et de 4;; 2°) ancun point de P n'est un point d’aceumulation d’une
suite de points appartenant A de divers termes de la suite {44, Un polyddre
infini est ainsi localemont un polyddre fini. I'ensemble vide étant aussi un gim-
plexe, la définition d'un polyddre infini embrasse celle du polyddre fini.
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Posons H, = K, et supposons le sous-complexe H,—; déja défini.
Soit 4, le plus petit entier tel que 4}, —H, ;=0 et que ¢ CHpt43,
entraine C(CH,— pour toute courbe simple fermée (. Posons
Hn=H,,-.1+A}n ou H,=H, ;, suivant qu’un tel i, existe ou non.
Posons enfin K;=) H,.

n=1

Considérons une courbe simple fermée 0 K;. La courbe € étant
un ensemble compact, il existe un n tel que O H,. En vertu de la
définition de H,, on a donc O CH,— et, par induction, CCH,=K,.

Reste & montrer que Kj est connexe. Supposons le contraire.
K étant connexe par I’hypothése, il existe alors un simplexe 4;
tel que 4;j—K;+0 et que OCK;+A4! entraine 0CEK, pour toute
c.8.f. C. En vertu de la définition de 4, on a done i,<j pour tout n.
Tous les indices 4, étant distincts par définition, il cessent d’exister
& partir d'un certain n,. Par conséquent Hy=H, 1=K;. Or, clest
impossible, puisque § peut tre pris comme ine+1 (dans le cas oi
il n’existerait pas d’entier plus petit avec lesdites propriétés).

Théoréme 1, On o
7(P)=sup [by( X, Xp) —1],

en faisamt parcourir X, et X, les ensembles fermés et conmexes tels
que .P-—_— X1+X2.

Théoréme1'. On a
7(P) = sup [b, (K- Ka)—1],

ot Dopérateur sup s’étend sur toutes les subdivisions simpliciales K,' dela
division simpliciale K de P et sur toutes les décompositions K = KK
de K' en sous-complexes connewes de K'.

Démonstration. Pour toute décomposition P=X,+X, en
ensembles fermés et connexes, on a  p(X;, X,)="b,(X;-X,)—1 %),
d’olt r(P)z=sup[by(Xy-X,) —1]. Comme on a évidemment

sup [bo( X1+ Xz) —11>sup [by( K1+ Ko) —1],

il suffit de prouver que r(P)< Sll]_)[bo(K;'.K;)——l].

%) M,, p. 168, (12).
Fundamenta Mathematicao. T, XXIX. 8
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Admettons »(P)>n. Il existe done n fonctions lindairement
indépendantes f,,f,,....f, €87 et une décomposition en ensembles
fermés P=X,+X, telle que f~1 sur X; (¢==1,2,..,7;j==1,2).
Soient 2) U;D)X; deux ensembles ouverts tels que f~1 sur
U; (i=1,2,..,m, j=1,2).

Le complexe K admet3?) une subdivision simpliciale I’ qui
contient deux sous-complexes IK; tels que X;CIH;C U, Soit .K}
le sous-complexe connexe de I’ corru.spondwnt & Ly en vertu de (1).
On a done K'=K 4K, et, pour tout i=1,2,..,n et j=1,2, f~1
sur K;, puisque KjC Uj Done, & plus [orte mlhon f~1 sur toute
courbe simple fermée CCK,. Il en résulte (coni‘ormémenb & (1))
que f,~1 gur tout courbe simple fermée O CK, ol ) f,~1 sur I{
Tl est ainsi démontré que p (K, K, ) =n. K ot I, étant (,(mmsxes
et fermés, on a done ) by(K;-K;)— 1>n, c. q.f. d.

Le th. 1’ permet de déduire leg théordmes suivants, tout comme
dans le cas des continug localement . connexes:

Théoréme 2. Pour que Von ait r(P)z=n, il faut et i suffil
qu’il existe un polyédre (lopologique fini) & 1 dimension P,C P, tel
que by(P)=mn et qui est un rétracte de P.

Théoréme 3. On a
r(P)=sup by(¥),
ot Y parcourt tous les rétractes 1-dimensionnels compacts de P.
Théoréme L. On a
r(P)=7[m(P)].

Le th. 4 implique la proposition suivante 32):
Lorsque by(P)=1, le groupe n,(P) §'il est libre il est isomorphe & F,.
En effet, il existerait en cas contraire une transformation homomorphe

de 7y(P) en G, (tout entier), de sorte qu'on aurait {7, (P)]=>2, d’or selon le th. 4
r(P)=2 et & plus forte raison b,(P)z=2.

@) M, p. 167, (5).

%) P. Alexandroff et H. Hopf, Topologic I, Berlin, Springer 1935, p. 146,
8y I, p. 157, (8).

) Cf. Fund. Math. 28 (1937), p. 241.
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§ 5. Propriétés algébriques de z(G).

Soit ¢ un groupe topologique. La fonction (@) a été définie
(p-110) par la condition:

T(G)=n, lorsque §, est une image homomorphe de G.

Un sous-groupe @' de @ est dit rétracte de G, lorsqu’il existe
une transformation homomorphe (done. aussi continue) h, trans-
formant & en G’ de manidre que h(z)=x pour tout we@” (voir
M, p.175).

(1) Pour que Von ait ©(G)=n, il faut et il suffit qu’il ewiste un sous-
groupe discret @' de @, isomorphe & §, et qui est un réiracte de G-

Démonstration. Il est évident que la condition est suf-
fisante. Pour prouver quelle est aussi nécessaire, admettons
que 7(d)=n. Soit h une transformation homomorphe de G en 5.
tout entier. Désignons par A4, 4s,...,4, les générateurs libres de F -
Comme h(@)=F,, on peut trouver des ai,as,..,a,¢G tels que
h(a;)=A4; pour i=1,2,...,n. Posons @(4;)=a;. La transformation ¢,
aingi engendrée, est une isomorphie entre §, et le sous-groupe G
de G engendré par les éléments aj,as,...,a,. La fonction ¢h donne
la rétraction cherchée.

La proposition (1), qui vient d’étre établie, montre que la
définition actuelle de v(@) équivaut & celle de M,, p. 175.

Passons aux formules concernant le produit direct @ x @,
et le produit libre @,O @, des groupes topologiques @, et G,. On a:

) 7(Gy X Gy)=max[7(G), 7(Gy)],

[

(
(

- (3) (G, OGy)=7(G) +7(Gy).

Une démonstration (algébrique) de(2), due & M. W. Hurewicz,
a été donnée dans M;, p.179. En appliguant la nouvelle définition
de 7(@), elle devient plus simple et concerne des groupes topologi-
ques G, et ¢, arbitraires.

Pour démontrer (3), remarquons que les transformations homo-
morphes h(G,)=F, et hy(@,)=F, engendrent une transformation
h(GOG,)=F, O‘{f &H_", d’ol 1(GIOG~2)>1(G1)+1(92)

Pour &tablir " Pinégalité inverse, admettons que v(G)<<co,
7 (@) <oo et 7(G,OG,) =n. soit done k(G OGE,)=F, une trans-
formation homomorphe. Tout sous-groupe de §, étant libre les
groupes h(@,) et h(G,) sont libres.

/*
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Soient done:
Ay Azy ey Ay MQT(GJ,),
By, Byy ...y Buyy ‘ 1y <7 (@)

les systémes de générateurs de h(Gy) et de h(@,) respectivement.
Tout élément de §, étant de la forme f(a;) (b)) f(@,) f(B)) ... (@) f(1)),
ol @, ap,...,a,¢ G, et b,by,...,b,e@G, on en déduit que

Aty Ay, oo, Ay Biy By vy By

est un systéme de générateurs pour §,, d’olt nKnyny <TGy )+7(Gy).
Comme l'application directe de (3), on a ‘

(4) —y({}'ﬂ):-—..n,
ce qui peut d’ailleurs 8tre établi aussi d’une fagon topologique.

(B) (@) est la plus petite parmi les fonctions o (G) telles que 1° p(F,)=n
20 o(@)Ze(@') pour toute image homomorphe G' de G ‘

En effet, si §, est une image homomorphe de @&, on a
(@) Ze(F,)=n, dout p(G)=7(G).

(6) G dtant abelien, on a T(F)<1.

Considérons un groupe discret G avec les générateurs

(l) -A-1,-A-27---’~An 1~<\'n,<oo
et les relations définissantes (non triviales)
() R(d)=1, Ryd)=1, ..., Ruld)=1 O0<m<oco.

Désignons par A(G) le groupe provenant de 'abelisation de G.
A(G) peut done &tre défini comme groupe abelien avec les générateurs
i Aty By vevy Ui
et les relations définissantes

(it") By(a)=0,  Rya)=0, vy RBu(a)=0

ou Rya) s’(‘)bﬁ‘iem.; de R(4), en remplagant respectivement 4, par o/
et la multiplication par I’addition (commutative).

Voici quelques propositions qui permettent dans certains cas
d’évaluer le nombre 7(G):
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(7) (@) <ALAG)]. )
(8) T(@)=0 équivaut & la condition que le groupe U(G) soit fini.
(9) AW(E) =1 entraine (G)=1.
(10) m<n  entraine  T(G)>0.
(11) m>0  entraine T(G)<n.
(12) n=2, m=1 entraine t(G)=1.

Démonstrations: Ad (7). Soit ¢(G)>k. Il existe donc une
transformation homomorphe de G en §,. Cette transformation en
détermine une de A(@) en A, =A(F,), Aot R[A(G)]=#(Ux)=Fk.

Ad (8). Si le groupe A(G) est fini, on a A[A(G)]=0 et, en
vertu de (7), 7(6)=0. il est infini, il est de la forme §,x G,, d’ou
7[A(G)]=1. Comme A(GF) est une image homomorphe de &, on a
T(F)=1 en vertu de (B). :

Ad (9). On a 7(@)<1 en vertu de (7) et 7(G)>0 en vertu de (8).

Ad (10). Soit U, le groupe abelien libre & m générateurs (i')
et Gy son sous-groupe engendré par les éléments (ii’). On a done
WE)=U/G1, Pott R[A(F)]=R (W) — & (G1)=n—&(G1)=n—m>0.
Le groupe A(G) est done infini, d’oht 7(G)>0 en vertu de (8).

Ad (11). Soit §, le groupe libre engendré par les générateurs (i).
En y posant (ii), on en obtient le groupe @. Il en résulte une trans-
formation homomorphe g de §, en & Comme m>0 (les relations
(ii) n’étant pas triviales), cette transformation n’est pas une iso-
morphie. En supposant maintenant que z(@)>=n, il exigterait une
homomorphie » de @ en § , de sorte que hg serait une homomor-
phie, mais non une isomorphie de §, en ,, ce qui est impossible®).

Ad(12). Onaz(@)>0selon (12)et 7(G) <2 selon (11), d’ol 7 (&)=1.

Remarquons qu’en remplagant §, par A =A(F, dans la
détinition de 7(G), on obtient (du moins dans le cas qui vient d’étre
congidéré) le nombre &[A(G)], Lainsi dit nombre de Betti du groupe a.
Le nombre 7(@) joue donc le role du ,nombre de Betti non abe-
lien de G

On peut montrer que pour les surfaces closes (& deux dimen-
sions) on a soit »(X)==b,(X)/2, soit r(X)=[by(X)+1]/2, suivant que
le nombre by(X) est pair ou non. On connait done aussi la valeur
de 7(@), @ étant un groupe fondamental d'une surface close.

) H(A) désigne le rang du groupe abelien UA; of. M,, p. 157, renvoi ).
#4) W. Magnus, Math. Ann. 111 (1935), p. 276; cf. aussi F. Levi, Math.
Zeitschr. 7 (1933), p. 95.
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§ 6. Enlacement faible. %)

Rappellons d’abord deux définitions données dans My, p. 170:

Deux cyeles (polygonaux, & coefficients entiers) 1-dimension-
nels y, et y, de Pespace euclidien & 3 dimensions iy sont faiblement
" enlaods, lorsqu’on a Py-Py==0 pour tout couple de polyédres Py (R,
et P,CR, tels que y~0 dans P; (¢=1,2), I'homologie ~ étant
entendue avec division.

Deux tores ouverts (c.ad. ensembles homéomorphes & 8y X R,)
C,CR, et 0,CR, tels que 0-Cy=0, sont faiblement enlacés, lorsque
tout couple de cycles y, de O, tels que y,non~0 dans 0, (i=1,2)
est faiblement enlacé.

Soient L, CR, et LyCR, deux lignes polygonales, fexmdes, sans
point double, disjointes. Désignons par ¢ Pensemble des points de
R, dont la distance de I; est <<e. On pout attacher & Ly et Ly un
nombre &>0 tel que 0<e<{g, entraine: 1° que Ui et (% sont des
tores ouverts et Cf-Cs=0, 20 qu’il existe une homdéomorphie trans-
formant R, en R, et Ci en OF (i=1,2).

L, et L, seront dits faiblement enlacds, lorsque les tores ouverts
O et CF sont faiblement enlacés.

Posons P=R;—IL,—L, et m=um(P).

Théoréme 1. On a r(P)=1 ou 7(P)=2, suivant que L, et L,
sont faiblement enlacéds ou mon.

Démonstration. Il existe un & tel que 0<exg, ot que
Ry —C7—(; est un rétracte de P par déformation. Il en résulte )
que 7(P)=r(R3—0i—03). Or, Ry—Ci—C; et Ry—CP—(y sont
homéomorphes, d’ott #(P)=r(R;—C"—05). Le th.1 résulte done
de My, p.170, th.1.

Théoreme 2. Pour que L, et L, soient faiblement enlacés, il faut
et il suffit qu’il ewiste une transformation essentielle fe Ty (To=81x 8).
Démonstration. On a by(L,+L,)=2 d’ou37)
by(P)=by(Ry—Ly —L,) = 2.
Le th. 2 résulte done du th.1 et de M, p. 165, th. 4.

%) Les résultats principaux de co § se trouvent énoneds dans wa noto de
C. R. Paris 204 (1937), p. 1226.

) I, p. 162, th. 4.
¥) K. Borsuk et 8. Bilenberg, Fand. Math. 26 (1936), p. 223, Korollar 1.
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_ En vertu de §4, th.4 on a 7(P)=v(x). La définition de 7
(p. 110) et le th.1 donnent donc le

Théoréme 3. Pour que L, et L, soient faiblement enlacés, il
faut et il suffit que 7 n'admette aucune transformation homomorphe
en §, (c.ad. que 7(m)<2).

En appliquant ce th. et les propositions (4) et (11) du § 5,
on trouve le

Théoréme 4. 8i le groupe m, est engendré par 2 générateurs
A et B, DPenlacement faible de L, et L, équivaut & Dexistence dans m
dune relation (mon triviale) R(4,B)=1.

En particulier, L, et L, sont faiblement enlacés, si =, est en-
gendré par 2 générateurs et une relation définigsante.

Cette propriété du groupe =, a été établie par M. K. Reide-
meigter pour une classe de systemes L, et L,, qu’il appelle , Vier-
geflechte” %), Dans cette classe, il y a des systémes dont le coef-
ficient d’enlacement (Verschlingungszahl) est 0. Parmi ces der-
niery, se trouve l'exemple suivant 3°) pour lequel =, est particuliére-
ment simple & caleuler 40): ‘

En considérant 4, 4,, B, B, et B, comme générateurs, on
trouve ) les relations:

(1) AT BT AB =1,
(2) B'AT' B4 =1,
(3) B;' BT BB; =1, B, s
(4) B4 By AT =1,
(5) A7'B Ay B =1.
Les relations (1), (2) et (3) donnent:
A,=B'AB, B,=ABA™, B,—AB'AT'BABA™.

) K. Reideimeister, Knotentheorie, Berlin, Springer 1932, p. 13, 65—66
et 69; Knoten wnd Verkettungen, Math. Zeit. 29 (1929), p. 271—3; cf. aussi Anna
Tischer, Gruppen wnd Verkettungen, Comm. Math. Helv. 2 (1930), p. 266.—8.

89) Cf. L. Antoine, Journ. de Math. (8) 4 (1921), p. 290—295; K. Re1_de-
meister, Knotentheorie, Berlin, Springer 1932, p. 18, Fig. 16; E. Pannwitz,
Math. Ann. 108 (1933), p. 645, Fig. 4; C. Weber et H. Seiffert, Math. Zeit. ‘37
(1933), p. 262, Fig. 15; P. Alexandroff et H. Hopf, Topologie I, ]}ex*.lin, Sprin-
ger 1935, p. 417, Abb. 82 et p. 418, ADbb. 34¢. Tous ces exemples coincident avec
le notre, & une homéomorphie de By prés. . .

40) Je dois ce caleul, dans une forme un peu différente, & M. L. Vietoris.

a1y Q’apros K. Reidemeister, Knotentheorie, P 44.
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BEn substituant ces valeurs & 4,, B, et B, soit dans (4), soit dans (B),
on obtient la relation

(1) AT BT ABAB AT B=BAT'BTABAR 14,

Le groupe m; est donc engendré par les générateurs 4 ot B
et la relation définissante (I).

La projection plane des courbes de la fig. contient 5 points doubles. Or,
on prouve facilement gue: 1° pour les systémes Ly, L, dont une projection plane
contient.au plus 4 points doubles (et aucun point d’ordre supérieur), 'enlacement
faible coincide avec l’enlacement dans le sens ordinaire (d’homologie), 20 tout
systeme Iy, I, qui est faiblement enlacé, sans 8tre enlacé dans le sens ordinaire,
et qui admet une projection avec 5 points doubles est identique, 3 une homéo-
morphie de I'espace entier By prds, aux courbes de Ia fig. Ainsi, la fig. reprdsente
Veaemple ,le plus simple” des courbes faiblement enlacdos qui ne sont pas enlacdes
dans le sens ordinaire d'homologie. ‘

En assignant & chaque segment de L, et de I, une orientation
et un coefficient +1, on peut (& 4= prés) attacher aux polygones
L, et L, deux cycles y, et y,. Examinons les propositions suivantes:

(@) v, et p, sont enlacés (dams le sens d’homologic),
(b) Ly et L, sont faiblement enlacés,
(¢) v, et y, sont faiblement enlacés.

On a évidemment (a)—(b)—(c). Nous ignorons i (¢)~=(h). Les
courbes de la fig. montrent que (b)non—(a). Or, (¢) équivaut 3

(d) Tout polyédre PyC Ry—L,, tel que v,®0 dans Py, contient un L,
enlacé avec y, (dans le sens d’homologie).

En effet, en vertu du th. de dualité de M.J. W. Alexander,
la non-existence d’un polyddre P, tel que Py-Py=0 et que y,~0
dans Py, équivaut & Pexistence d'un cycle y dans Py enlacé avec y,
Or, il ‘existe dans P, une suite Ls,Ls,...,.L, de lignes polygonales,
fermées, sans points doubles et telles que y==Fkyyy,-+ky,+...+%k y, .
Le cycle y, est donc enlacé avee un des cycles v, (@'=3,4,...,n)". !

L’équivalence de (c) et (d) suggére la définition suivante:

Deux lignes polygonales L, Ly R, fermées, sans point double
et disjointes seront dites n-enlacées, lorsque tout polyeédre P, C R, —L,,
tel que y,~0 dans P,, contient un Ly (n—1)-enlacé avec L, On
entendra par 0-enlacement celui dans le sens d’homologie.

' Le 1-enlacement coincide done avec la propriété (d); par suite,
il équivaut & (c). Il en résulte que les courbes de la fig. forment Pexem-
ple (le plus simple) d*un 1-enlacement qui n’est pas un 0-enlacement.
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§ 7. Continus métriquement homogeénes.

Un espace X est dit mélriguement homogéne, lorsqu’il existe,
pour tout couple @;,,¢ X, une transformation isométrique f(X)=X
telle que f(x,)==1,.

Théoréme 1 %), Si le continu X est méiriquement homogéne,
on @ soit r(X)=0, soit r(X)=1.

Démonstration. Désignons par J 'espace des transformations
isométriques de X en X. L’espace J est un groupe topologique com-
pact. Soit J, la composante de J contenant la transformation f(x)=z.
Le continu 3, est done un groupe topologique, d’ou en vertu de § 1,
th. 3 (p.104), on a r(Jy)<1.

Congidérons un x,e X et posons

g9(f)=f(=,)  pour tout feJ.
On a ge X% X étant métriquement homogéne, on a ¢(J)=X et la
trangformation g est intérieure 48). Or, une transformation intérieure
d*un espace compact transforme composante en composante, done
g(3o)=X. Il en résulte®) que r(3Jo)=>r[g(J)]=7(X), Lot r(X)<I,

c.q.f.d.
Comme 7(X)=>b,(X) pour tout continu X de dimension 1 ®),

on a le

Théoréme 2. §i le continu X de dimension 1 est méiriquement
homogéne, on a soit by(X)=0, soit b(X)=1.

Nous ignorons si le cas by(X)=0 peut se présenter effectivement.

Soit X un continu localement connexe de dimension 1. Alors:

(1) La condition by(X)=0 dquivaut & celle que X ne contienne aucune
courbe simple fermée. ‘
(2) La condition by(X)=1 dquivaut & celle que X contienne une seule
courbe simple fermée.
En effet, si X ne contient pas de courbes gimples f)(;,rmées,
on a (en vertu de M, p.157,(8)) f~1 sur X pour tout feSi, done
by(X)=0.

a2y Cf. M,, p. 177, th. 5.
98) H. Freudenthal, Ann. of Math. 37 (1936), p. 523,
~#) M, p. 163, th. 10.

4y M,, p. 162, cor. 6.
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Soit maintenant ¢CX une courbe simple fermée et feSf" une
homéomorphie. Comme dim X=1, il existe 4¢) une extension 1 esf
de f, pour laquelle on a évidemment /' non ~1 sur O, d’ol by(X)>=1.

| Soient maintenant C,CX et C,CX deux courbes simples
fermées différentes. On trouve alors facilement deux transformations
fisfoe 87T telles que que 1° f; transforme O; par homéomorphie
(6=1,2), 2° f,(C)E8Ffs(C;). Comme dim X=1, il existe 4%) alors
des extensions fi,f2eST et on a

’

sur (), h ~ 1
sur Oy,

fi non ~1 sur C,,

’

fo ~ 1 famon ~1  sur Cy.

Les fonctions fi et f3 sont done linéairement indépendantes, d’on
by(X)22.

Théoréme 3. Tout continu X localement comnexe, de dimen-
sion 1 et mélriquement homogéne est une courbe simple fermde.

Démonstration. On a en vertu du th. 2 soit b, (X)=0, goit
b(X)=1. Tout continu localement connexe sans courbes gimples
fermées (e. 4 d. une dendrite) contient, comme on sait, des points' gui
le divisent et des points qui ne le divisent pas. Par conséquent, il
n’est pas homogeéne. Le cas b, (X)=0 est done exclu en vertu de (1).
Par conséquent b (X)=1, d’ol, en vertu de (2), existence d’une
seule courbe simple fermée CCX.

Envisageons la propriété suivante d'un point x ¢ X: @ appartient
4 une courbe simple fermée contenue dans X. Or, par suite de homo-
généité de X, tout point xeX jouit de cette propriété, c.id.
qu'on a xeC. Par conséquent X(CC, d'ott X=C. ‘

) voir p. ex. W. Hurewicz, Fund. Math. 24 (1935), p. 144.

icm

Concerning biconnected sets.

By
Edwin W. Miller (Aun Arbor, U. S. A).

Introduction.

In their paper on connected sets B. Knaster and C. Kura-
towski introduced the idea of a biconnected set and gave several
examples of such gets?). Each of the biconnected sets constructed
by Knaster and Kuratowski contains a dispersion point ), and
Kuratowski raised the question?) whether every biconnected set
contains such a point. The main ohject of the present paper is to
prove that if the hypothesis of the continuum is true, there ewists (im
a bounded portion of the euclidean plane ) @ biconnected set which
containg mo dispersion point. The proof makes use of the axiom of
Zermelo. ‘

1) Sur les ensembles connexes, Tund. Math. II, pp. 206—255. In this paper,
as well ag in the present paper, a sefi of points is said to be connected if it contains
more than one point and is not the sum of two non-vacuous mutually separated
sets. A set of points is said to be biconnected if it is connected and is not the sum
of two mutually exclusive connected sets. Tt is an immediate consequence of
theorem XI of the Knaster-Kuratowski paper that a definition -equivalent to
the lagt in this: a set of point is biconnected if it is connected and does not contain
two mutually exclusive connected sets. For generalizations of the idea of hi-
connected set see P. M. Swingle, Generalizations of biconnected sets, Amer. Journal
of Math., LIII, no. 2, pp. 385-—400.

2) A point p of a connected set M is called a dispersion point of M if M—op
containg no connected set. For theorems on dispersion points and dispersion sets
see J. R. Kline, 4 theorem concerning connected point sets, Fund, Math. III,
pp. 288—239, and R. L. Wilder, On the dispersion sets of conmected point-sets,
Tund, Math. VII, pp. 214—228.

8y Pund. Math. III, p. 822,
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