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If s,(x) is the n-th partial sum of the Fourier series of f, then,
observing that I,u[f]—s»=Inulf—sa], We have

1 2 2:": o
9 . Y .
Z;;_Ef,f [In, u(ma f)*sn(w)|2du dw:::zz h’ﬂ, 2
0 Astr]-1
Thence we easily deduce the inequality
_00 2 2‘:1 , oo
va/ IIn, u"“‘Sn|2 du dx < 02/‘ ) h’,’ci\a
n=00 0 o

where C is an absolute constant. Similarly, if n4y.1/n,>>¢>1 and
m=1,

oo 2 2% ]
2‘ / / \Inmu—-snkﬁ du dr < (J,,Z' [y, log 4,
k=100 A
with C, depending on ¢ only.

The first of these inequalities shows that, if 2 1|y, <Coo,
then, for almost every translation u, the sequence I, ,(w, f) con-
verges to f(z) almost everywhere in the interval 0Ce<{2m. The
same may be said of the lacunary sequence I, ’k’“[f]’ provided that

the series '|y,*log 2 converges.
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Sur la géométrisation des types d’ordre dénombrable?).
Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

D’apres les théorémes classiques de la Théorie des Ensembles,
on peut faire correspondre d’une facon bien déterminée aux types
d’ordre d’ensembles dénombrables ordonnés certains ensembles de
nombres réels: c’est que chaque ensemble ordonné dénombrable est
semblable & un sous-ensemble de 1’ensemble des nombres rationnels
rangés selon leur grandeur (et méme, & une infinité de tels ensembles);
et qu’en outre, chaque ensemble composé de nombres rationnels peut
étre remplacé par un nombre réel, notamment, par le nombre réel
qui lui vient correspondre dansla correspondance biunivoque entre
la famille de tous les ensembles composés de nombres rationnels
ot 'engsemble de tous les nombres réels.

Nous allons réaliser cette interprétation géométrique des types
d’ordre dénombrable 4 I’aide de la méthode suivante, due & M.
Lebesgue et qui parait étre la plus simple possible 2).

Imaginons d’abord I’ensemble des nombres rationnels de l’inter-
valle 01 rangé en une suite infinie bien déterminée (composée d’élé-
ments différents)

(1) STy Py e Ty s
Soit ¢t un élément de I’ensemble @ non-dense de Cantor:

t_ﬂ+ﬁ+173__|_ (1"=0 ou 2)
3 9 271" ’

1) Présenté & la Soc. Pol. de Math., Section de Varsovie, le 9. X, 1936.
%) Journal de Math. 1905 (chap. VIII).
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Désignons par M; lensemble des nombres rationnels 7, tels
que ¢"=2. Bvidemment, la fonction M, établit une correspondance
biunivoque entre les éléments de I'ensemble @ et les sous-ensembles
de la suite (1).

Soit 1 le type d’ordre de Pensemble M (ordonné selon la grandeur
croissante de ses éléments). L'interprétation géométrique des types
ordinaux congsiste & remplacer le type ordinal = par l'ensemble des

nombres ¢ tels que t=7; en symboles: par ’ensemble I?’(Z:—:r).

.+ Ainsi & un ensemble @ de types.ordinaux correspond l'ensemble

de nombres réels ZF ((e®). Autrement dit, & une propriété des
types ordinaux -(ou encore: & une fonction propositionnelle ¢(v) de
variable 7) correspond une propriété des nombres réels: & savoir,
celle d’étre un nombre ¢ tel que # jouit de la propriété considérée
(c. % d. & ¢(r) correspond la fonction propositionnelle @(I) de va~
riable réelle). Si, par exemple, @ est ’ensemble des nombres ordi-
naux (= types de bon ordre), I'ensemble des nombres réels qui lui
vient correspondre est celui des ¢ tels que &<CQ.

D’une fagon analogue, & une relation entre les types ordinaux
correspond une relation entre les éléments de l'ensemble de Cantor:
a la relation @(7,.0) correspond la relation ¢(f, §). Autrement dit,
si € dénote I’ensemble de tous les types d’ordre dénombrable et
€x &, ou €°, ’ensemble de tous les couples des éléments de € (types
ordinaux ,complexes“), — & chaque ensemble @ ¢* correspond
I’engemble g’ [(?,5)e @], contenu dans €, Ainsi, par exemple, & la

relation 7=o correspond la relation #=3; ce qui revient & dire qu’d
Pensemble O=F (1=0) correspond Uensemble ,,plan® [ (i=5).
70 ' s

D’une fagon tout-a-fait générale, & chaque ensemble @ "
correspond l’ensemblet E(t, ..., ) e O] contenu dans €. En d’autres

ooty i
te(r_mes', _a la fonction propositionnelle (T, vy Ta)  correspond
['4 t1, seey tn).

La’définition suivante s'impose:
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Définition. L'ensemble DCLT" est dit de classe projective P,

(ou Cn) 2} lorsque Pensemble F [(F1y vy Bn) € D est de classe P, (vesp. C).
Loty :

En d’autres termes, la fonction propositionnelle @ (v, ..., 3,) de n

types ordinaux est dite de classe P, (ou C,) lorsque la fonciion pro-

positionnelle @k, ..., ) de n variables réelles est de cette classe.

Le but de cet ouvrage est 1'étude des notions (des fonctions
propositionnelles) de la théorie des types d’ordre dénombrable au
point de vue de leur classe projective. Comme on verra, toutes les
notions habituellement considérées dans la théorie des types ordinaum
sont projectives; de plus, dans la théorie des mombres ordinaux,
elles sont; en général, de classe CA 2).°

Plusieurs cas particuliers du probléme ainsi posé ont été con-
sidérés dans des différentes recherches. Aingi par exemple, le théo-
réme important d’aprés lequel Pengemble des ¢ tels que #<CQ est
non borelien ) g’énonce en termes employés ici de cette facon: 1’en-
semble des nombres ordinaux n’est pas borelien. Un autre théoréme
qui se rattache au précédent est que, pour chaque o<, ’ensemble

F(i=a) est borelien %); cela veut dire que chaque nombre ordinal
t

individuel, congidéré comme ensemble formé d’un seul élément, est
borelien.

1) Les ensembles boreliens (= ensembles qui s’obtiennent des ensembles
fermés & l'aide des opérations de I'addition et de la multiplication dénombrables
indéfiniment répétées) constituent la classe P, ainsi que O, Les ensembles de
clagse P, sont les images continues des ensembles de classe Op—1. Ceux de classe Oy
sont les complémentaires des ensembles de classe Pn. En particulier, les ensembles Py
sont nommés ensembles analytiques (ou ensembles 4), cenx de classe C; sont
nommés ensembles 04, ‘

Comme on sait, les ensembles boreliens se partagent en classes Fu et Ga;
on pourrait nommer l'ensemble @ ensemble de classe Fo (ou Ga) lorsque

F (@, s tn) e @] est de telle classe.
| 7]
e 2) L’existence des ensembles composés de nombres ordinaux qui ne sont
pas des ensembles de classe 04, qui ne sont méme pas projectifs, résulte (en
admettant I’hypothése du continu) du fait que la famille de tous les sous-en-
sembles de I'ensemble des nombres ordinaux est de puissance 2% tandis que
celle des ensembles projectifs est de puissance du continu.

Le probléme reste ouvert de définir effectivement un ensemble de nombres
ordinaux qui ne soit pas de classe CA.

8) Voir N. Lusin et W. Sierpinski, Journ. de Math. 1923, p. 53.

4) Voir N. Lugin et W. Sierpifski, C. R, Paris t. 175 (1922), p. 357.
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Le fait que l'inégalité +<Co est analytique constitue, en réalitd,
la base de la démonstration du ,deuxiéme principe” de M. Lusint),
Ajoutons enfin que la projectivité des ensembles des lypoes pairs
et limites intervient dans les recherches récentes sur la projectivité
des ensembles définis & Paide de l'induction transfinie 2),

Dans une note qui va suivre, je vais appliquer la théorie d6-
veloppée ici aux suites transfinies projectives d’ensembles (dont j’ai
signalé récemment la définition) ®) ainsi qu’a la théorie des ensembleg
projectifs en général.

§1. Types d’ordre dénombrable.

1. Ddfinitions des notions fondamentales. Dans ce qui
va suivre M, N et P désignent des sous-ensembles variablos do
lensemble des nombres rationnels de Pintervalle 01, Le type d’ordre
de M est désigné par M. Les symboles 3=I31, 3% o) el p={pt, v2, ...}
dénotent des suites variables de nomhres réels (. & d. § ot y sont
des points de l'espace de Fréchet). Nous nous servirons en outro
des notations logiques, habituellement employées 4).

Définition 1. Type dordre limite (c. & d. type d’ordre sans
dernier élément). L désignant Pensemble des types limites, on a

{MGL}EH,’c‘\j("'tzGM)”'>(7"n<"”kEM).
Déf. 2. Identité. {JII:JV}E%‘ {IT1("e M) (g7 ¢ N)]-
[100rke M) > 3 (ra=3")] [(re N) = 3 (ry=)]- [T <3) = (y'<y)]}.

Cette définition signifie, en effet, que lon peut ranger ley
éléments de M ainsi que ceux de N en deux suites Fe={3% 3% )
et h={y%, 9% ...} de fagon que l'inégalité 3 <<y équivale & y'<y;
cela veut dire que les ensembles M et N gont semblables,

1) Voir N. Lusin, Bnsembles analyliques, Paris 1930, p. 210 ot ma Topo-
logie I, Varsovie 1933, p. 258. '

%) Cf. ma note dans Fund. Math. 27, P- 275 eti la note de M. J. v. Neumann
et moi dans Annals of Math. (3 paraitre).

%) dans ma conférence au Congrés topologique do Moscou (1935),
%) en particulier des opérateurs Y, qui signifie il existe wn 2 tel que..*
- :

et ]J, qui signifie ,quel que soit @, on a...“ Voir Topologie I, §1.
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Ddf. 3. Addition. (M=N+P}= Y [][(37eM) (¢v%eN)+(y—2eP))]-
-I;[[(MM ) —n;;’ (re=3")1 [(re ) ";‘? (3?1:;1)")] [(rreP) —>;E (re=1p"—2)]-
{J] [('<#) = (n' <y)].

Déf. 4. Multiplication.
(I=N-P}= S [] ("¢ M) (3" e N) (w"e P)]-

[ Tree M) = 3 (=] [(rse ) > 3 (ri=y™)] (e P)—> 3 (ra=n)]-
JITG <g) = (o' < wl) 4 (') (o <o)

Déf. 5. Inégalités.
{N<LM}={N est semblable & un sous-ensemble de M}=
E%’ [TUrae )= 3 (ri=y")] (3 € M) IUY [ <p)— (3 <)1)

En outre

(<o) =Y (o=rt¢), (1<0)=(r+1<0).
14 ; B

En vue desv applications ajoutons les définitions suivantes:
- (B est dense) =[] X (rn, rm e M) (rn<rm) => (P <75 7m) (rre M)
nm k

(I est somme d’un type limite et de n)=

=¥ I (r 2 ). ; .
-;ilﬁz,,{(r”i Ty € M) (1 < o 7y ) g[((rme M’ﬂ (m + k) —>

- N
7

m < Tje M) (r; < 7'1:1)]}'

(I est pair) == (il existe un n tel que M = type limite + 2n)2).
Convenons aussi que :
(r=0—1)=[(cel)(z=10)+ (6 =1+ 1)].
2. EBvaluation de la classe borelienne ou projective
dans la théorie des types d’ordre dénombrable,

Théoréme 1. L’ensemble des types d’ordre limite (ainsi que
celus des types denses et celui des types pairs) est borelien. Les relations
T=0, T 0, T<0, 170, 1=0+9, 1=0-0 et T=0—1 sont analytiques.

Démonstration. Remplacons, dans la déf. 1, r,eM par

t,=2. Il vient:
{tel}={MeL}=]] %‘ (t=2) = (rn <) (#*=2).

1) Cf. le renvoi ) p. 170.
2y Cette dernitre définition n’est considérée d’habitude que dans le cas

ot M est hien ordouné,


GUEST


172 C. Kuratowski:

L’ensemble JF(t"=2) étant simultanément fermé ot ouvert
t

(dans P’ensemble de Cantor), 'ensemble L est borelien (de classe Gl).
Un raisonnement analogue conduit & la conclusion que les
types d’ordre dense et pair sont boreliens.

Pour démontrer que la relation 7=c est analytique, ce qui

" veut dire que lensemble F'(I=3) est analytique, on se sert de
18
I’équivalence

(e M) = 7\; (ro==3") (ree M) = ) (rp==3") (th=2),

&

Les ensembles J(r=13") et J (3*<<3") &tant fermés pour k
3 3 .
et n fixes, on en conclut!) que I’ensemble

Q=L {[13) (ri=5") (ri=y") (H=2=4!).

ts3y n ki
[I1(#*=2) = 3 (m=5"][(s*=2) > 3 (=] [T [( <) = (0! << p/))}
k n n i
est borelien. L'ensemble J(i=35)= F/(M,=M,)= Y[ [(ts39)eQ],
s {8 sy s

comme projection de @, est done analytique.

D’une fagon tout-a-fait analogue, on démontre que les relations
<0, T=0+¢ et 7=0-¢ sont analytiques. De I& on conclut en

vertu. des équivalences
(<8 =3 (5=F+3) ot

v

(F<8) =) (3=1) (I+5<7)

que les relations r<Co et 7< o sont analytiques (c’est d’ailleurs une

conséquence de la régle 4) qui va suivre). Il en est de méme de la
relation z=o0—1,

L’analycité des relations fondamentales qui vient d’8tre établie
implique la projectivité des notions habituellement considdrées dans la
théorie des types d’ordre dénombrable. Car chaque fonection Proposi-
tionnelle ¢(7, 0,...) qui s'obtient & parti dey fonctions Proposi-
tionnelles projectives en appliquant leg opérations de I'algébre de
la logique: addition, multiplication, négation, opérateurs Y ot [[, —

. t (3

.1) Pour la: 3néthode d’évaluation de la classe bovelienne ou projective ('une
fonc‘mox} propositionnells, voir Topologie I, pp. 168 et 243 ou deux notes do M.
. Tarski et moi dany Fund. Math. 17 (1931)

.
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est projective. L’évaluation de sa classe projective s'effectue & laide
de la méme méthode que Pon emploie dans le cas ol, au lieu des
wariables 7, o, etc., on a & considérer des variables réelles (ou plus gé-
néralement des points d’un espace complet séparable).

On a, en particulier, les régles suivantes d’évaluation de Ia
classe projective d’'une fonction propositionnelle g(z):

1) 8@ p(z) est de classe Pn, sa négation ¢'(1) est de classe C,.
Car K o' (h=c—F ¢(i).
t -t

2) 8i @(1) est de classe Py (ou Cn) dans Vespace T, il en est de
méme dans Vespace TXCE, '
Car Eg()=[E g®)xe.
£ t
3) Si les fonctions @,(%), ¢a(2), ... sont de classe P, (ou Cy),

il en est de méme des fonctions kZ’ Pr(T) et k]]lgok(w).
=1 =

Car F 3 pu(t) =2 K pu(d).
{ % ¥t

4) @(1,0) diant de classe P, la fonction w(r)=23 @(z,0) Vest

[

dgalement; la fonction y(v)=]] ¢(z, 6) est de classe Cpyi.

En effet, & chaque o correspond un s tel que 3=o0. Dong,
2o o0)=3q(55), dou, pH=2X¢(5), ce qui implique que
¢ 8 3

Pensemble F w(#) est de classe P,, comme projection de ’ensemble
t

{5’ ¢ (% 5).

5) ¢(r,0) dant de classe Py (ou Cn), il en est de méme de lo
fonction w(v)=q (7, 6,), pour o, fizel).

"1 1) On en conclut en vertu du théor. 1 que 'ensemble FE = o) est analy-
t

tique quel que soit ¢. Le probléme s’impose de reconnaitre si cet ensemble n’est
pas nécessairement borelien? Il en est ainsi, si 'on fait 'hypothése supplémentaire
que o est un nomhre ordinal. De plus, on peut démontrer que la classe borelienne
de I'ensemble Ji/(f=ca) est illimitée lorsque « parcourt I'ensemble des nombres
t
ordinaux. Il en résulte aussitot que l'ensemble Ji (f=5) n’est pas borelien. Au-
ts
trement dit, égalité == o est une relation analytigue mon borelienne.
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Soit, en effet, s, un nombre tel quo J;==0, L’ensemble ]i,’zp(i)
coincide avec I'intersection de ensemble A ® (i, §) par la (‘lmi't;et&mso.
Car on a ’

¥(1)-(s=80) = @ (I, 0p)- (s==80) = ¢ (7, ) (s=8,).

6) ¢(v, 0) diant de classe P, (ou Cp), il en est de méme de lg
fonation (r, ). '

En effet, en projetant la diagonale l]f(t::s) sur axe des
abscisses, l’ensemble _%7] @ (f 1) vient corre;pondre & lengemble
!:7 [p(?5)-(t=s)], qui est évidemment de la méme classo quo 1’en-
semble g @ (i, 3).

Outre les régles préeédentes, qui correspondent aux rdgles @é-
nérales de Pévaluation de la classe projective, on a le théordme
suivant.

Théoréme 2. Les opérations [] et Y w'altérent pas la classe

. o<z [2<]
projective de la fonction propositionnelle & laquelle elles sont appliquées,

Autrement dit, si la fonction ¢(o) est de classe P, {ou C,)
il en est de méme des fonetions

P(1) =2 ¢(0) o
o<z

?

2(1) =[] p(0).

a<t

Démonstration. Définissons d’abord une fonction auxiliaire ™
(pour te (), comme suit: si "=0, t‘”’:O; 8i 1"=2, Mt(n)=M',[;E (8<rn).

En symboles: ’

{u=t" = [k]{(uk=2)

Il

(t*=2 =t") (1, < )

Evidemment la fonction t*, pour n fixe, est continue. En

outre, pour ¢ fixe = 0, la suite iff)’ t(_g),
ordinaux <i. On a en effet

Mf=Mt-{3(s<w,,)+Mt-,@’(s>a~,,)

parcourt tous les types

et pour 7,e M,, Pensemble M,.J, (s<<ry) a le type ZGB—I-:L.
. .
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De Ia on conclut, d’une part, que ;'T)< t, quel que soit n, et
d’autre part, qu'a chaque o<t correspond un » tel que "=o;
& savoir, Iindice » tel que 7,¢ M; et que Mt-E’(sgr,,):a—}—l.

Cela étant, il vient (f) = (I==0) 3 ¢ (i™).

n=1

La fonction ¢* étant continue, 'ensemble F/ q:(ﬁ) est de la
t
méme classe que o (f). L'addition ) étant dénombrable, il en est
t n

encore de méme de Pensemble J/ (i)
t

La fonction y est done de la méme classe que ¢. Il en résulte
aussitot que cette classe contient aussi la fonetion 4.

8. Types ordinaux ,,complexess. Un couple (7, 0) de types

ordinaux, c¢. & d. un élément de €2, peut étre nommé type ordinal
complexe. D’une facon plus générale, nous appellerons type ordinal
complexe toute suite finie ou infinie (simple) 4=[4%,4% .7 de
types ordinaux, c. & d. tout élément de ™.
' Evidemment chaque fonction propositionnelle de plusieurs va-
riables @ (%1, ..., Tn) peubt étre considérée comme fonection proposi-
tionnelle d’une seule variable complexe 4=[4', ..., 4"]. Etant donnée
unesuite finie ou infinie de points de I’ensemble de Cantor d=[b", t%,...],
autrement dit, étant donné un point b de I’ensemble EXE€x..x@
(xépété m fois) ou bien de l’ensemble €%, convenons de désigner
par b la suite o, 52, ... (ainsi, par exemple, au nombre complexe
e=w-1y correspond le type ordinal complexe z=(%,7)). Confor-
mément & la définition proposée dans 1’Introduction, un ensemble @
de types ordinaux complewes sera dit de classe P, (ou C,) lorsque
P’ensemble l:;’ (be®) est de telle classe.

Appelons 4" ,n-éme coordonnée de A“. La relation v=4" est
analytique. Bn d’autres termes, ensemble E(#=b") est analytique.

td .
Or, ceci est une simple conséquence de l'analycité de ’ensemble
F(i=3) et de la continuité de la fonction s=>b" (la n-iéme coordonnée

ts . . . . .
d’un point de Pespace & un nombre fini ou infini de dimensions est
une fonction continue de ce point)?).

1) Car I'ensemble E(p(x) étant analytique et la fonetion x=7f(¢) continue,

LN
T’ensemble Eqa(f (t)) est analytique.
t
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Pour les mémes raisons Pdgalité A=I" est analytique. Car

[=-]
E6=0) =[] Bo'=7.
bdg =1 0g
Remarquons, en outre, que I’évaluation de la classe projective
dang 'espace €™ geffectue comme dans le cas considéré auparavant;
en particulier, les énoncés 1)—6) du NO précédent restent valables
pour les variables complexes.

4. Fonctions. u(r) étant une fonction qui fait correspondre
&4 chaque type ordinal 7 (complexe ou non) un type ordinal u(s)
(complexe ou non), nous dirons que cette fonction est de classe P,
(ou Cn) lorsqu’s cette classe appartient la relation o==u ().

Pour que la fonction p(z) & valeurs complexes soit de classe P,
(n>0), i fout et il suffit que chacune des fomctions pd(r), u2(r), ...
le soit.

Car, on a

et la fonction A" est analytique selon NO 3.

Théoréme. y(w)‘ damt une fonction de classe P, (n>0) et @
un ensemble de classe P, (ouw Cp) de types ordinaus (complexes ou
non), Vensemble u=' (@)= F[u(z) e B] est de classe P, (resp. C)..

T

En particulier, dtant domndes wune fonction propositionnelle de
plusieurs variables @ (o, ..., o) de classe P, (ow Cy), >0, et m
fonctions  py(z), ..., hm(v) de classe Py, la fonction propositionnelle
PLu1 (%1} ooy tin(Tm)] est de classe P, (resp. C). ‘

Démonstration. On a, en effet

[14(5) ¢ B =2 [ompe(s)] (0 ).

En supposant @ de clagse P,, on conclut de 4) (p. 173) que en-
semble J[u(r)e @] est aussi de classe Py, 8i @ est de clagse ¢y, le

complémentaire @' de @ est de clagse P, done E[/: (v)e P'] est de
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classe P, et par conséquent son complémentaire, . & d. ’ensemble
Elu(r)e D], est de classe C,,.
T

En outre, en considérant la suite Lo (1), v, tm(tn)] comme
une fonction complexe de variable complexe: I'=»(4) oit v Ay=p,(4"),
1<<i<<m, la fonction »(4) est de classe P,. En effet, 2/(4) est
de classe P,, car ‘

[o=2'(4)] = 3 (=4 (6=p(1)).
11 vient

B olui(ra)y ey ()] :_?(P[W(A)]?—?{”(A) e [Jo(IM)},
I

L™

d’ott la conclusion demandée, lensemble Fo(I')= Eoloy,...,om)
r 0y, .

™

¢tant de classe P, (ou C,) par hypothése.

Corollaires. Si la fonction u(7) est de classe P, (n>0), il en
est de méme des indgalitds o<u(v) et o<<p(v).

La superposition de deux fonctions de classe P, est une fonction
de classe P.

5. Relativisation. Soit ¥ un ensemble de types d’ordre
donné (ou, plus généralement, FCT" ou TCT™). Nous dirons
qu'un sous-ensemble @ de & est relativement (par rapport 4 ¥) de
classe P, (ou C,) lorsque P est la partie commune de ¥ et d'un en-
semble de clagzse P, (resp. C,).

Ainsi une fonction propositionnelle ¢(z, ..., t,) dont les va-
riables parcourent & est relativement de classe P, (ou C,) lorsqu’elle
se laisse ,prolonger” en une fonction propositionnelle O (15 euey Tn)
de telle classe; plus précisément, lorsqu’on a l’équivalence

(1) P (Tty ey Tm) (Tt wrry Tme T) = @ (T1y ey T).
Une fonction w(7) (ou plus généralement u(4)), sera dite rela-

tivement de classe P, (ou Cy), lorsqu'il existe une relation ¢(z, 0)
de classe P, (resp. C) telle que .

(2) @(1,0) (7e¥) = [o=p(v)].
Les théorémes du N° précédent se laissent relativiser comme suit:

Pour que la fonction p(z), te®, & valeurs complexes soit de
classe Pp (n>0) relativement & U, il fawt et il suffit que chacune des
Jonctions pt(r), u*(7), ... le soit.

TFundamenta Mathematicae, T, XXVIIL 12
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Car, on a
[o=pt(1)] E%‘ (A =0) (A=p(7)) 5‘%’ (4°=0) ¢ (s, 4) (ve ),

[A=p(5)] =[]3 (F=0) (s=ut(x)) =[] 3 (4'=0) ga(r, 0) (v& T),
. k o

ko

ot @(7,4) et ¢u(r,0) sont des fonections propositionnelles de
classe P, telles que
p(r,4) (re¥) =[A=p(r)] et  gu(r0) (ve ¥) = [o=u/(7)].
Les fonctions propositionnelles
;(Ak;o) p(r,4) et {]%](A"ma) Pu(, 4)
étant de clasée P,, on parvient aux conclusions demanddées.

Théoréme. u(t) dant une fonction de classe P, (n>0) relati-
vement & U et ® un ensemble de classe P, (ou Op), Vensomble w (D)

est de classe P, (resp. On) relativement & U. .
La deuxiéme partie du th. du N° 4 se relativise d'une fagon analogue.

En effet, ¢ satisfaisant & (2), il vient
() O] =3 [o=(x)] (v 8) =3 9(5,0) (v ¥) (0¢ D),

ot p1(D)=T-F ¥ ¢(1,0) (s D), ce qui prouve que, lorsque la
fonction u est de tcla:sse P, relativement 3 T, il en est de méme de
Tensemble w—1(P). ..

Si @ est de classe Cn, on a, en dégignant par @' le complémen-
taire de @, u Y D)=T—pu~(P'), d’ol la conclusion demandde.

Pour prouver la deuxidme partie du théordme, il suffit de
démontrer qu’en posant »(4)=gu,;(4"), la fonction ' est de classe P
relativement & .&™, 'Or, on a :

[o=!(4)] = [o=p;(4)] (Ae T™) = ,(4', 0) (A& T™),

ol @,(r,0) est de classe P, et ¢,(r,0)(re W) =[o=py(1)]. Selon
le théor. du N° 4, (4, 0) est encore de classe P, (puisque la
fonction A' est analytique), d’ott la conclusion demandée.

Corollaire. La superposition de deum fonctions relativement
de classe P, est une fonction relativement de classe P,.

Plus précisément: nous supposons que »(o) et u(v) sont dé-
finies sur L'ensemble & et que wu(z)e T.
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Soient ¢ et ¥ leg prolongements de u et » de classe Py

? (%, 0) (v¢ B) = [o=pu(x)]

¥(9,0) (06 ) = [o=wn(0)].
11 vient

[o=ru(r)]= _UZ’[@=v(0)] [o=u(7)] E;’tp(r, ) (e Uy ¢(0,0) (0¢ T)=
= {gj @(r, 0) ¥(o,0)} (ve ),

le terme (oe ) pouvant étre omis, puisque les conditions ¢(z, o) et
(ze®) impliquent que o=u(1)e .

6. Notion de limite. Appelons le type ordinal = limite d*une
suite 4 de types ordinaux 4, & ... lorsqu’on a 4"<Cz, quel que
soit », tandis qu’a chaque a<Cz correspond un n tel que o<<4™
En symboles: lorsque

1) [ <) ]] S (o<,

o<t n

le symbole lim 4" n’étant défini d’ailleurs que pour certaines suites

=00
(nommeées convergentes). _

Si, en particulier, la suite 4 se compose de nombres ordinaux,
elle est convergente et elle converge vers un nombre ordinal; la
définition de limite que nous venons de donner est alors conforme
& la définition habituelle. La relation entre z et A définie par (1)
dans le domaine des types ordinaux arbitraires étant analytique,

on en conclut que la fonction u(4)=lim A" est relativement ana-
n=oo

Iytique par rapport & lensemble des suites de nombres ordinaux.

§ 2. Nombres ordinaux.

7. Notions ,,élémentaires’. Passons, & présent, au cas le
plus important ol les variables 7, o etc. parcourent l’ensemble
des nombres ordinaux <C£. Nous les désignerons d’habitude par
2, B, y,... et leur ensemble par ©. Nous dirons, pour abréger,
qu'une notion (ensemble, fonction, fonection propositionnelle) est
relativement de classe P, (ou O,) lorsqu’elle 'est par rapport 3 ’en-
semble des nombres ordinaux; autrement dit, ’ensemble & du N° 4
sera supposé identique & © (respectivement & O" ou & O%),

12*
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Définition. Toute notion (ensemble, fonclion, fonction propo-
sitionmelle) qui est simulianément de classe CA el relativement wnaly-
tique sera dite dlémentaire.

Aingi, par exemple, Pensemble de tous les nombres ordinaux
<Q est élémentaire, puisqu'il est de classe CA (ajoutons qu’il n’est
pas borelien!)?). Comme on verra, les notions de la théorie des nom-
bres ordinaux, habituellement considérées, sont dlémentaires.

Théoréme 1. Les ensembles dlémentaires (plus généralement,
les fonctions propositionnelles éldmentaires) constituent un corps bo-
relien; cela veut dire que la différence, ainsi que la somme et le produit
dénombrables d’ensembles dlémentaires, somt des ensembles dlémentaires.

En effet, @ étant relativement analytique par rapport & &,
(=0 ou ©" ou O™) il existe un ensemble analytique & tel que B=ZU,
Done ¥ —P=F—F, co qui prouve que F—>@ osti de classe (J4,
puisque & est de classe CA. BEn méme tempy, F—>& ost rolativement
analytique, puisque le complémentaire de @ est analytique (L'en-
semble @ étant supposé de classe CA).

, La deuxiéme partie du théoréme résulte directement de 1’ad-
ditivité et de la multiplicativité des classes 4 et (4.

On voit ainsi que les ensembles élémentaires pewvent étre définis

comme sous-ensembles O de U qui, de méme que F— B, sont de classe CA.
. -Le théordme du N 5 implique directerment le théoréme suivant.

Théoreme 2. u(f) dant wne fonction relativement amalytique
dont les arguments et les valewrs appartiennent & © (ou ©" oy %)
et D étant un ensemble dlémentaire, Vensemble w-1(P) est dlémentaire.
En particulier, si les fonctions w,(8), ..., u,(B) sont relativement ana-
lytiques et i 7 (yyy ..., 7,,) €8t une fonction propositionnelle dlémentaire,
il en est de méme de la fonction propositionnelle @[w,(8,),..., u, (8,)].

On n’a qua tenir compte du fait que, @ étant un ensemble
relativement analytique, donec un ensemble de la forme O=Z.0
ol & est analytique, il vient u~!(D)=p~YE), puisque les valeurs de
la fonction u appartiennent & ¥ par hypothése.

Nous en déduirons plusieurs conséquences importantes en nous
appuyant. sur un des théorémes fondamentaux de la théorie des
nombres ordinaux, & savoir, sur la trichotomie:

pour «,3<<f on a {o=p}={a 4§ 4 a}.

1) Cf. le renvoi 3, p. 169.

icm
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On a d’abord le
Corollaire 1. Légalité a=p est une relation élémentaire.

Car la relation r<(o étant analytique et la relation 7,0<<Q
étant de classe C4, la fonction propositionnelle (z<Co<7) (7,0<<Q)
est de classe CA. Mais celle-ci équivaut, comme nous venons de
dire, & (7=0) (7,0 <<Q). En d’autres termes, la relation a=f est
de classe CA. Elle est, en outre, relativement analytique, puisque
Pégalité =0 (dans le domaine des types ordinaux tout entier)
est analytique (voir N 2).

D’une fagon plus générale, on a le

Corollaire 2. Toute fonction w(B8) relativement analytique est
élémentaire. ' ‘

En effet, substituons dans le théoréme: & @(yy, y,) la relation
y1=7. et posons wu(Bf)=f et p,(B)=u(B). La relation p,=y,
étant élémentaire, la fonction propositionnelle @(yy, i(y,)), qui
équivaut & [p;=mn(y,)] Vest également,.

Corollaires 3. Les indgalitds a<<
élémentaires. _

£, La superposition de deux fonctions élémentaires est une fonction
dlémentaire.

5. Les fonctions B+yp, By, B—1, im A" sont élémentaires.

n==00

B et a<<PB sont des relations

Le corollaire 3 se déduit de l’équivalence
(e<<P) = (B La).

Les corollaires 4 et 5 résultent directement du corollaire
du N° 5, du cor. 2 et des théorémes du N° 2 et 6.

8. Définitions par induction transfinie, La forme ha-
bituelle des définitions par induction transfinie est la suivante.
Etant donnés un nombre transfinie ¢ et une fonction #(£) on définit
une nouvelle fonction w(£), £<<£, par les conditions:

1) u(0)=ca 2) p(E+L)=np(8) 3) u(£)=n<§u(n)

§i £ est un nombre limite == 0.

Cette définition implicite détermine en effet la fonction p,
car on démontre sansg difficulté qu’il existe une et une seule fonc-
tion @ qui satisfait aux conditions 1)—3).
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Pour pouvoir appliquer la méthode d’évaluation de la classe
projective de la fonetion m, il faut tout d’abord travsformer cette
définition implicite en une définition explicite. Nous allonsy dé-
montrer en effet que, pour qu’on ait y=p(d), il faut ot il suffit
quil existe une suite I'=[I'", I ...] telle quen désignant par
A=[4", £, ...] une suite composée de tous les nombres <6, on ait

1[) Pllza Si Allzo’ 1’711=y Si Aﬂzé,

20 I"=n(I'™) §i 4"=4"+1,

3% si A" est un nombre limite =0, I' est la limite de tous
les T tels que 4% < 4™,

En symboles logiques
[r=(@)] = SUT'<0): [T 3 (6=4")
' IHY [(4"=0) > (I'"=a)] [(4"=0) — (I"=y)]-
n [(An=An1+l) —_) (F’l=x(Pnl))]

mn

[T 4" L) — [T (4" <4 > (I 7).

J] SE<IY (4" <A,
g<onl

‘ Démonstration. Admettons que y=p(d). Il g'agit de dé-
finir les suites 4 et I' de fagon & satisfaire aux conditions 19—ao,
Or, soit 4 une suite arbitraire composée de tous les nombres < 4.
Posons I"=u(4"). 1l résulte aussitét des formules 1)—3) que los
conditions 1°—3° gont réalizées.

2. Admettons & présent I'existence des suites 4 et J° agsujotties
aux conditions 1°—3°. Il g'agit de démontrer que y== (). Nous
allong démontrer que, d’une fagon plus générale, I =pu(4") quel
que 80it n. Procédons par induction transfinie par rapport aux
nombres 4" rangés selon leur grandeur croissante.

Si 4"=0, les cond. 1° et 1) entrainent aussitét

== u(0)= ‘u.(A").

Admettons que u(4™)=1I" ot que 4"=4"--1. 1l vient selon
20 et 2) Iy"l:%(‘ljm) — u”(AIH):‘M(Am_I_l) :M(/—‘“).
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Admettons enfin que 4" est un nombre limite =0, que 4%, 4% ..,
ost; la suite de tous les 4°<<A"™ et que I'"i=p(4%). Par hypothese
(cond. 3%): I'™=lim I 11 vient I'"=Tim u(A% = lim p(n)=pn(4")

: i==00 i==00 °

n
selon 3). : n<d

Ceci établi, nous en déduirons le théoréme suivant

Théoréme. Etant donnée une fonction dlémentaire x(E), la fonc-
tion w(E) définie par les conditions 1)—3) est aussi dlémentaire.

Soit, en effet, (7, 0) une fonetion propositionnelle analytique
telle que ¥ (r,0) (v << 2)=[0=x(1)] et remplagons y=u(d) par ¢(d,y),
(A"=0) par (4"<Cdd"), (A"=4"+1) par (A"LA"+1 LAY, (A" <4
par (A"<C 4% et (I"=x(I'™)) par w(I'™,I™).

Les variables £, y, 0 ete. parcourant & présent les types ordi-
naux (et non les nombres ordinaux), la fonction propositionnelle
@(d, v) se trouve définie dans le domaine des types ordinaux et on
constaie facilement qu’elle est analytique.

On a, en outre, @(d,y) (6 << Q)=[y=pu(d)]. Car si 'on suppose
que 6<<Q et que A et I' gatisfont & la condition qui leur est imposée
dang la définition de @(d,y), 4 est une suite de nombres ordinaux
et en reprenant la partie 2 de la démonstration précédente, on
parvient & 1'égalité y=u(d).

Le théoreme précédent se généralise comme suif.

Fiant données deum fonctions dlementaires »(E,m) et A(n), la
fonction w(§,n) définie par les conditions suivantes est élémeniaire:

1) (0, n)=Ai(n) 2")  w(E+1, m)=x[u(§n),7]
3) wm=lmu(Gn) pour £ limite +0.

Pour avoir une définition explicite de la relation y=u(d,7),
on n’aura qu’a remplacer dans la définition explicite de la relation
y=u(Jd), donnée tout-d-l’heure: @ par A(n) et x(I'") par x(I'™ ).
On en conclut, comme auparavant, que la fonction p(d,7) est
élémentaire. \

Voici quelques applications de l'induction transfinie:

1. (&) == =E+1 et A(y)=n On voit aussitét que,
dans ce cas, w(&,n)=n-+E. , N

2. #(En)=E+n et A(n)=0. Iei u(§n)=m7-5

3. w(Em)y=£n et Aln)=1 Tei p(§n)=1"


GUEST


184 C. Kuratowski:

Daprés le théoréme précédent, la puissance a= @ est une
opération €Elémentaire (quant & l’addition et la multiplication cela
a été démontrée d'une autre facon).

Le théoréme implique directement (ef. N° 2, 6)) le

Corollaire. 8i x(§) est une fonction élémentaire, Vensemble des
points critiques de la fonction w(£), ¢. & d. des & tels que u(€)=E, est
élémentaire.

Aingi, par exemple, si ’on. pose dans 2 et 3: 7=, on en con-
clut que les nombres critiques de la fonction w-§ (dont le premier
est w®) ainsi que de la fonction ¢ (c. & d. les nombres ,e-iens®)
constituent des ensembles élémentaires.

9. Fonctions caractéristiques. Lo fonction caractéristique
d'un ensemble élémentaire est élémentaire.

Soit, en effet, & un ensemble élémentaire de nombres ordinaux
(complexes ou non) et u(a) sa fonetion caractéristique, c. & d. que
pw(a)=1 lorsque ¢e @ et pu(z)=0 lorsque aeO— @,

En symboles

[B=p@]=[F=1)(ze D)+ (8=0) (acO— T)].
La relation f=p(z) étant évidemment élémentaire, il s'agit
de définir une fonction propositionnelle analytique ® (7, 0) telle que
p(r,0) (e <Q)=[o=p(7)]. Or, soit O* un ensemble analytique

de types ordinaux tel que &= 0*O. On vérifie facilement que
la fonection propositionnelle ,

9(1,0)=[(0=1) (v6 B*) + (0 = 0) (v& D)']

satisfait & la condition imposée.

10. Fonction ,,péaniennes. Comme on sait, il existe une
correspondance biunivoque entre 1’ensemble de tous les couples
@, 3<<Q et Iensemble de tous les nombres y<£L. Cette correspondance
peut éire réalisée & Paide d'une fonction dlémentaire. Posons, en effet?),

w(e,f)=2"(26+1) - si.eZe ou o,
n ‘=:2“.(2ﬂ-|—1)——1 _ s e, <o,

) Voir W. Sierpifiski, Teorja Mnogosei, Warszawa 1928, t. I, p. 215.
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En désignant par x(e,p) la fonction caractéristique de 1'en-
semble de tous les couples d’entiers positifs (¢, <<w), il vient

wle, ) =1y'(a,8)-2°(26 + 1) + 2(a, §)-[2(28 + 1) —11.

La puissance étant une fonction élémentaire, on conclut aussitos
des théoremes des N° 7 et 9 que la fonction (e, B) est élémentaire.

La relation y=p(e,f) définit deux fonctions élémentaires
v(y) et ofy) telles que y=u[»(y),0(y)], c. & d. que la fonction

complexe [#(y), o(y)] est inverse & la fonction u(e,p).
On a, en effet,

[a=2»(y)] »——:ﬂgtg“-(zﬁﬂ):——y}w]+[2“~(2ﬁ+1>—1=y<w]
et la définition de S=o¢(y) s'obtient de celle-ci en remplacant <y
par e<gy.

Pour démontrer que la fonction » (ainsi que ¢) est élémen-
taire, il s’agit de définir une fonction propositionnelle analytique
Wiy, a) telle que ¥(y,a)(y<<Q)=[a=w(y)], les variables y et a
parcourant tous les types ordinaux).

Or, soit ¢(%,0) une fonction propositionnelle analytique telle
que @(7,0) (<< Q)= (6=2") et posons (toutes les variables étant
des types ordinaux):
vina)= X {(a<)-9(a,0)-{(o-(2f+1)=yZ0)+(o-2+1)—1=y<o)].

La fonction propositionnelle p(y, @) est analytique.

D’autre part, elle est satisfaite en posant a=»(y) pour y<<&.
Car 2°<Cu(e,f)+1, B<Su(e,B)+1 et a<<u(q,p)

Enfin, il n’existe, outre «, aucun autre «; qui satisfasse a la
condition w(y,e) pour y fixe << Q. Car, en supposant que les
variables «;, $; et o; satisfont aussi aux conditions qui leur sont
imposées dans la définition de v, on conclut de I'inégalité o;<Cy
que @;<<€, done que p(ay,0,)=(0;=2%), d’ot 2%.(26,+1)=2"(26+1),
donc a=o, (la fonction y étant biunivoque).

Ceci établi, on en conclut que les fonctions v(y) et o(y) soni
dlémentaires.
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