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Supposons maintenant que m.(H)<l. Puisque ECJ, il exi-
sterait alors, comme on sait, un Gs, soit @, tel que ECQCJ et
m(@)<1. On aurait done Qel' et il existerait par conséquent un
nombre ordinal A< tel que @=@x. Or, d’aprés (3) on a pPoznoneQyy,
ce qui est incompatible avec E(C @=@22. On a donc m,(B)=1
et, comame m;(E)=0 (puisque FeD,), 1’ensemble F est non me-
surable L. '

Supposons enfin que I’ensemble F ne soit pas partout de II-idme
catégorie dans J. Il existerait alors un F,, soit @, ot BCQCJ et
qui ne serait pas partout de II-iéme catégorie dans J. En effet,
E n’étant pas partout de II-iéme catégorie dans J, il existe un
intervalle dCJ tel que E est de I-e catégorie dans d, c. & d. que
Bo=M,+My4Mz+... ot My, My, M,,... sont des ensembles
non-denses dans J; on aurait done EC(J——6)+]I_[-1+J_I‘.’[2—I~JI73—|—...
o J—0J est évidlemment un F, et les autres sommandes sont
fermés comme des fermetures des ensembles M, My, My, ...

En posant done (J—6) + My + M, +...=Q, on aurait Q0
et ECQ.

Or, Qe 6 implique V’existence d*un nombre ordinal 2, 0CA<e,
tel que Q=Qu+1- D’aprés (3), on trouve done Py RON €Q,, 4y Ce
qui est incompatible avec la formule B CO=0Q211.

L’ensemble E est donc partout de Il-idme catégorie dans J,

Le lenime étant ainsi établi, soit 2%—g,. Nous définirons par
Pinduction transfinie une suite du type Wity (Nelee o, , A’ensembles
de 1a famille @, comme il suit. y+1

Soit N, un ensemble quelconque de la famille D, et 0<<a<<wyyy
Supposons définis tous les ensembles N, ¢ (de la famille @) pour é<a.
Leur famille 0={N sheo @8t de puissance, <%,=2%, puisque Wy,
L'application du lemme & la famille & donne un ensemble ¥ que
nous désignerons par N.,. |

Or, on voit sans peine que les ensembles N ay OU 1<<a<wyyq,

formfsnt une famille (de puissance Rp+1>8,=2"%) qui satisfait aux
conditions du théordme.
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Sur les suites transfinies finalement disjointes.
Par
W. Sierpinski (Warszawa).

Etant données deux suites transfinies (aux termes quelconques)
du type ordinal ¢ de seconde espéce, {ag}g <p 6 {bg}§ <y DOUS dirons
qu’elles sont finalement disjointes, §'il existe un nombre ordinal p<Cp
tel qu’on ait

a0, pour u<<E<gp et p<n<e.

Théoréme. m = x,=8, dant un nombre cardinal quelconque,
il existe une famille @ de puissance R.r1 formée de suites tramsfinies
du type v, de nombres ordineum croissamts < w., finalement disjointes
deux & deuw.

Démonstration. 1) «=0. Soit

1y Poy Ty oor
une suite infinie contenant chaque nombre rationnel une infinité
de fois. Pour tout nombre réel z, il existe — comme on voit sans

peine — une suite infinie croissante de nombres naturels 7y, %,, 73 ...

telle que :
lim r,, =a.
koo K

Choissons une telle suite S(z) pour tout x réel. On montre
aisément que si o=y, les suites S(x) et S(y) n’ont qu'un nombre
fini (ou nul) de termes communs; elles sont donc finalement dis-
jointes. La famille de toutes les suites S(z), pour @ réels, en tant
que de puissance 2%, contient une sous-famille @ de puissance X,

qui répond & la thése du théoréme.
8*
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2) a>0. L’ensemble de tous les systemes (£, %) de deux
nombres ordinaux &<w. et n<<w. peut &tre, comme on sait, hien
ordonné en type w. (c. & d. rangé en une suite transfinie du
type ) par la convention suivante: (&, 1)< (Eg e, si Ex-tny<£yn,
ou bien si &+m=&+n, et £<TE 1). .

Soit g(£, 7) le rang occupé dans cette suite par le systome (€, 4).

Désignons par F, la famille de toutes les suites transfinies

j suite croissante de nombres
{g(&, a§)}§<wa’ oll {a§}§<% est une suite croissa & nombres

ordinaux <<w. tels que

%<§

< wq.

Les suites de la famille F, sont croissantes, puisqu’on a d’apros
la définition de la fonction g

HE, @) <g(n, B) pour £<n et a<Cp.

Ceci dit, nous allons établir le suivant

pour

Lemme. F diant une sous-famille de puissance <N, de la

famille By, il existe dans la famille F', une suite transfinie {g(g, a.)}.
0 0 (AL flEcw
§85a,

qui est finalement disjointe de chacume des suites de P

Démonstration. Rangeons toutes les suites de la famille F
en une suite transfinie (de suites) du type Way 0 répétant une méme
suite plusieurs fois, si F<<w«. Soit

{1 @)
g (& e »5-:2(0“};]{(:)“
cette suite de suites.

Nous allons définir par I'induction transfinie une suite du

type e, {“s}g./m » de nombres ordinaux croissants < w,.
E ~%a

Posons @,=n pour n=1,2,3,... et considérons un nombre
ordinal quelcongue 4 tel que wKA<<w, Supposons tous les nom-
bres ordinaux a; ot £< A définis de fagon qu’ils constituent une
suite transfinie croissante et que on ait
(1) a<E

pouwr £< 1

(ce qui est vrai pour A=o, puisque a,=n bour n=1, 2, 3, ...).

1) Voir p. ex. mon livre ILe

993 994 ¢ons sur les mombres transfinis, Paris 1928,
b. .
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Soit u#; le plus petit nombre ordinal >a; ol <C/. On a

¢videmment u; << as+1, d’oly, selon 1= w et (1),
§<A

-!?)g E‘g‘%égzz:}q
ToEa T <
done
(2) <A

Les suites {g(&, ag;))}§<wa appartenant (pour #n<o.) & la famille
FCF, on a

(ZE,—]S<§ pour §<(Ua et "7<C')ag
d’olt

(3) P <7 <2

Soit E, I’ensemble formé de tous les nombres ordinaux &<u,
et de tous les nombres ay? ol n< 4. D’aprés (2), Iensemble E; est
évidemment de puissance <CA-+71=1. Or, d’aprés (2) et (3), chacun
des nombres de ensemble E, est de puissance < 4. D’autre pamt_,
I’ensemble de tous les nombres ordinaux dont la puissance est <C4
est comme on sait, de puissance >2 (pour AZ>w). 1l en résulte qu’il
existe un nombre ordinal «; (p.ex. le plus petit) tel que

pour

(4) <4

et que aznoneE;. On a done, d’aprés la définition de ensemble E,,
;= p,, dout

(3) @y > ag pour £<1
et :
(6) ar % afd pour 75 << 4.

La suite transfinie des nombres ordinaux {a}, o, est ainsi
définie par Pinduction et on a les formules (4), (5) et (6).

Je dis que la suite transfinie {g(§, “5)}5 <w, répond aux con-
ditions du lemme. .
En effet, d’aprés (4) et (5), c’est une suite de la famille Fy.
it ¢ ; i mille F
Or, soit {g(§ aé))}g <o, une suite quelconque de la fa

(done » << we).
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Soient £ et n deux nombres ordinaux tels que
(7 vE<w, et rv<n<o.
Si £, on a évidemment, d’aprés la définition de la fonction g,
® 90 @) F= g (1, o).
Si £=7, on a, d’aprés (6) (vu que E>o):

CIES “g‘v)7

d’oll, selon la définition de la fonction g,

g(E; as‘) :*: 9(5’ aé(“v))y

et on obt%ent encore la formule (8) par substitution de 5 & &
Les inégalités (7) entrainent done toujours la formule (8), ce

ui prouve que 1 i ini !

qui p que les suites transfinies {g(£, ag)}f-w et {g(&, aif))}s‘

« B

sont finalement disjointes.

Le lemme étant ainsi démontré, nous allons définir par Pin-

duction transfini i
6 une suite du type gy, {S,[},)< Oppy? de suites

de la famille F',. Posons 8,={g(¢, §)}§ <o D0it 1<A<wayy, et sup-

posons déﬁnies toutes les suites 8,eF,, olt n<<i. Leur ensemble F
?stlade pu.lssa,nce SRey puisque 2<<p.y. Ll’application du lemm;
zn famﬂe.ﬁ.‘-:Fg donne une suite 8, de la famille F, qui est
alement disjointe de chacune des suiteg de la famille 7;, donc
de chacune des suites 8y ol p<A. B fone
Or, on voit sans peine que la famille & de toutes les suites

transfinies §; ol A<w s
g «t+1 Tépond aux con :
se trouve ainsi démontré. ditions du théordme, qui

semm];)edujlezi:eg;ms tinﬁnis sont dits presque disjoints, il
, Ments communs & une puissance i i

de chacun de ces ensembles. y ot o
entraine donc ce '

en-
e & celle
Le théoréme qui vient d’atre établi

Corollaire. Tout ensemble b

: nfing de puis : ;
Jamille de puissance w1 puissance m contient une

ensembles presque disjoints de puissance m.
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J'ai démontré ailleurg?) la proposition suivante:

P. Tout emsemble infini de puissance m peut éire décomposé
en une classe de puissance 2" d’ensembles presque disjoints de puis-
sance n, o n est le plus petit nombre cardinal tel que 2">m.

Il est & remarquer que, méme pour Mm=y;, NOUS Ne SAVOUS
pas déduire notre corollaire de la proposition P 2), Bn effet, si I'hypo-
thése du continu n’est pas vraie, c. & d. si 2%>g,, la proposition P
n’exprime, pour m=g;, que la décomposabilité de tout ensemble
de puissance &, en une clagse de puissance 2% d’ensembles presque
disjoints dénombrables, tandis que, d’aprés le corollaire, tout en-
semble de puissance %, contient une famille de puissance >¥, d’en-
gembles presque disjoints de puissance .

D’autre part, si 2%=;, notre corollaire n’exprime (pour m=y,)
que Pexistence, dans tout ensemble de puissance 2%, @’une famille
de puissance >>2% formée d’ensembles presque disjoints de puis-
sance 2%, tandis que, d’aprés la proposition P, si 9%y, tout en-
semble de puissance 2% peut étre décomposé en une classe de puis-
sance 22 d’ensembles presque disjoints de puissance 2% (puisque,
§i 2%==x,, le nombre n=x,=2% est le plus petit nombre cardinal
tel que 2" >y, =2%) 3). Nous ne savons done déduire la propo-
gition P de notre colloraire.

Pour m= N, notre corollaire exprime I'existence, dans tout ensemble de
puissance N, d’une famille de puissance >N, formée d’ensembles presque dis-
joints de puissance N, et, d’aprés un théoréme de M. Tarski %), tout ensemble
de puissance N, peut dtre décomposé en une classe de puissance NSe>n, den-
sembles presque disjoints dénombrables. Or, d’aprés un autre théoréme de M.
Tarskis), il résulte de I'hypothése de Cantor sur les alephs qu’il n’existe au-
cune décomposition d’'un ensemble de puissance R, en sous-ensembles presque
disjoints de puissance autre que R, et N,.

1 Monatshefte f. Math. w. Phys. 35 (1928), p. 239—241; cf. A. Tarski,
Fund. Math. 12, p. 191 (Théoréme 7).

2) Cette remarque est due & M. Tarski.

8) Deux ensembles bien ordonnés du type 9 et presque disjoints étant
finalement disjoints, Thypothése 2%=y, entraine Vexistence d'une famille de puis-
sance 22 formée de suiles tramsfinies du type £ de nombres ordinaun croissants
<R, deux & deus finalement disjoinies.

4 Fund. Math. 12, p. 191, Th. 7 (pour m=q=R,, P=N,)-

5) Fund. Math. 14, p. 211, Th. 5 (pour e=w, 6=1,2,3,..).
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