Sur les transformations des complexes en sphéres.

Par
Solomon Lefschetz (Princeton).

On doit & M. H. Hopf la caractérisation des classes homo-
topes des transformations uniformes d'un n-complexe K, en une
n-sphére H,1). Partant de ce résultat MM. Bruschlingski et Freu-
denthal?) ont mis en évidence certaing groupes associés aux trans-
formations uniformes, isomorphes aux duels, au sens de M. Pon-
trjagin des groupes de Betti des p-cycles mod 1 de K,, pour les
valeurs p=1, n. Ils ont également obtenu les mémes résultats pour
les espaces compacts de dimension finie. On peut ainsi arriver & cer-
tains groupes de Betti, en n’ayant recours 4 la topologie algébrique
que pour les sphéres. Nous établirons tout d’abord dans ce travail
un résultat tout semblable pour toutes les valeurs de p. Il est dail-
leurs susceptible d’étre étendu aux complexes ouverts K,—L, Lsous-
complexe de K, et aux divers invariants relatifs associés. On en
déduira notamment que les groupes de Betti entiers de K, peuvent
ainsi étre associés directement & certains groupes de transformations
de son voisinage sur une H, convenable ol K, serait plongé. Pour
les groupes de Betti de dimension zéro, ce résultat a déja été obtenu
par M. Freudenthal

Notre méthode, entiérement nouvelle, se fonde sur l’emploi
de transformations multiformes généralisant celles & 1a base de notre
solution du probléme des points fixes %). Elle nous gemble d’ailleurs
au moins aussi intéressante que les résultats que nous en tirons.

1} H. Hopf: Comm. Math. Helvet. vol. 5 (1933), pp. 39—b54. Voir aussi
Pouvrage qui vient de paraitre; Alexandroff-Hopi: Topologie I (Springer
1935), Ch. XIII, § 2).

*) N. Bruschlingki: Math. Ann. vol. 109 (1934), pp. 525—537; H. Freu-
denthal: Compositio Mathematica, vol. 2 (1935), Pp. 134—162.

%) Voir notre ouvrage: Topology, Colloguium Lectures (New York 1930),

Chz.apter VI. Nous emploierons autant que possible les notations et la termino-
logie de ce livre. ‘
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Comme il importe que 1'on se rende nettement compte du réle
précis de la topologie algébrique dans ces questions, nous avons
donné des indications trés complétes et explicites sur ce que nous
lni empruntons. Incidemment, nous avons aussi donné une démon-
stration trés simplifiée du théoréme de M. Hopf. Sa formulation
est faite en termes des pseudocycles entiers4), qui jouent un réle
important dans ce travail. Les préliminaires (§ I, IT), en apparence
assez longs, sont néanmoins justifiés, car ils nous permettent d’avancer
bien plus rapidement ensuite.

I. Généralités sur les complexes et leurs pseudocyecles. -

1. Soit K un complexe simplicial fini. Choisissons pour ses p- et

(p—1)-chaines des bases canoniques A7, AY , telles en fait que
T'on ait précisément (Topology, p. 37):

(1.1) AN AL H>1;
(1.2) A7 ~0, mais non~0;
(1.3) AR > 4B

(1.4) tAY ~ 0.

Les ¢ sont les coefficients de torsion pour la dimension p—1. De
plus, il y aura des chaines Af_l dont aucun multiple n’est ~0.
Les chaines des deux premiers groupes sont celles qui importent
surtout. Pour p=n, dimension de K, le dernier groupe manque, et
pour p=0 le premier. Les classes homologiques des p-cycles modvl
correspondent biunivoquement aux cycles

(1.5) Ty~ s +vid]

0§f1)1<t{, O§yl<17

ol x; est entier et y; simplement réel. ‘
Identifions maintenant K avec son image topologique, voire
méme polyédrale, sur une sphére euclidienne H, convenable. A tout
systéme d’entiers u, (arbitraire, modt;), #; (arbitraire), il correspond
1) Pour les coefficients rationnels, nous les avions déja introduits au sujet
duprobldme des points fixes dés 1930 (Annals of Mathematics, ser. 2, w:ol. 32 (1930),
py. 273—282; Topology, pp. 284, 841, 358). Il suffit de mettre en jeu le§ cyf‘lgs
mod 1 de M. Pontrjagin, pour avoir les pseudocycles entiers, retrouvefs' d"ail-
leurs récemment par divers auteurs (Alexander, Kolmogoroff, Whituney).
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un cyele entier de H, mod H,—K (chaine & coefficients entiers de
frontitre ne rencontrant pas K) Crp, tel que ses indices de Kro-
necker avec les A, soient

(45 - Crp) = i, (4p - Crp) = 2.

Pour que Cr—p,~ 0 mod H,—K, il faut et il suffit que u;=0 mod ¢
et 7=0. Par suite, le (r—p)-itme groupe de Betti de H,
mod H,—XK est isomorphe au groupe additif des ensembles (u, »)
considérés comme coordonnées d’un espace vectoriel, & cela prés
_que g; doit &tre pris mod #. Done, le groupe de Betti g en question
ost abstraitement fixe. Il est, par suite, un invariant topologique de
K et ses éléments, désignés par yP, sont les p-pseudocycles emtiers
de K. Le groupe g° est le duel (au sens de Pontrjagin) du p-idme
groupe de Betti mod 1, g, de K. Le premier groupe est discret et le
second compact. Si nous voulons préserver les notations d’homo-
logie, nous devrons écrire y»~0, lorsque #;=0 modt, =0 et
alors seulement 3).

2, Complexes, chaines, cycles singuliers. Nous allons rappeler
ici, pour la commodité du lecteur, certaines notions topologiques qui reviendront
congtamment dans la suite.

On entend par p-cellule singuliére B, sur un espace topologique & un sous-

_ensemble 70, de R ol o, est un p-simplexe et z est une transformation uniforme
continue (=%. u. ¢.) sur 3,. On convient que &l o, =1"0, ol ¢’ est affine, r+'0,

définit toujoursla méme E, sur R. Soit K,.={0,‘;) un n-complexe simplicial fini.

Supposons qu’il existe pour chaque o} une X} singuliére, et de plug une t. u. c. 7,

de K, en % telle que aL:E:, pour chaque of,. On nomme l'ensemble &, = {E,’,}
un n-complexe singulier sur R. De méme, les chaines et cycles de K, donnent
liew & des chaines ou cycles singuliers de R, et ce sont eux que l'on envisage
toujours.

On subdivise R,, ou ses chaines, en prenant les images de subdivisions

de K, (voir & ce sujet: Topology, p. 73 et notre Note du Bull. Amer. Math. Soc.,
vol. 39 (1933), pp. 124—129).

3. Homotopie. Soient X, un complexe simplicial, a), ses cellules orientées,
K1 =KnX g le produit de K, par un segment «g. Sl existe sur R une
image singuliére R,+1 de K,.; avec K, R, comme images de K,x o, K, X4,
le passage de s,.. 4 K, est nommé déformation ou homotopie de R, en K, sur R.
Cette homotopie des complexes est accompagnée d'une homotopie ¢ des chaines
de R, en celles de ®,. 8i 0, de K, correspond & ¢, 05 de- R, &, et que l'on

%) On pourrait d’ailleurs tout aussi hien remplacer dans la définition une

bajse, exp_licite pour les cycles par une base quelconque, un y? étant alors déter-
mine uniquement par les valeurs des nombres (Ip+Crep) pris mod 1,
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dénote génériquement I'image de 0, X ¢ # par De, (chaine de déformatién de c,),
on aura la relation fondamentale de frontitre (Topology, p. 78):

(3.1) D ey —>0p—0,— DF(c,)
ou bien encore, en termes de la seule chaine c,:
(3.2) FDep =13 0,—0p—DF(cp)s

En particulier, si e,', sont les cellules orientées de R,, on aura les cellules de dé-
formation Dej. Pour que &, et R, tous deux images du méme K, sur &, y soient
homotopes, il faut et il suffit qu’il soit possible d’insérer successivement les cel-
lules Del, Deél,... de manitre 4 satisfaire aux relations (3.1) ou (3.2).

Remarque. A la vérité K, n’est pas simplicial, mais seulement convexe.
8i I'on veut rester dans le domaine des complexes simpliciaux, on pourra rem-
placer K, par son dérivé (subdivision barycentrique), mais peu importe pour
ce qui suit.

Signalons deux homotopies commodes, associées & une n-cellule E,. Prenons
en pour image lintérieur d’une (n—1)-sphére euclidienne H,.; de centre A et
rayon 1 et soit Hila sphére concentrique de rayont entre 0 et 1. Soient P
un point variable de H,—, @ Dintersection de AP avec H,_j. Nos homotopies
sont toutes deux radiales. L'une est une coniraction telle que P—»Q, V'autre une
expansion telle que Q—P et segment QP—>P; de plus, les transformations
entre AP et AQ sont par similitude pour toutes deux.

4. Alors que Hopf se rapporte dans ses recherches toujours au degré de
Brouwer, notre instrument topologique primordial est fourni par le

Théoréme 1 (Alexander-Veblen). Tout p-complexe sin-
gulier K, sur un complewe simplicial K posséde une subdivision ho-
motope & un sous-complexe de dimension =p de K, et de méme pour
les chaines singuliéres (Topology, p. 86).

D’ailleurs, si 8, et K ont un sous-complexe commun, I’homotopie peut
étre choisie de manitre & le laisser fixe.

Corollaire. Tout cycle de K est ~ un sous-cycle. Toul sous-cycle ~ 0 est
la frontidre d’une sous-chaine de K.

C’est ce corollaire qui est & la base de la démonstration de I'invariance
des groupes de Betti des complexes (Topology, p. 88).

5. Trois lemmes sur les sphéres. Soit H, une sphere to-
pologique de dimension n>>0. Prenons en comme représentant une
sphére euclidienne, que nous décomposons en cellules, en projetant
sur elle & partir du centre les faces d'un simplexe a4 régulier, in-
gerit. Nous désignerons indifféremment par H, la sphére, le n-com-
plexe résultant de la projection et son n-cycle fondamental orienté
d’une certaine maniére.

Fundamenta Mathematicae, To XXVII 7


GUEST


98 : S. Lefschetz:

Lemme 1. Soit K un complexe singulier sur Hy et L un sous-
complexe de K de dimension =n—1. Il eviste une homotopie de K
sur H, rédwisant L & un seul point.

En effet, on peut supposer que K, L sont des sous-complexes de H, (Théo-
réme 1). Alorssi 4 est un sommet de H, et A’ son antipode, A”-L = 0, Par suite,
une expansion radiale convenable de centre 4’, appliquée & la sphére percée en 4,
aura Peffet voulu ¢).

Lemme 2. Une sphére singuliére Hn~0 sur H, (n>0) y est
homotope & wn point 7).

On pourra supposer (Théoréme 1) que $. est une transformée
simpliciale TH,. Alors, comme chaque 0,—1 de H, est face de deux oy,
et que = et ~ sont équivalents pour les n-cycles de H,, le nombre
algébrique d de fois que les 0, sont recouverts par les T oy, 0,eH",
est fixe: c’est le degré de ©, sur- H, En particulier, on a ici d=0.
Un énoncé équivalent au ndtre est done:

Lemme 2'. Lorsque le degré d'une sphére singuliére sur H, est

nul, elle y est homotope & un point.

Notons qu'en vertu du Théoréme 1 on sait que d est un in-
variant topologique de . seule (done indépendant du complexe
recouvrant H,), mais peu importe pour la suite.

Nous démontrerons d’ailleurs tout aussi facilement ce lemme
plus général:

Lemme 3. Une sphére singuliére $, sur Hy, y est homotope
4 une sphére transformée simpliciale TH, en Hy, telle que chaque o,
de H, soit recouvert par ewactement d transformés T o,.

6. Supposons qu'un o, au moins soit recouvert de deux To,
avec signes opposés. Je dis que ’on pourra réduire de 2 le nombre

de To, non dégénérés, c’est & dire recouvrant des -+ o, effectivement. -

*) Le méme argument a été employé récemment par M. Whitney au
cours d'une démonstration (encore inédite) du théordme de Hopf.

?) En substance, les lemmes 2, 3 ont déj éb¢ démontrés par Hop# (Recueil
S_oc. Math. de Moscou, vol. 37 (1932), pp. 53—62), Cependant notre démonstra-
tion, comme le reste de notre traitement, entre dans un cadre quelque peu dif-

férent, notamment en certains points de 7, importants pour la suite et que
seuls nous donnerons avec tous détails.

icm

Transformations des complexes en sphéres 99

Le cas n=1 demande un traitement séparé. Il y aura alors
un 51=EB de H, et un arc orienté l=6"+...4+0f" de H; tels que
T6f'=aB, Tol =Ba, To¥'=p, 1<<i<r. Alors I est homotope sur H,
au point @, aprés quoi Tof', Tof" sont aussi dégénérés.

Soit maintenant n>1 et supposons le résultat désiré acquis
pour n—1. Soit done T o' =— T 05"=0,. Considérons pour linstant
HY comme un 8, avec un seul point & linfini, qui ne sera ni sur
o*! ni sur ¥ Soit L une droite de S, ne rencontrant pas les faces
des ¢& de dimension << n—1 et rencontrant au moins deux o,
dont les transformés recouvrent o, avec signes opposés. Il y auras
des segments de L dont les extrémités sont sur deux tels o*. Sup-
posons que A'A® en soit un n’en contenant pas d’autres et que
A'C}, A’Co* ce qui n’impose nulle restriction. Notons que
dang ces circonstances I=—T A14? est une ligne polygonale brisée,
d’extrémités sur F(o0,), mais sang points sur o,.

Soit maintenant 6 une région tubulaire fermée, d’axe L, de
gection tranversale sphérique, assez déliée pour que 6, coupée ras
aux o* ne rencontre que les (n—1)-faces contenant les A’. On montre
aisément: (a) que &,=0x +0+0}" est une n-cellule &, + sa frontiére,
une sphére 7,—1; (b) qu'il existe une homotopie 1" de H, en elle
méme, =1 en dehors d’un tube §' un peu plus grand que 6 et con-
tractant 6 en son axe A'A42% Soit de plus 7'’ une homotopie de Hj
en elle méme, =1 sur o, coincidant avec une expansion radiale
gurla cellule H,— G, et réduisant ! & la frontiére de ¢, Alors, sil’on
remplace T $, par T TT . on aura la méme situation qu’aupa-
ravant, sauf que maintenant T transforme &, en 0, et ceci de
maniére que les To*! soient transformés en +. et le reste en F(on).
En particulier, T 6 C F(0,), done T(6)~ 0 sur F(o,). D’ailleurs
TF(o¥' +0¥?) =0, done T(nn1)~0 sur F(cn).

7. Avec des notations plus commodes, nous avons la situation
suivante: soient &n, ¢2 les régions intérieures de deux gphéres eucli-
diennes qﬁ...; de rayons 1 et soit 7' une t. u. c.: i 2 telle que
n_y—> iy aveec Trnq~0 sur 7.1 Nous allons montrer que T
peut &tre modifiée sur &y (non sur la fronbié?e) de 'maniére. qu'un
point de s cesse d’8tre recouvert pa,r2 T ep. Unf) expansion ra-
diale & partir de ce point découvrira & toute entiére et le lemme

gera démontré. .
7
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Soit @ le centre de &. On peut supposer a? recouvert, done
(en remplacant §'il le faut &, par une homéomorphe convenable) que
Ta'=qa? Modifions alors T comme il suit: soit P! un point quel-
conque de Ny €t P2= T PC1p—1. Soient: Q' les points divisant les
segments «/P! dans un méme rapport i, Q2=T¢% 7’ la t. u. c.

radiale Q'— @2 Les segments (72_@)2 définissent manifestement une
modification de T dans sa classe, =1 sur les frontiéres. Nous
pouvons donc supposer: (a) que T’ est radiale; (b) que si n_, est la
sphere de centre a' et de rayon ¢ entre 0 et 1, on aura T'n't=y,
Par suite, si Uy est ’homothétie radiale de m, en 7; (contraction

dang le rapport t) et si V est ce que devient 7' sur n._4, On obtient
T en prenant [UxV U]y, puis en faisant varier ¢ de 0 & 1.

Ceci posé, en vertu de I'hypothése pour n—1, la classe de V'
contient une transformation V(t) variant continuement avec ¢ entre
0 et 1, et telle que V(0)= "V, tandis que V(1)n!_, ne recouvre pas
entierement 72 . Soit alors 0 =s=1, puis associons & s une nou-
velle transformations 7(s), obtenue en remplacant dans [ ] ci-dessus

[ V(2(1—1)s) o<t<
pour

Stsd
| Vi(s) 1<t

1.

V par

A1

Quand s varie de 0 & 1, on fera ainsi varier 7 dans sa classe, sang
modification sur les 7! _,, de maniére 4 découvrir un point de 7%

. R . n—
pour ?=j. Ceci achéve la démonstration de nos lemmes.

II. Le théoréme de Hopf.

8. Boit K,, n>> 0, un complexe simplicial fini et 7 une t. u. c,
Kn— H,. La classe x de T est Pensemble des t. w e I': K,—>H,
tglles que TK, et T'K, soient homotopes sur H,. T est 'messemielle’
si x contient une t. u. ¢. de K, en un point de H,; elle est essmz
tielle autrement.

Soient AY les &léments de la base de K s
" « pour la d
(cf.1). Les TAL, TA% Y imension n

» 8ont respectivement deg
entiers de H,, d’ou cyeles modd e

(8.1) TAz ~ w H, modt|
(8.2) TA? ~ v, H, | sur Ha
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Les entiers m; »; sont les entiers caractéristiques de T, p; m’étant
d’ailleurs déterminé que mod ¥. Ce sont des invariants de la classe
de T. Dailleurs p; = 0 mod #, »,=0, lorsque T’ n’est pas essentielie.

En se rapportant &4 1, on voit que 7, ou plutét la classe
%, détermine, par ’entremise des u, ¥, un pseudocycle y" bien défini
et que la classe inessentielle correspond & y*~ 0. Le théoréme de
Hopf peut alors étre énoncé ainsi:

Théoréme 2. Les classes » de transformations univoques et
continues K.~»H,, n>0 sont en correspondance biunivogue avec les
n-pseudocycles ®).

Démonstration. Soient o;, les simplexes orientés de K,.
En vertu du lemme 2, il y a une hemetopie ¢ de TH;, sur H, réduisant
toutes ses cellules To!, p<<m au point ‘A (lemme 1). Done $T=1"
est une t.u.c. de la méme classe » que T et telle que I"ol=A pour
tout p<<n. Une telle transformation sera dite une "réduite.

Du reste, étant donné plusieurs t. u. c., T, on pourra traiter
simultanément tous les 7K, comme ci-dessus, donc remplacer les T
par des réduites. Par conséquent, dans la détermination des elas-
ges », on peut se borner aux réduites.

Prenons donc une réduite T. Puisque les To! sont des n-cycles,
on aura

(8.3) Tel ~ m;H, sur H,.

Je dis que les emtiers m; sont entiérement arbitraires: & toutb
systéme d’entiers m; correspond une réduite 7. En effet, soit U' un
homéomorphisme de of en H,—A de degré 41 et V' une rotation
de 27 m, autour du diamétre AA4'. La transformation T donnée par

T(E,—Z2d)=4, To,=V'Ud,

posséde évidemment les propriétés voulues.

8) La dimension n=0 n’offre en fait nulle difficulté. H, consiste alors en
deux points 4, B et K, en p=ERy(K,) points. A tout groupe de ¢, 0=g=<p, des
points de K, correspond une tranformation les réduisant au point A et les autres

au point B, Dong, il y a (g) transformations, et aussi autant de classes distinctes.

Dorénavant on supposera toujours n>> 0,
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9. Soient maintenant T, 7" deux réduites et demandons nous
gi elles sont de méme classe. D’aprés 8, il s’agit d’insérer les EDTaf,
convenables. Déja en vertu du lemme 1, on peut supposer
DTo,=A pour p<n—1. Il ne manque donc que les DTohy et DTd

Les frontitres des ®To.; coincident avec 4; ces cellules sont
done des n-cycles et, comme pour les Td,, il faudra avoir

(9.1) DToy ~a; Hy, sur Hp.

Par contre, les DTa, i on peut les insérer, doivent satis aire & (3.1),.

que nous écrivons
(9.2) DTol,— T'ol,— T'o — DF(T(0)).
Puisque FT=TF, ceci revient &

(9.3) Il=1'cy— Toh—DTH(0;) ~0 sur H,.

Aingi, condition nécessaire pour que T,T’ soient de méme classe,
il faut pouvoir choisir les DTol,_; de manidre que (9.1) et (9.3) soient
satisfaites. Je dis que ces conditions sont également guffisantes.
En effet, I’y est alors l'image du n-cycle fondamental y, de la
n-sphére frontiére de la cellule prismatique ofXef. En vertu de
(9.3), de 5 et du lemme 1, I'; est alors homotope & 4 sur H.,.
Or, l'ensemble des chemins décrits par ses points est une (n-1)-
cellule singuliére, image du ,,joint‘‘ de y, et d’un point. On prendra
done tout simplement cette cellule pour DT, et la détermination
des DT, sera achevée.

10. Tout revient en définitive & satisfaire & (9.1) et (9.3). Ceci
pos§, ces relations sont lindaires par rapport aux o, 0,—;, done in-
variantes de forme par rapport aux changemeénts de base pour
les (n—1)- et les n-chaines. Choisissons celles de 1. Avec les nou-
vc_al%es bases les chaines & déterminer sont les DTAY ;. Les con-
- ditions qu’elles doivent satisfaire, au lieu de (9.1), (9.3), sont main-
tenant ’
(10.1)

(10.2)

DTAY; ~ yyH, sur H,,
TA" —TAY" —_DTFAY~ 0 sur H,.

Soient w;,v; et ui,»; les entiers caractéristi '
By Vi ristiques de T et T
(cf. 8). Au lien de (8.3), nous avons ici

i1
(10.3) TAn ~ w H, mod t;, T A% ~ w;H, mod t,
(10.4) TAZ ~v H,, T AR ~ v,H,.
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En outre, les AL étant transformés en cycles, on aura:

(10.5) TAR ~ oHy,  T'AR~ ¢ Ha.
Il n’y aura pas d’autres relations, puisque les A" ot AP n'existent pas.
Bn substituant maintenant des relations autres que (10.2)

dans cette derniére, on obtient pour les y les relations suivantes:
pi—ui—tya=0 mod ¢,

'”,i"_"”i . =0)

0i—oi—ys =0.

(10.6)

Les y; peuvent donc &tre pris arbitraires et les yis sont donnés
d'une fagon unique. Les conditions de compatibilité des autres
relations, et par suite de tout le systdéme, se réduisent ainsi &

(10.7)

ou bien, si y", y'» sont les n-pseudocycles associés & T, T & la
condition

(10.8)

i = py mod ¥, V=]

yr e~y
ce qui est le théoréme de Hopi.

11. Cas particulier dessphéres. Les transformations d’une n-sphére
en une autre ne forment aucunement exception & ce qui précéde. Le groupe g*
est alors cyclique, d’ordre infini, et il y a une classe % de t. u. ¢., Hp—>H, et
une seule, pour chaque entier 8. Ce résultat peut d’ailleurs &tre établi par la
méthode précédente, oi tout se simplifie, car les bases se réduisent & peu de
chose. Des entiers u, » il ne reste plus qu'un seul »,, qui est le degré.

III. Transformations multiformes.

12. Transformations normales. Nous avons déja eu l'oc-
casion d’étudier des transformations multiformes continues (= t. m. ¢.)
au cours de nos recherches sur les points fixes (voir Topology, Ch.VI).
Pour arriver & des résultats de quelque précision, on est toujours
obligé de restreindre les t. m. c.

D’une fagon générale, considérons les transformations K},—>Kﬁ
entre deux complexes simpliciaux quelconques. Tout comme dans
nos recherches mentionnées, il est commode de passer par le com-
plexe produit K},XK% Une t.m.c. T du premier au second est (?Jlox;s
entidrement caractérisée par 'ensemble 7= {PLX P¥, P‘eK,l,, PeKm
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P2 = TP Nous imposerons alors & nos t. m. ¢. la condition suivante:
t doit éire un n-complexe singulier K sur le produit K,l, X K2, Cette
condition est susceptible d’étre exprimée, en se passant du produit,
de la maniére suivante: il existe un complexe simplicial K> et trois
t.u.c. T, Ty, T, telles que

(a) Rn est 'image singulidre de K par Tj;

(b) Ty, T, sont des t. u. ¢. de &, en K, et Ky, done T, T,, T,T,
des t. u. ¢, de Ko en Kp et K

(6) T=TT:"

8i Pon veut, T; (i=1,2) est la t. u. c. P'X P?— P! dite aussi
projection du produit sur K'.

Une t. m, ¢. du type que nous venons de définir est dite normale.
Les t. u. c. K,— K5 sont normales et correspondent au cas ol T,
est topologique. De méme, les transformations de nos recherches
déja citées sont également normales, R, étant alors un n-cycle
singulier.

Il est & peine besoin d’observer que la mormalité est ume pro-
priédié topologique.

On définira les classes de transformations normales comme
correspondant aux ensembles de complexes singuliers, {®,!, homo-
topes sur KX K. Lorsque T est une t.1u.ec., sa classe » en tant
que t. u. c. est comprise dans sa classe »' en tant que trans-
formation normale. En effet, lorsque 7' varie continuement dans x,
son image R, varie continuement dans l’ensemble des images topo-
logiques de K; sur K},XK?,. Or, cet ensemble est certainement
compris dans celui de tous les complexes singuliers (R} homotopes
& R, sur K,XK, Les transformations de ' étant précisément
caractérisées par le fait que leurs images sont des R%, on a bien %(x'.

Il est & mnoter qu’une. transformation normale n’opére pas
nécessairement sur K, tout entier. Elle peut fort bien n’avoir pour
champ Q’action qu’un sous-ensemble fermé de K,’,.

Reprenoxiﬁ les t.u.¢c. T, Ty, T, considérées plus haut, telles
que T=T, Ty. On pourra ramener T, T, & une réduite en tant
que t. u. ¢. de K° en K2 Ceci anra pour effet de remplacer T par
une't.;ransf.ormat;ion normale de méme classe, dite réduite. Appliquons
ensuite smuli;anément le Théoréme 1 aux complexes singuliers
TT.K, sur K{,. Oe faisant, il peut &tre nécessaire de remplacer K°
par une subdivision convenable. Comme résultat, on obtient une
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transformation 7' de méme classe que T et qui a pour effet de
transformer continuement chaque simplexe de K}, en un nombre
exact de simplexes du complexe K2 Nous dirons d’une telle trans-
formation qu’elle est simpliciale. Nous avons done le

Théoréme 3. Dans toute classe de transformations normales,
il ewiste des transformations simpliciales.

Soit K la partie n-dimensionnelle de K> (somme de ses o},
g<<n). On a alors le

Corollaire. Toute classe de transformations normales Kp— K=
. o 1
contient des transformations K,,~—->K;°;.

18. Bornons nous pour l'instant aux transformations normales
simpliciales K;—>Ks. Si T en est une, un o. quelconque sera
recouvert positivement par p transformés d'un o donné (oheKh)
et négativement par ¢ d’entre eux. Le nombre d=p—q est le
degré de Tay sur oh. On a alors le

Lemme 4. Lorsque d==0, on peut modifier T dans sa classe de
maniére 6 ce que les Toy ne recouvrent plus on.

En un certain gens, ce lemme généralise le second. On peut
de méme généraliser le lemme 3, en montrant que T' est réductible
& une transformation telle que le recouvrement soit exactement de d
fois, mais nous n’avons pas besoin de ceci pour la suite.

Passons & la démonstration. Il suffit évidemment de supposer
que Ki=3ah. Admettons le et posons F(oh)=Hy 1.

Congidérons d’abord la valeur n=1. Nous avons donec ¢=0p,

-1 =2 . - >
d=0. On peut représenter o, 0, par les deux cdtés AB, AG2,
d’un rectangle ABOD, qui sera alors l'image du produit s X on

— > .
I’image de T se composera des diagonales AC, DB prises p fois.
Soit B leur intersection. On peut considérer T comme la superpo-

—_— > X
sition des deux t. u. c. représentées par pAEB, pDEC, qui sont
homotopes sur le rectangle, sans déplacement des extrémités, aux

—> g .
segments pAB, pDC. La somme de ces derniers correspond & une
transformation AB—> A+ D, donc ne recouvrant pas AC. Clest le
résultat vouln pour n=1.
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Soit maintenant »>1; admettons le lemme pour n-—1 et
démontrons le pour n. Puisque 7' est une superposition de t. u. c.
simpliciales entre o, et 72, ON AUTS TF(oh)=FT(0y)=0 sur Hz_. Done
T, en tant que transformation entre les H, satisfait & la condition
du lemme relativement & toute paire de leurs ¢,-; transformés l'un
dans P’autre. Observons en outre que 7, en tant que simpliciale,
transforme le barycentre G* de oy en celui G2 de o?,, et de méme
pour les homothétiques H* des H! par rapport aux & et au rapport ¢
entre zéro et un. D’ailleurs, 7' est ,radiale” par rapport & ces
barycentres. Nous sommes done exactement dans la situation
de 7. La méme modification que I’on y a congidérée, réduira alors T
‘dans sa clagse & une transformation 7" telle que 7"¢, ne recouvre
plus .

En comparant avec la traitement du lemme 2, on voit que la
différence a lien surtout pour le cas n=1.

14. Transformations normales K,—~H, Opérations
et groupe. Nous allons maintenant introduire pour les classes de
transformations normales certaines relations qui vont conduire &

un groupe. Il sera commode de désigner indifféremment par 7T une
transformation ou sa classe. -

(a) La classe obtenue en superposant T et T’ sera désignée
par T+ T'. Cette classe est unique quand T et T’ varient dans
les leurs. Elle est représentée sur K, X H, par le complexe singulier
fn + K, somme de ceux relatifs & T et 7'. Pour préciser, on peut
considérer &, et &, comme images de deux complexes polyédraux
disjoints Kj, K,y d’un méme espace euclidien 8,. Alors T + T' est
représentée par R,+R, considéré comme image de K+ K.

Notons que l'addition ainsi définie est manifestement com-
mutative et distributive.

(b) Soit U une homéomorphie de H, en elle-méme qui en
cha.nge Porientation: UH,=—H,. Telle est par exemple une sy-
métrie de H, par rapport & un §,., diametral. Si T est normale,

UT Dest également et nous la désignerons par — T,

. Comme les U appartiennent 3 une classe unique, il en est de
méme de —T = UT, lorsque T varie dans une classe déterminée.
De plus —(T+T)=U(T+T")=UT+ UT =— T —T".
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(¢) On dira que T' est inessentielle ou essentielle, suivant que 8a
clagse contient ou non une transformation de K, en un seul point
de H, Notons que si T,T" sont inessentielles, il en est de méme
de T+ T ot de UT =—T.

(d) Convenons d’écrire T =0, loi'sque T est inessentielle, et
partant T = T, lorsque I'— 1" =T+ UT" = 0.

L’égalité est:
symétrique, puisque, grice i
I'—T=—(T—1),

si T—1T" est inessentielle, il en est de méme de 7" — T;
tramgitive, car

T—T" =(T—T)+(T' —1T"),

de sorte que si les transformations entre parenthéses sont inessen-
tielles, il en est de méme de T-—T"';

réflexive, c'est & dire T =T.
Cela revient en fait & démontrer que

I'=T—T=T+TUT=0.

Effectivement, choigissons pour U la symétrie mentionnée sous (b),

puis réduisons 7' comme dans 8. Il en résultera la méme réduction
pour UT, pourvu que le point 4 soit choisi sur le §,—; de symétrie
et que les autres sommets soient pris symétriques par rapport
4 ce 8,-1, ce qui est toujours possible. Or, si o, sont les simplexes
de K, T'0, recouvre H, zéro fois. Du lemme 4, on tire alors de
guite que 7" est inessentielle, donc 7" =0.

Jeo dis maintenant que les classes normales, réduites comme
ci-dessus modulo les classes inessentielles, forment un groupe additif
abélien. Les conditions requises sont:

I. Addition associative et commutative;
II. Zéro unique tel que T+ 0=1T),
III. Négatif — T unique tel que T'+4 (— T')=0.

Nous avons déja considéré I et ITI. Quant & II, elle revient & dé-
montrer que si § est inessentielle, il en est de méme de T'4+UT+-8.
Pour cela, il suffit d’établir que T+ U T est inessentielle, et nous
venons justement de le faire plus haut.
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Nous avons aingi démontré le

Théoréme 4. Les opérations et relations (a), (b), (¢), (d) ré-
dwisent Vensemble des tramsformations normales & wn groupe additif
abélien G, qui est un invariant topologique de K.

Remarque. Dans la définition de G, la topologie algébrique
n’intervient que par lentremise des propriétés topologiques des
sphéres envisagées dans 11. ‘

15. Soit 7 une transformation normale quelconque. Nous
venons d’observer qu’elle est égale & une réduite. Les 7o} auront
alors des degrés m; bien définis:

(15.1) Te~mH, sur H,.

Par puite, il existe une t.u.c. réduite 7" aux degrés —m; Done, T—1I"

a ges degrés tous nuls et, par le méme raisonnement que ci-dessus,
T=1T'. Ainsi

Théoréme 5. Toute transformation normale est égale & une t.u.c.
Partant, G, peut étre considéré comme un groupe additif de t. w. e.,

la somme de T et T" dtant la t. u. c. égale & la transformation normale
T+1T, ede.

De cette maniére, les transformations normales ne jouent au
fond, quant & G, qu'un rdle purement intermédiaire.

Théoréme 6. Le groupe Gn est isomorphe au groupe g" des
n-pseudocycles.

Soient, en effet, T une transformation normale et 7* une t. u. c.
réduite égale & T'. Nous ferons correspondre 4 T le méme pseudo-
cycle y* qu'a T* en vertu de 8. Il s’agit de montrer que cette
correspondance est une isomorphie.

Effectivement, on passe des m aux nombres caractérigtiques
4,7 de T* par la méme transformation linéaire qui permet de passer
des o, aux éléments de base AY (voir 9). Or, l'addition des T
correspond 4 celle des m;, donc aussi & celle des g, » et enfin & celle
des p". De méme, —T=—T*, donc —T correspond aux —u,—V
et enfin & —y~, d’oltl’on conclut que T'=0 correspond & y¢"~0. Par
suite, la transformation univoque 7-—» y" est une homomorphie
Gn—> gn. Dailleurs, 3 un »* donné correspondent des I*, donc des 7'
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égales, de sorte que la correspondance entre les groupes est bi-
univoque. Comme T'+4-T" et — T correspondent déja & y"+y™ et
— ", la correspondance ¢,->G" est également une homomorphie et
les deux groupes sont bien isomorphes.

On conclut qu’il est possible de définir g, et par suite son
duel g, le groupe de Betti mod1, & I'aide du groupe @,.

16. Transformations d’un complexe K, en Hp.
11 est clair que lorsque p<m, toute t. m. ¢. K,— H, est inessen-
tielle (TK est homotope & un point sur H,). Le seul cas intéressant
nouveau est donc p >n, que nous allons examiner de plus prés.
En fait, seule la définition des transformations normales est & mo-
difier. Si T en est une, elle devra toujours avoir pour image un K,
sur K, X H,, mais ce &, devra subir la restriction suivante: soit Ha
une n-spheére, sous-complexe de K,; si sa projection sur K,, qui est
une #-sphére singulidre $,, y est homotope & un point, $, devra
Pétre également sur le produit. Si T' était une t. u c. de K,, ou d’'un
sous-ensemble B de K,, en H,, cela reviendrait & exiger que toute
n-sphére sur B, homotope & un point sur K, ait une transformée in-
essentielle sur H,.

Soient T, T deux transformations d’images Ru, R homotopes
sur KpX H,. Je dis que si 1'une, disons 7', est normale, il en est de
méme de lautre. Une fois ceci acquis, les classes de transformations
normales pourront étre définies comme auparavant (14).

Effectivement, & une sphére O, sous-complexe de R, cor-
respond une sphére homotope $. de K. Leurs projections étant
homotopes sur K,, si celle de $, y est homotope & un point, il en
est de méme de celle de $,. Donc, puisque T est normale, Hn est
homotope & un point sur K,XH,, et par suite aussi O qui lui est
homotope sur le produit, c’est & dire que 7" est bien normale.

Lorsque TK, est un seul point 4 de H, c’est a dire lorsque
la projection de &, sur H, est 4, T est certainement normale. En effet,
I’homotopie &4 un point est équivalente pour une n-sphére & étre
frontidre d'une (n-1)-cellule singuliére. Ici, lorsque la projection de
Hn est F(E 1), on a Hu=A XF(E“.*.l):F(A X Bpt1). Comme AXEpyy
est une (m-+1)-cellule singuliére, la condition de normalité ‘ est
verifiée. Toute transtormation de la méme classe qu'une T'de ce type
est dite inessentielle, toute autre est dite essentielle. Si T est ines-
sentielle, on écrira aussi T'=0.
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17. Arrivés ol nous en sommes, nous pouvons introduire T 7",
~T, T=T" comme dans 14, et nous aurons un nouveau groupe
additif abélien @, Nous aurons de plus les théorémes analogues aux
théorémes 3, ..., 6, que nous désignerons maintenant par théorémes
3ony .. Sauf pour le dernier, théoréme 6., les démonstrations déja
données sont valides sans changement.

Examinons donc le théoréme 6,, de plus prés. Désignons tout
d’abord par K, la partie r-dimensionnelle de K, (voir 12). Si T
et R, sont comme plus haut, nous pouvons, en vertu du corollaire
de 12, prendre pour T une transformation K,—H, Selon le thé-
oréme By, on peut se borner aux t. u.c. K,—>H,. Comme on le
sait d’ailleurs, cette nouvelle transformation peut étre prise sim-
pliciale. La condition complémentaire de normalité revient & ceci:
toute m-sphére, sous-complexe de K, homotope & un point sur K,,
doit avoir une transformée inessentielle. Examinons cette condition.

Pour n<p, les éléments de base AY de 1 comprendront
des cycles absolus A%, tels que t; Ax~ 0 sur K, done sur K,ii, ol
naturellement #;5=0. Sil'on identifie K, avec le complexe de 8, il
faudra ajouter aux relations (10.3), (10.4), (10.5) les suivantes:

(17.1) TAY ~ 5, H,, T'AY ~ % H,.

Les ¥ apparaissent ainsi comme de nouveaux entiers caractéristiques
des transformations normales K,—H,, & ajouter aux u,». Deux trans-
formations K,-> H, aux mémes y, ¥, ¥ gont de méme classe en ce
sens spécial. Done, si 'une est normale en tant que transformation
K,—>H, (et non plus seulement K,— H,), il en est de méme de
P’autre, et toutes deux sont de méme classe en ce sens. Donc les
clagses sont individualisées, ici également, par les entiers caracté-
ristiques u, », ». Il g’agit de savoir & quelles valeurs de ces entiers
elles correspondent.

N La réponse & la question est facile. Let #;4% forment base ad-
ditive pour toutes les sommes de sphéres F(o,;). Par conséquent,
pour que T soit normale, il faudra que les degrés t;»; des T(t;A%)
solent nuls sur H,. Comme les t; ne le sont pas, les » devront 1’atre.
D’ailleurs, s'ils le sont, T' est bien normale. En effet, tout sous-cycle
de K,, donc toute n-sphére £ orientée, sous-complexe de K,
h?fnotope & un point sur K, donc ~ 0 sur K, est une somme des
An. Bous I'hypothése, T} sera de degré 0 sur H, et T est bien

Elorxl}ale. Ainsi, pour que T soit normale, il faut et il suffit que les
v soient tous nuls.

icm

Transformations des complexes en sphéres 111

Nous pourrons donc conclure que les classes de transformations
normales correspondent, comme dans 14, aux ensembles d’entiers
u; (arbitraires mod t) et »; (arbitraires). Cela suffit pour achever
de démontrer le Théoréme 6., Bien entendu, les groupes comparés
gont: Gp, le groupe des transformations normales K,—>H, et g™
le groupe des m-pseudocycles de K,.

11 est d’ailleurs facile de vérifier nos théorémes pour 0<Cp<n;
on se rappellera que, pour n=0, H, consiste alors en deux
points distinets. Pour p=mn, ils ont déja été démontrés, puisque,
comme nous venons de le voir, ils se raménent aux théorémes déja
démontrés pour K, qui coincide alors avec K,. Nous avons donc Je

Théoréme 7. Les Théorémes 3pn,...,6pn sont valides pour les
transformations normales K ,—>H,, quels que soient p,n. Ezplicitement:
les groupes g™ des n-pseudocycles entiers de K, et les grotpe Gpn des
transformations normales de K, en H, sont igomorphes.

Cet énoncé comprend la

Généralisation du Théoréme de Hopf, qui est done valide
pour les transformations normales K,—~>H,, a celaprés quela répartition
en classes homotopes est & remplacer par celle en classes de tramsfor-
mations dgales.

8. Cas n=1, p> 1. Cest celui considéré par M. Bruschlinski. On peut
dans ce cas spécial prendre comme groupe de transformations Gy le groupe ad-
ditif des t. . ¢. K,—> H,, tout comme dans le théoréme de H opf. En effet, d’aprés
ce quiprécéde, on peut considérer les t. u. ¢. K,—H,. Je dis qu'une telle trans-
formation T peut &tre étendue & K, tout entier. Soit o, un 2-simplexe quelconque
de K,. L’'image de F(o0,) est une H, singulidre sur H, dont le degré est 0 d’aprés
le choix méme de 7'. On pourra donc insérer une B, singuliére de frontitre T'F (og)
que lon définira comme étant Toy. On obtiendra ainsi TK, Comme toute
H,, ¢> 1 singuliére sur H, y est inessentielle ?), on pourra insérer de méme les T'oy,
etc., ot étendre ainsi 7 & K tout entier. 11 en résulte que les t. u. ¢ K—>H,
qui engendrent G,! peuvent étre remplacées par des t. w. e. Kp—>H,, comme on
Pavait affirmé. Donc, g* est toujours isomorphe & un' groupe additif de t. u. c.
K,—>H,. Cest la le résultat de M. Bruschlinski?).

%) Voir Hopf: Math. Ann. vol. 104 (1981), p. 660.
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IV. Extension aux groupes définis par un sous-complexe L
d’un complexe K.

19. Nous poserons dim K=p, dimL=¢. Nous recherchong
tout particuliérement des résultats analogues aux précédents pour
les groupes de Betti induits par L. Il y a lieu de considérer ces troig
types:

Type A. Groupes de K mod L. On prendra uniquement
les transformations K—>H, telles que L—A4, un point fixe de H,.
Alors T, si elle est une t.u. c., sera inessentielle, lorsque sa classe
contient une t. u. c. telle que K— 4. Tout ce que nous avons dit
s’applique sans plus. Identifions K avec une image topologique sur
une H,, r=2p+1. Alors les pseudocycles qui se présentent sont
représentés par les cycles de H—L mod (H—L—K).

- 20. Type B. Groupes de K—L. Il convient ici de remplacer,
¢l le faut, K par une subdivision, ce qui n’importe nullement au
point de vue topologique. Désignant toujours la subdivision par K,
nous la choisirons de manidre & obtenir un K-voisinage N de L,
normal au sens de Topology, p. 91. Je rappelle qu’alors N , qui est
la somme des simplexes de K desom mets sur N ) aura cette propriété:
8i @ est sa frontiére, il passe par tout point P de N—1I un segment
unique d’extrémités sur L et @, dit projetante de P sur L ou sur O,
Le complexe @, dit complément de L dans K, est la somme des sim-
plexes de K sans sommets sur L, mais qui sont faces de simplexes
avec des sommets sur L. Enfin il y a lieu de considérer un autre com-
plexe compagnon de L, le complexe fermé K=K —N. A Uaide des
;projetantes on voit de suite que les groupes de Betti de K —1I sont
lsomorphes & ceux de K°. Ceci permet immédiatement d’étendre
tous nos résultats aux groupes Gp, de K—L. On dira ici que la
t. u. c. T, est essentielle pour K?°, si sa classe » n’en contient pas
une Z" telle que T'K°—>A. En terme de K—1I seul, cela revient
.f),leecl: il existe un sous-ensemble fermé F de K—1I tel que nulle
T €% ne transforme ¥ en A. Les deux conditions sont d’ailleurs
éqmvaflentes. En effet, supposons que T satisfasse & la seconde.
En glissant ¥—1 1le long des projetantes, on le déforme en sous-
ensemble de ¢, donc K —I—K° Par une homotopie U sur K.
Comme UFCE® satisfait & la seconde condition, T est essentielle
pour un sous-ensemble de K°; done, la premidre condition est,
pour K° une conséquence de la seconde. D’ailleurs, K° est un F
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convenable, donc la réciproque est vraie: les deux conditions sont
bien équivalentes. '

En termes de la représentation dans H,, les pseudocycles & in-
troduire correspondent ici aux ecycles de H, mod (H,—(K—IL)).

21. Type 0. Groupes du voisinage de I dans K.
Ils sont de beaucoup les plus intéressants, car ils conduisent & des

propriétés des voisinages de points, ete., en rapport étroit avec

d’autres questions, notamment avec la dimension des ensembles.

Nous entendrons d’abord par 7-cycle du voisinage une chaine I,
dont la frontiére est la somme de deux chaines, I'une sur L, I'autre
sur K—L. De plus, I'.~0 signifie que I', lui-méme est ~ & une
somme de ce type. Les groupes de Betti associés peuvent aussi
étre définis comme ceux de K mod ((K—1L, L). Ils sont isomorphes
4 ceux obtenus, quand on n’admet que des sous-chaines de N—1I,
négligeant le reste 7).

En remplagant de toute facon K par son dérivé (subdivision
barycentrique), nous pouvons nous arranger pour que le complément
® de L soit homéomorphe & l'ensemble ¢ des projetantes (chacune
considérée comme un point). On en déduit que:

(2) les groupes de Betti du voisinage pour s sont isomorphes
aux groupes absolus de Betti de @ pour s—1.

Ceci posé, considérons les t. u. c. des fermetures V des voisi
nages V de L dans K (sous-ensembles ouverts ) L) en un espace
euclidien S,, telles que si T en est une: (a) TL=A4, un point fixe
de S,; (b) TF(V)D.A. Deux transformations T, I" de ce genre seront
de méme classe, §'il existe un V relativement auquel, et aux trans-
formations du méme genre seulement, elles sont de méme classe
au sens usuel, Enfin, 7 sera inessentielle, si sa classe contient une 71"
A voisinage associé V, tel que A ne soit pas un point intérieur de I'en-
semble T'V. On dira alors aussi que 7" ne recouvre pas A.

En se servant de I’homotopier N—L—> @, il est élémentaire
de montrer que: : | . :

(B) les classes des t. u. c. de voisinage que Ton vient de dé-
finir sont en correspondance biunivoque avec celles des t. u. c.,
(D—>Hp_1.

10) On pourrait aussi considérer des groupes de voisinfa.ge an sens faffble,
c'est & dire analogues aux précédents sauf que l'on -ne néglige pas les chaines
de L. I¢i, ce sont définitivement les autres qu'il nous faut. D’am?ur?, pour les
dimensions 7> g=dim I, cas le plus important, les deux types coincident:

Fundamenta Mathematicae, T, XXVIL 8
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Si Pon introduit ensuite les transformations normales de
K,—>8;, >0 comme auparavant, on aura:

(y) le groupe des transformations normales du voisinage de I
dans K en S, est isomorphe & celui des transformations normales
de @ en H, .

22, 11 g’agit maintenant de faire entrer en jeu les pseudo-
cycles du voisinage N de I dans K. En supposant K Hy ils de-
vront correspondre au type duel des cycles, c’est a dire &tre re-
présentés par les cycles de H;—L—(K—N) mod (H—K).

Reprenons la représentation de K sur H; et supposons H,
recouverte d’'un complexe tel que les deux H,voisinages N'', N’
de I et K soient normaux. Au pis-aller il peut en résulter de nou-
veaux N et @, mais peu importe. Ceei posé, si C; est une chaine de
N'—L—(K—N), on pourra la glisser le long des projetantes de N
de fagon & la faire sortir d’un certain voisinage de L+ (K —XN).
Il en résulte que seule la ,bande centrale” de N’ compte pour les
pseudocycles de N. Prenons en avantage comme il guit. Dans un 8-,
d'un 8; construisons un complexe simplicial & de méme structure
que @. Ceci est toujours possible, puisque ¢—1>2(p—1)-41 et
dim P=p-—1. Le lieu N des droites indéfinies de S; perpendicu-
laires & 8;—; et rencontrant ¥ est une variété cylindrique 9 homéo-
morphe &4 N. Or, les n-pseudocycles de T sont représentés: 1° soit
par les chaines Oy, de 8; de frontiére ne rencontrant pas &,
2% soit par les O, de 8; engendrées par les perpendiculaires & §,_;
rencontrant les Cr_, précédentes. Comme celles du premier type
correspondent également aux (n-+1)-pseudocycles de N, on a:

(6) les groupes g" et g™*' de pseudocycles de & et N sont
isomorphes. . ’

En confrontant avec (8) et (y), on obtient ce

Théoréme 8. Le théoréme de Hopf ainsi que ceux sur les trans-
formations mnormales §'appliquent auw transformations de voisinage
en Ho, ¢>0. En particulier, les classes des . u. c. correspondent biuni-
voguement auz p-pseudocycles entiers de voisinage.

Remarque. Le Th.8 a pour conséquence 1’invariance topolo-

gique des groupes des pseudocycles, qui peut, il est vrai, &tre dé-
montrée directement. '
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23. Soit en particulier P un point de K. S’il n’est pas un som-
met, nous pouvons remplacer K par une subdivision ‘de sommet P,
de sorte que nous pouvons admettre, sans restriction, que P en
soit un. Pour qu’une t.u. c. de voisinage K-> H, soit essentielle, il faut
que P soit sur un o,, r=g¢, de K. I1 suffit pour cela que P soit
gur un o, qui n'’est face d’aucun autre ¢. Done:

Théoréne 9. La dimension p de K est le plus petit entier tel
que K ait une t.u.c. de voisinage d’un point en H, qui soit essentielle.

En combinant avec le Théoréme 8, on a le

Corollaire I. p=dimK est le plus grand entier pour lequel
il existe un groupe de p-pseudocycles entiers de voisinage des points
non identiquement nul.

Corollaire IL. Méme énoncé, sauf que les groupes de Betti mod 1
remplacent ceux des pseudocycles ).

24. Application aux cycles entiers des complexes.
Les cycles de voisinage vont nous permettre de remplacer & peu pres
partout les pseudocycles par les eycles et, partant, d’avoir des dé-
finitions topologiques ,directes” au sens de M. Freudenthal
pour les groupes de Betti. Effectivement, si I'on remplace L et K
par K et H, les (t—s)-cycles de voisinage modl deviennent les
images des s-pseudocycles mod 1 de K, et leur groupe devient le
groupe de Betti des s-cycles entiers de K lui-méme. Une simple
transcription du Th. 8 nous conduit alors au:

Théoréme 10. Identifions K avec une image topologique poly-
dirale sur une Hy ot t—1>2p=2 dim K. Le groupe des t. u. ¢. de
voisinage de K en une Hest alors isomorphe au groupe de Beiti entier go.
Le groupe des transformations mormales de voisinage en H,; , est iso-
morphe au groupe de Betti entier g, de K. Les classes des t. w. c. de
voisinage sont en correspondance biunivoque avec les classes d’homologie
des 0-cycles. ' ’

Pour préciser, si K se compose de h parties disjointes, les t. . c.
correspondent aux éléments d'un groupe abélien libre de rang k.

1) (le résultat a 6té énoncé récemment pour les ensembles cox.np&cts ar-
hitraires par MM. Alexandroff-Hopf-Pontrjagin. Voir & ce sujet le mé-
moire de M. Alexandroff: Annals of Mathematics ser: 2, vol. 36 (1935), p. 27.
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