Sur les séries de Fourier.
Par ‘
J. Marcinkiewicz (Wilno).

INTRODUCTION.

1. Soit donnée une fonction f(x) de periode 2m, intégrable
d-a,ns un sens quelconque: Nous désignerons par G[f] la série de Fou-
rier de f(»), clest & dire la série

(0.1) 1 ag+ D) (ax cos kx + by sin k),

k=1

ol les coefficients ax et b, sont définis par les égalités

2

(0.2) - ak=—17;ff(w) cos ko dw,

0

1 27
bk=;t-ff(w) sin ko do.
0

La gérie qu’on obtient en différentiant (0,1) formellement % fois sera
désignée par GW[f(x)].

.Nous désignerons respectivement par L, D, D* les classes des
fonctions de période 27, intégrables au sens de Lebesgue, au sens
large fie Denjoy ejﬁ au sens restreint de Denjoy?). Souvent, pour plus.
%e briéveté, au h'eu d’appeler une fonction intégrable au sens de

. Lebesgue, nous dirons, tout simplement, qu’elle est intégrable.

2. Ce travail contient quatre chapitres, qui traitent des pro-

blémes différents. Dans le i i
| . premier chapitre nous
les deux théorémes suivants: ’ wllons démontror

1) Pour les @ﬁnitions, of.,, par exemple, Saks 1.
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Théoréme 1 ). Il ewiste une fonction f(x)eL telle que G[f]
diverge presque partout, bien que, pour presque tout %,

(0.3) lim sup |8 (%)|<oo,
n—»o0

ot 8u()=Sul@, f) =} ao+ é‘l (4 cO8 kwo+-bysin ko) désigne la n-ime
somme partielle de G[f]. -

Théoréme-2 ?). Pour chaque fonction o(t).remplissant les con-
ditions

(0.4) | limo(f)=0,  o)=o(—1),
>0 R
(0.5) lim o(f) 1g & = oo
40 i

il existe une fonction f(w)eL telle que S[f] diverge presque partout,
bien que, pour presque chaque point x,

‘15 f |f(@+u) —f(@)| du = O(o(®).
o

1’intérét que peut présenter le théoréme 1 consiste en ce
qu’il donne lieu au probléme des limites d’indétermination des séries
de Fourier 3).

Bn démontrant les théorémes 1 et 2, nous nous servirons
de la méthode par laquelle M. Kolmogoroff, 1, a démontré l'exi-
stence d'une fonction feL telle que ©[f] diverge presque partout:
Nous supposerons dans le premier chapitre que le lecteur est en
connaissance du travail de M. Kolmo goroff.

Le théoréme 2 est un complément naturel de la proposition
suivante, qui a été démontrée dans un, autre travail4):

Si la fonction feL vérifie dans un ensemble. B la condition

L [+ w—fe] du=0 oz 77g):
0

la série ©[f] converge presque partout dams E.

®
1) Ce théoréme a été déja cité chex Zygmund 3, p. 586.
%) Cé théoréme a été énoncé, sans démonstration, chez Marcinkiewicz 1.
3) Cf. Zygmund 3, Marecinkiewicz et Zygmund 1.
4 Cf. Marcinkiewicz 1.
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3. Le deuxidme chapitre sera consacré & quelques propriétés
des dérivées généralisées de M. de la Vallée-Poussin. Rappelons
en les définitions. On dit que la fonction f(x) admet dans le point » lo
dédrivée géndralisée dordre & au sens de de la Vallde-Poussin, 'l

4 a k+1 constantes ag(®), ay(@), ..., a(@ x) telles que
2 ' tk
(06)  flo+t) = ao(@)+ (@) 1+ a4(e) g5+ -+ (D) g7 + 0 (¥,

Nous écrirons souvent fO(x) au lieu de ai(w).
Un nombre g sera appelé la limite approwimative d’une fonction
F(u) dans un point @, si 'on a

(0.7) g *hglﬂ_HF(w-Fh)

ol H est un ensemble ayant 0 pour un point de densité. Nous 'écrirons:

g = lim, F(u).

(0.8) g= ]j,,_ff,’”F(w’*'h) ou e

Sig= hma{F(w+h ) —F(2)}/h, nous dirons que g est la dérivée

a/pprommatwe de F(u) dans le pomt @ et nous écrirons
(0-9) g= (d—a—,)aF(w).

Le résultat principal du deuxiéme chapitre peut &étre énoncé
comme il suit: ‘

Théoréme 3. 8i Von a pour chaque x dun ensemble B de
mesure positive

A o),

alors ow & aussi presque partout dams cet ensemble

(0.10) f(z41t) =1(2) + fO (x)¢ +7(2;('w)'/,

(0.11) (7).1- @) = foa)
el
012 flob) = /o) )t 4 + 2 ‘””’ #-+o(t¥).
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En outre, il existe wn sous-ensemble P de E, parfait et de me-
sure positive, et deuxs fonctions g et h telles que

(0.13) f(®) = g(w) + h(x),
(0.14) fle) =g(x) powr weP,

(0.15) la fonction g admet une dérivée ordinaire d’ordre k, continue
dans tout Vintervalle considéré,

(0.16) & Uexception @un nombre fini des segments A contigus & P, on a

(0.17) max [h(@)| < M 4[4

o M ddsigne une constante ¢t |4| la longueur du segment 4.

La premiére partie de ce théoréme n’est pas nouvelle. Elle
a ét6 démontrée dans un travail de M. M. Zygmund et Marcin-
kiewiczl). Leur démonstration fait appel aux méthodes analy-
tiques; la ndétre est purement métrique.

4. Dang le troisiéme chapitre, nous appliquons le théoréme 3
4 la démonstration de deux autres théorémes. En voici le premier.

Théoréme 4, 8i la fonction feL admet dams un ensemble E de
mesure positive la k-iéme dérivde de de lg Valle’q-Poussin, Vintégrale

019 [2@BA=e@=0g_yn 0,0 =0 —1) ,
0

t)dt..hm
s>

existe presque partout dans E, la fonction o(z, 1) diant définie par
Végalité .

. t;
(0:19)  f{a-+1) = f(@)+1O(@) 7+ + 1*(o) gy + 0 @ ) 3
o Dewpression fO(z
Poussin.

Ce résultat est dii & M. Plegsner ?). Sa démonstration utilise
des méthodes analytiques, tandis que la nétre est métrique. En

) désigne la i-éme dérivée au sens de de la Vallée-

1) Marcinkiewicz et Zygmund 1.
%) Plessner 1.
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nous basant sur le théoréme 3, nous déduisons le théordme 4 du
cas trés spécial du théoréme 4, b savoir:

8i la fonction f(») est comtinue, Vintégrale
o) —fo—1) , _ o [flot) —f@—1)
(0.20) Of = = im f : it

existe pour presque tout x 1)

Le second théordme du troisiéme chapitre est le suivant:

Théoréme &, Si la fonction fel admel dans chagque point ©
d'un ensemble B la k-iéme dérivée de dela Vallde Poussin, (k==1,2,..),
alors GW[f] est sommable (0, k) presque partout dams H.

Le cas le plus intéressant de ce théordéme est celui de k=1.
Il en résulte, en particulier, que i f est intdgrable au sens restreint
de Denjoy, la série G[f] est sommable (0,1) presque partout.

5. Le dernier chapitre contient deux théorémes concernant les
séries de Fourier des fonctions feD.

Théoréme 6. 11 existe une fonction feD telle que S[f] nlest

- sommable par le procédé de Poisson dams un ensemble de mesure
positive.

Théoréme 7. 8i feD, la condition ndoessaire et suffisante pour
que Vintégrale

(0.21) f M‘t‘____ﬂm—t) a1 = lim f f(w-l-t)"t"f(wMt_) i
0 &

ewiste presque partout dans un ensemble B, est que Vintégrale indéfinie
de f soit dérivable presque partout dans. E.

1) Ce résultat est dd & M. Lusin, 1, qui 'a démontré mdme pour felL®
Cf. par exemple Zygmund 1, p. 76. Comme I'a montré M. Lusin, 1, I'intégrale

kL3

(@ + ) —flw—t .
f I )t Ha=tl g peut diverger presque partout, méme si f(w) est con-
0

tinue; voir 4 ce sujet Kaczmarz 1, Mazurkiewicz 1 et Zygwmund1, p. 77
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En ce qui concerne le théoréme 6, remarquons qu’il est im-
possible de construire une fonction feD telle que la série G[f] soit
divergente par le procédé de Poisson presque partout dans (0,27).
Cela résulte du fait bien connu qu’il existe une suite partout dense
d’intervalles, telle que la fonction f(z) est intégrable I sur chacun
d’eux. L’intégrale indéfinie de f(x) est donc dérivable dans un en-
semble B de mesure positive, d’olr il résulte,.en tenant compte du -
théoréme 5, que G[f] est sommable (C,1) presque partout dans F.

Ajoutqns que le théoreme 6 permet de construire une fonction
f(w)eD telle que G[f] est sommable (C,1) dans un ensemble de

mesure positive, quoique presque partout dans E Pintégrale (0.21)
n’existe pas.

CHAPITRE 1.

1. Nous allons définir une suite de fonctions f, de facon & avoir

27
(1.01) fa@) =0,  lm [fu(2)de =0,
n—)OOO

(1.02) lim mes E[f,(x) > 0] =0 1),
o0 x

(1.03) pour chagque n, la séric S[f.] converge partout,

(1.04) lim mes E [max |8, (fa, 2)| < M]=2n,
n»0  x  (p)

(1.05) lim inf mes B [max |8, (fn, #)| > @] > 6 >0,
' n—oo x (p

M, a et 0 désignant des constamtes absolues.
Soit notamment

(1.06) (o) = 222)

lgn’
ol @n(®) est la fonction d’ordre n de M. Kolmogoroff, 1.
On vérifie d’abord sans difficulté les relations (1.01), (1.02)
et (1.03).
D’autre part, la formule (8) de la note de M. Kolmogo-
roff entraine (1.05). Il nous reste donc & démontrer (1.04). Dans
ce but, posons avec M. Kolmogoroff: '

1) Les ensembles de points que nous considérons dans ce chapitre sont
gitués dans lintervalle (0, 27).


GUEST


44 J. Marcinkiewicz:
dn k
(1.07) Ak.mm pour 1<Chk<Cn

" et considérons les segments:

| 1
(1.08) th= (et i Ar— i)

(1.09) Du= 13 .

k=1
On trouve alors pour ®eD,

(L10) - (S @) < fwrjgln

M désignant une constante absolue. Comme l'inégalité (1.10) sub-

giste pour chaque p, il en résulte (1.04).

2. Pour prouver le théoréme 1, posons

(111) =3 fu(o)

. =1

ol {n;} désigne une suite de nombres entiers que nous définirons
Plus loin et les fonctions f, sont celles définies dans § 1.
En supposant n, ny, ny, ..., n, déja déﬁms, posons

(1.12) Efn,,,
(1.13) B,=E [18p(@sy 2) — Di(@)| < 1/i] (p=9).

En vertu de la condition (1.03),

(1.14) ' lim mes B, = 2,

done pour un g=g(i )>2

(2.15) " mes C’E,,q(,) < 1/24

Nous pouvons supposer que g(¢)>¢(i—1). Choisissons .1 de fagon

4 avoir

27 2n '
(1.16) 0f frile > (6) [ fa,, da
0
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(1.17) mes B [n(lgx |8p(frypys @) | > M]<1/24,
mes Sy (fn 6.
(1.18) 8 B [;g%l p(Friyqs @) > 0] >

La fonction f ainsi définie remplit toutes les conditions de-
mandées. En effet, vu (1.16), on a feL. Par suite, les formules (1.13),

(1.15), (1.16) et (1.17) prouvent (0.3) !). Enfin, on tire de (1.13),
(1.15), (1.16) et (1.18):

(1.19) mes Q = mes E[lim sup | 8,(f, &) — f(x)| > 01> 0

x pyoo
et on trouve de plus, vu la formule (8) de la note citée de M. Kol-
mogoroff, une formule plus forte que (1.19), & savoir:

(1.20) mes QI > 6mes I,

ot I désigne un segment quelconque. Il en résulte en vertu d'un
théoréme de M. Lebesgue sur les points de densité que

(1.21) mes @ = 2m.

8. Remarquons que le probléme de la construction d’une fone-
tion f dont G[f] divergerait presque partout et remplirait partout
la condition (0.3) est bien plus difficile. En effet, vu un théoréme
connu de Baire sur les suites partout bornées de fonctions con-
tinues, la condition (0.3), vérifiée partout, entraine l'existence d’un
ensemble dense de segments 4 tels que '

(1.22) lspgéw)|<M(A): p=12,3,...

ol M(4) désigne une constante qui ne dépend que de 4. On en
déduirait sans difficulté lexistence d’une fonction bornée dont la
série de Fourier diverge presque partout. Or, méme si la derniére pro-
position est vraie, elle est certainement trés difficile & établir.

On voit done qu’on est amené & résoudre préalablement le
probléme de la divergence presque partout des séries de Fourier
de fonctions bornées, probléme qui reste ouvert et qui est sans
doute fort difficile.

1) Soit f— @D,=U;; alors S, f,au).—Sp(dfl,w)-’rS (;f,., 12) + 8 (Tig,2). 8Bid -
est défini par l’mégahté g <p<gli+1), la relatmn (1.16) montre que
f Yade < 2470+ 1) b[f,.H_ldw—o( p—"). Il en résulte que 8,(¥yy,>x) tend unifor-

mément vers zéro quand p—»co. Les relations (1.13), (1.15) et (1.18) prouvent
que 8y(Py, ) —> f(x) et Sp(fn, _H,m):#o(l) pour presque tout .
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4. Pour démontrer le théoréme 2, nous allons définir une suite
de fonctions f, de fagon que

27
(1.23) fal@)=0,  lm [ fi(n)do=0,
>0 4

(1.24) pour chaque n, G[f,] converge partout,

(1.25) lim mes E [max |Sp(fay #)| > Ma]=2m, lim M, = oo,
n—»o0 x g n=e0

(1.26) lim mes ¥ [max-Jl f |fr(@41) —fa(@)| dt < 0 (u)] = 2m
nyo0 x (u) "M 5

(1.27) pour chaque n, Vintervalle (0, 27) se décompose en un nombre fini
dg segments dans lesquels la fonction f, reste constante.

Dans ce but, définissons d’abord une suite {&,) de nombres
positifs, convergeant vers zéro et telle que

(1.28) (1/n) Ign — co.

Posons notamment

(1.29) fn=¢n

@ (1/n) @a(w),
ol @n(®) désigne la fonction d’ordre n de M. Kolm ogoroff,
Grace a la formule (8) de la note citée de M. Kolmogo-

roff, il nous suffit de prouver 'inégalité (1. 26); or, elle est presque
éwdente, car en chaque point zeD, ou

n n
1.30) D, = - En & _ dnk
( ) Ié’ldk kél (Ak+ ' Ak+1 %) ot Akwm’
on a

(1.31) max f a0 4-t) — fole)| dt < Moo(uw),

ol M désigne une constante absolue.
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8. Pour achever la démonstration du théoréme 2, posons
= 2 fni-
=1
Si la suite {n;} croit assez rapidement, la condition (1.23) entraine
lexistence et la sommabilité de la fonction f et les conditions

(1.24), (1.28), (1.23) la divergence presque partout de G[f]; enfin,
les conditions (1.26) et (1.27) entrainent presque partout

(1.32) ' f(@)

(1.33) 2 [ 1@+ —f@)] at=0 (o w).
0

Nous laissons au lecteur les détails du calcul..

CHAPITRE II.
1. Posons

’(2-01) A(@y u) = Ae(f, @, u) = 2(—- ""(k)f(w-{-@%)

Les propriétés les plus importantes de ces expressions résultent
des égalités suivantes

(2.02) g (-—1)k—f(7:) 5= 0 pour 8=0,1,2,..., k—1,
(2.03) g': (— 1)+ (’:) i = kI

En particulier, on en déduit les deux lemmes suivants.

Lemme A.

(2.04) By (2, u) = Ap—s (@42, w) — b1 (0, ©).

Lemme B. L’dgalité )
‘ (

(2.05) fl@+1) = f(@) ) +tfO(@) + .. +(7G l)yf i,
ot |o(w, )| <M pour [t|<<kd, entraine pour | < 8 Vindgalité
(2.08) |Ap (o, w)| << M A |ulk,

> (5)

1
ot la constante Ay est dgale & 70—,
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2. Nous dirons que la fonotion f(») définie dans Vintervalle
0<ce<C1 remplit dans un ¢nsemble B la condition Wy, et nous dorirons
feWr(E), si f vérifie pour weE la relation (0.10). Dans la suite, nous ne
considérerons que des ensembles £ de mesure positive, Enfin, nous
désignerons par Pg (ou tout court par P) chaque sous-ensemble de &
- parfait et de mesure positive.

Lemme 1. §i feWu(E), il eviste un ensemble P=Pp ot dous

fonctions g et h telles que

(2.07) g+h=f,

(2.08) la fonction g est gbsolument continue dans tout Vintervalle (0,1)
sa dérivée g'(v) est continue et appartiont & Wiyi(P),

(2.09) h eW(P),
- (2.10) h=1) (@) = 0

!

pour welP,

Dé.monstra,tion. L’ensemble E étant de mesure positive et
la fonction f mesurable, il existe un ensemble P=Pg tel que

(2.11) |o(@, )| <M pour xe¢P et [t| < &,

M et ¢ désignant deux constantes positives,
Nous pouvons admettre aussi que le diamétre de I’ensemble P
ne surpasse pas . En vertu du lemme B, Pinégalité (2.11) donne

(2.12) |4x(, @)] S M A |ulk pour we.P.

En supposant que & et #4-u appartiennent P, on obtient en vertu
des formules (2.04), (2.03), (2.02) et (2.08):

(2.13) de(@, u) = Ay (0, 4) — Apy (@, ) =

= {f%D (g4-u) — f E=D(a)} ut~14-20 M 4, uk,
ol || <<1. Par conséquent, ‘

(2.14) A 0 w) — fOD ()| << B Ay ).
Cela prouve que la fonction f*~ egt absolument continue sur P,

o éairSOig g("—ll)(m) la fonetion coincidant avec f*D(w) dans P et
eaire dans les segments .contigus & P. Soit ¢ son i i
Fondre hot, s o g son intégrale indéfinie

—— 0 s
demanddes, g, on trouve les fonctions g et
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3. Reprenons la fonction 7 du numéro précédent. Les formules
(2.02) et (2.10) donnent pour 2eP et |uj<d
(2-15) Mk—l(m7 u)l = \Ak—l(h7 @, ’M)‘ < M'lk Iu]kv

oli le nombre M n’est pas nécessairement le méme qu’auparavant.
D’autre part, en tenant compte du lemme A,

(2.16) Ah_l(m, ’M) = Ak_g(m+u, ’M/)--Ak_z(w, 'u,),

~ de sorte que, si les points # et x+u appartiennent & P, on peut

exprimer 4, o (w-+u, u) et 4,5 (2, u) par les valeurs de h tirées de la for-
mule (2.08), écrite respectivement pour » et 2-+wu. Il en résulte que

(2.17) AR (w+u) — b (@)} uk—24-20 M Apuk = Ay (b, w, ), |61
On conclut des formules (2.17) et (2.15) que
(2.18) | R (p4-u) — R () | << 3 M Apu?

En posant dans cette inégalité y=ax-+u, on obtient pour chaque
couple (z, y) de points appartenant & P

(2.19) | R—2(y) — 14D ()| < BM Aa|y— ol

Soit A (@) la fonction coincidant avec h®%—2(z) dans P et linéaire
dans les intervalles contigus & P. Soit k;(x) son intégrale indéfinie
d’ordre k—2. Dans chaque point de densité de l’ensemble P,
on a h¥?(x) ¢ W,, done, & plus forte raison, hy(2) e Wi et hi(2)eWi
(en supposant %>>3). En d’autres termes, il existe un ensemble
P,=Pp = Pptel que hi(z)eWy—1(Py). D’autre part, k= (z) =h*3(z)

‘et h%D(z)=0 pour zeP,. En combinant ce résultat avec celui

du lemme 1 (et en changeant les notations), on trouve le

Lemme 2, 8i feWy k=3, il existe un ensemble P=Pg et
deux fonctions g et h telles que

(2.20) g+h=f,

(2.21) la fondtion g est absolument continue dans tout Pintervalle (0,1),
sa dérivée est continue et satisfait & la condition g (x)eWr—1 (P),

(2.22) he Wi(P),
(2.23) B2 (g) =h*—D(z) =0 pour wel.
Fundamenta Mathematicae. T. XXVII. 4
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4. On arrive par une induction facile au

Lemme 3. 8i feWr(E), il existe un ensemble P = Py et deuw

fonctions g et h telles que

(2.24) g+h=f,

(2.25) la fondtion g est absolument continue dans tout Vintervalle (0,1),

sa dérivée g'(x) est continue et g'(®) e Wi-1(P),

(2.26) hw+t)=h(@)+ 0 Mt: ou |0]<K1 pour weP et [t <.
5. Lemme 4. Dans les conditions du lemme 3, on peut choisir

un ensemble P=Pg e deuw fonctions g et h de sorte que:

(2.27) g+h={@),

(2.28) WMaw)=0 pour welP,

(2.29) hm+t)=0Mt o |0|<<L pour weP et [t <,
(2.30) la derivée g'(x) soit continue et g (1) e Wit (P).

Démonstration. Reprenons la fonction % du paragraphe
précédent. Comme le lemme est banal pour %=11), nous nous
bornerons au-cas k>1. Soit o(x) un polyndéme défini de fagon
4 avoir: ‘

(2.31) w(0)=0, w(l)=1,

(2.32) ' (0) =o' (1)=0.

Supposons, comme toujours, que le diameétre de l'ensemble P ne

surpasse pas ¢ et soient b et a respectivement la borme supérieure
et inférieure de P. Nous allons définir une fonction 7(2) comme il suit:

(2.33) r(x) = h(xw) pour wzeP,

(2.34) 8 A=(my, 2+ 0)) est un segment contigu & P ot 0<t<< 4y,

alors #(@;+t) = (@) + (Wi + 6) — h(w;)) o (Bt”,)

(2.35) r=h(a) pour v<ca et r=h(b) powr wZ=b.

1) Voir le § 8 de ce chapitre, '
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Cette fonction est évidemment continue en méme temps que
sa dérivée dans tout lintervalle (0,1). En effet, pour ze P on a
' (x)="0; d’autre part, en désignant par M’ le maximum de la fone-
tion 'o'(x)| dans Pintervalle (0,1), on obtient

(2.36) . max |r'(a) | << M Mo*,
XE.

Il en résulte encore que la fonction +'(z) vérifie la condition Wi,
dans chaque point de densité de l’ensemble P. La fonction h—=Hh —7
vérifie donc presque partout dans P la condition W, et s’annule
dans P. Pour achever la démonstration, il suffit de poser g= g-+r

et de désigner par P un sous-ensemble convenable de P.

6. Nous pouvons maintenant démontrer la premidre partie du
théoréme 3. Pour k=1, la proposition est vraie; cela résulte d’un
théoréme bien connu de M. Denjoy?).

Admettons qu’elle est encore vraie pour k—1 et passons &
Pétablir pour k. En vertu du lemme 4, on a en effet,

f=g-+h,
ot les fonctions g et h remplissent les conditions (2.28), (2.29) et
(2.30). La proposition étant vraie pour k—1, la fonction g'(z) ad-
met presque partout dans P une dérivée d’ordre k—1 au sens
de de la Vallée Poussin; la fonction g admet donc 3 plus forte rai-
son une dérivée analogue d’ordre k. Reste & prouver que la fonction

admet une dérivée d’ordre k au sens de de la Vallée Poussin. Or,
c’est évident pour chaque point de densité de l’ensemble P 2).

7. En utilisant les résultats du § précédent, nous pouvons
supposer que la fonction f admet presque partout dans P une dé-
rivée d’ordre % au sens de de la Vallée Poussin. Il en rédsulie que
la formule (2.30) du lemme 4 peut étre remplacée par la suivanie:

g® (x)

237)  g(@+1) =g @)+ g0(@) i+ .+ Ty o).

1) Voir p. ex. Saks 1, p. 172.

?) La démonstration que nous avons donnée prouve l'existence de fi)(x)
presque partout dans E, méme si l'on a la relation'(O.IO) seulement pour
t—>+0 (ou t—>—0). Le résultat subsiste pour les fonctions non mesurables.

4%
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8. En appliquant les résultats obtenus, nous allons prouver par
recurrence la seconde partie du théoréme 3.

Soit d’'abord k=1. ‘

Comme fonction mesurable, la fonction f'(2) est continue sur un
ensemble P=Pg; nous pouvons méme supposer que l'on a wunifor-
mément dans P
(2.38)  pim (@ EO=T@®) i,

30 ;
Soit ¢'(#) une fonction continue dans tout l'intervalle considéré
ot coincidant avec f'(x) dans P.
Cela posé, la fonction

(2.39) h=f—g

remplit uniformément dans P la condition

(2.40) lim Mﬂl:;’l@) =0,
. : >0 t

En particulier, la derniére formule entraine pour les segments
A= (z, 2+ J;) contigus & P

(2.41) max | (@) —h(y)| = o (|4]) = o(d)).
X ye
Définissons la fonction 7(w) par les formules (2.31)—(2.35).
La fonction 7 et sa dérivée »' sont continues dans tout linter-
- valle (0,1). Cela résulte du fait que +' s’annule dans P et que
l'on a dans les segments 4= (z, 2+ 6;) contigus & P

(2.42) ngzx? 7' ()| << M’ M | h(wi+ 8;) —h(w)| 6~ = o(1).
La fonction s=h—r g'annule dans P et

(2.43)  max [s(a)| < max (o) — k()| + max|r(@) — ()| < M |4].

En désignant la fonction g+r par g et la fonction s par h, on
obtient le théoréme pour k=1.

9. supposons le théoréme démontré pour k=n-—1. Afin
de V'établir pour %k=mn, choisissons un ensemble P=Pg et deux

fonctions ¢ et h de fagon & avoir les formules (2.27), (2.28)
(2.29) et (2.37). : ’
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Nous admettons que le diamétre de ’ensemble P ne surpasse
pas 0. Bn vertu de (2.29), on a alors pour les segments contigus & P
(2.44) max |h(z)| <M |4 1)
xeACCP
D’autre part, le théoréme étant supposé vrai pour k=n—1,

il existe un sous-ensemble @ parfait et de mesure positive de 1’en-
semble P et deux fonctions 7'(z) et s'(z) telles que:

(245) 7'(@) =7(@)+ '),

(2.46‘) r'(x) =g'(®) pour xe@,

(2.47) la fonetion v et ses n—1 premiéres deérivédes sont continues,

(2.48) on a %%x[s’(w)[gM |41 powv chaque segment A contigu & Q.
Les intégrales r et s des fonctions " et ¢ remplissent les

conditions suivantes:

(2.49) la fonction r admet dans tout l'intervalle (0,1) n dérivées
continues,

(2.50) on a s(z-1t)=s(x)+o(t") pour presqﬁe tout zeQ.
Soient:

(2.51) RC Q un ensemble parfait de mesure positive et tel que
la formule (2.50) 8’y trouve remplie wuniformément;

o(z) un polyndéme défini de fagon que ’on ait
(2.52) ®(0) =0 o(l)=1,
(2.53) o®(0) = w®(1)=0 pour t=1,2,..,n;
p(z) une fonction définie par les trois conditions suivantes:
(2.54) ' p(x)=s(z) pour zekR,
(2.55.) A=(x;, x;+ 0;) désignant un segment contigu a K et 09,
on a  p(w -+ 1t)=s(@)+ (s(;+ ;) — () © (;t;i),

et p(xr)=s(b) pour x=>b, ou

(2.56) p(m) = 8(a)
(a, b) désigne le plus petit segment contenant E;

pour r<a

1) 04 désigne le complément de I'ensemble 4.
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goit enfin
(2.57) MO =max|o® ()| pour 0 <w<<l.

En s'appuyant sur la formule évidente

(258)  max pO (o) < MOls(@i+d)—s(@)|0  §=0,1,2,..,m,

on prouve par recurrence que la fonetion p admet dans tout I'inter-
valle (0,1) n dérivées continues. Il en résulte que la fonction g=8—p
vérifie 1'inégalité

(2.59) max | g(z)| << M |4
xeACCR

La fonction & s’annulant dans P, puisque R CQ CP, la formule (2.24)
donne '

(2.60) max | h(x)| << M |4,
. xtACCR

En désignant par P, g, h respectivement l’ensemble R, la
fonction 74p et la somme h-+gq, on obtient le théoréme pour
k=n, ce qui achéve la démonstration.

10. Nous allons tirer du théoréme démontré une conséquence
immédiate, & savoir!):

8i la fonction | admet dans un ensemble B de mesure positive une
dérivée d’ordre k au sens de de la Vallde Poussin, on a pour chaque
1<k presque partout dans E:

Q1) 1O @) = {0 (@) + 1£659(a) f.ct B2 ta) et
o nﬁ,,' 6=0 2,

_ 'La, démonstration résulte des fdrmules (0.13)—(0.17). En par-
ticulier, en prenant i=%k—1, on obtient (0.11)

1 {&u sujet des applications de ce théordme dans la théorie des séries tri-
gonométriques, voir Marcinkiewicz et Zygmund 1.

) En général, 1a fonction e n’existe DPas pour certaing ¢.

Sur les séries de Fourier 55

CHAPITRE III.

1. Comme nous I’avons remarqué dans l’introduction, le théo-
réme 4 peut étre regardé & la fois comme une généralisation et
comme une conséquence dune proposition de M. Lusin. Cette
derniére a attiré par son importance l'attention de plusieurs ma-
thématiciens qui l'ont généralisé aux fonctions felL 1).

C’est en nous basant sur le résultat de M. Lusin, que nous
allons démontrer le théoréme 4.

Lemme 1. Sila fonction h(x) de période 27 et sannulant dans

un ensemble parfait P remplit dans les segments A=(wx—30;, 2;--30;)

contigus & P la condition (0.17), on & presque pariout dans P:

n

(3.01) f

—Tr

h(z+-1)

th+1

dt < oo L

Démonstration?). Soit A*(x) la fonction  définie dansiles
segments (x;— 0, 2,4 0;) par la formule

(3.02) h¥(z) = 8 [h(@i+3 (2 —@1))] 1=0,1,2,..

et s’annulant en dehors de ces intervalles.
Considérons lintégrale double

" gl@) Ik
(3.03) IS I’t’(”__)wlkfrl)dtdw,

oll () désigné la fonetion caractéristique de 1’ensemble -P.
' Or, comme h*(t)=0 en dehors des intervalles (w;— d;, z;-0y),

x;+8; i

—T —7T W x—4 -

1) ¢f. Privaloff 1, Plessner 2; une démonstration puremenf métrique
a été donnée par Besicovitch 1,2. '

?) La méthode de cette démonstration a été déja utilisée chez Marcin-
kiewicz 1. )
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D’autre part, ¢ (®)=
pour e (a%;— 0, &+ )

0 dans les segments 4. Il en régulte

n

X p@)do _2 o
(3.00) \/‘m&-g%d[ .

—IT

En portant cette évaluation dans (3.04), on en tire

xp+ 8
v 2
(3.06) ff IHIdtd 2 fSMcﬁd <
-1 - x1—~5[

Lo fd,__zz_w

D’aprés le théoréme bien connu de M. Fubini, on a pour presque
tout w

(3.07) f(p |k+1dt <oo.

Cela revient, pour weP, &
O
-

L’inégalité (3.08) entraine la formule (3.01) dans chaque point de
densité de l’ensemble P.

2. Soient g et h des fonctions définies de fagon & satisfaire aux
conditions (0.13)—(0.16). La fonction g admettant % dérivées
continues, on démontre en intégrant par parties que lexistence
de lintégrale (0.18) équivaut & celle de lintégrale (0.20). '

En vertu du théoréme de M. Lusin, celle-ci existe presque

partout. D’autre part, d’aprés (0.16), (0.14) et le lemme démontré,
on a presque partout dans P

h(t)

(3.09) r—

dt < oo;

4 plus forte raison l'intégrale (0.18) dé la fonction h existe presque
partout dans P. Il en résulte que l'intégrale (0.18) existe presque
partout dans un ensemble P=Pg, done presque partout dans H.
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3. Nous allons rappeler gquelques définitions concernant Ia
gsommabilité de séries. Soit donnée une série

(3.10) Y as.
=0
On pose
(3.11) s 2 a §P = 5‘ g k=1,2,..)
n
(3.12) 0¥ =1 0P = 3 g¢ (k=1,2,..).

v==0

On dit que la série (3.10) est sommable par la methode (C, k)
vers la somme s, si on a

(3.13) lim 2 —
On vérifie facilement la relation

(3.14) & = Y4, 00,

=0

En particulier, si la série (3.10) est une série de Fourier-
-Lebesgue, la formule (3.14) donne

(k)
O(k)

(3.15) o () = 1 f Ha-+ED (1) d

—iT

ol s(")( ) désigne l'expression (3.11) formée pour ladite série de
Fourier et

(3.16) K"’) ) =1/2 + = 2 2‘ C®, cos 2.

4. 0n a le

Lemme 2. Les expressions KEP (1) vérifient les indgalités

dk

(3.17) o

EP@)| < M|t

n=12,3,..),

ol M est une constante indépendante de n et de t.
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Ce lemme se trouve démontré, bien que non formulé expli-
citement, dans le livre de M. Zygmund, 1, p. 259. On y trouve
une inégalité générale pour

(n)
(3.18) ‘ & K@ )!
quels que soient 7 et a. En y substituant »=e¢ =%k et en sup-
posant que n|t|>1, on obtient immédiatement 'inégalité (3.17).
Celle-ci est donc vraie, pourvu que |¢|>=1/n.

En ce qui concerne le cas |¢t|<Cl/n, il suffit de remarquer
que, pour tout » et «,

dar

(3.19) q

Ky (») = O(n"*+1)
uniformément en 2 ). Pour |¢|<C
séquence de (3.19). @

L'inégalité (3.17) est donc vraie pour tout 0 t<<m

1/n, 'inégalité (3.17) est une con-

5. Pour prouver le théoréme 5, posons f=g-h, les fonections
g et h remplissant les conditions (0.13)—(0.16).

La fonction ¢ (x) étant continue dans tout l'intervalle (0,2x),
la série G®[g]=G[g®] converge (C, 1) partout.

Comme G®[f]=G&®[g] + GW[R], il ne reste qu’s établir la
sommabilité (C, k) de la série G®[h] presque partout dans P, pour

en conclure la sommabilité (C, k) de la série G®[f] presque par-
tout dans E.

La convergence presque partout de G®W[A] dans P résulte
facilement des formules (3.01) et (3.18).

6. On appelle la série

(3.20) gl(ak s$in ko — by cos ko)

série conjugude o

8

(3.21) 5‘3 g @ €08 ko + by sin & ).

En appliquant le théoréme 4, on prouve d'une fagon analogue le

Y) Zygmund, 1, p. 259.
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Théoréme 5%, 8i la fonction f admet dans un ensemble B une
dérivée d'ordre k au sens de de la Vallée Poussin, la série conjuguée
& G®[f] est sommable (C, k) presque partout dans E.

Cette proposition résulte aussi immédiatement du théoréme 5
et d’'un théoréme général sur la sommabilité des séries conjuguées 1).

CHAPITRE IV.

1. On dit que la série ‘
(4.01) S a,

=0

est sommable par le procédé de Poisson vers la somme s, si lon a

(4.02) lim 3 g, =s.

r-1 v=0
En particulier, pour les séries de Fourier

(4.03) %—i—}j(ak cos k& + bysin k),

la sommabilité par la méthode de Poisson dans un point 2 revient
& lexistence de la limite

(£04)  ImU(f,7,0)=lm T (o lim & f F(@+6) P(r, 6
r-»1
ol L . N ,
: —r —
(4.08)  P(r,0) = -
! 1—2r cos 6 - 12 (l—r)2+4rsin2%
Posons: )
2(1—r
(4.06) P(r,8) = a“—’(w
. 1,
(4.07) U(f,7,0) =U(r,0) = o= f {(w-+-6) P*(r, 6) @8

Un calcul facile donne

(4.08) f ‘a‘% P(r, 6) ——%P*(r, 0){ <M,

ou M ne dépend pas de 7.

1) Marcinkiewicz et Zygmund, 1.
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L’inégalité (4.08) prouve que la formule

(4.09) Lim |T* (f, 7, @)| = o0
re>

entraine

(4.12) lim |U (f, 7, @)| = oo.
r->1

2. Soient I=(a, b) un segment, p un nombre entier et <1
un nombre positif. Posons: ‘

b—a
»

(L12) S p, 8= o 55 (b —a) +

(4.11) f=a+i

(1=0,1,2,..,,p),

+ 3 (b gy a1t o 0 — ) + (355 (5—a), D),

n—1

| 8
413 BIp,8= 3 (g 0 —a), tus—gs (0—a).

=0

1 nous sera utile de définir les opérations S(I,p,d) et
R(I, p, 6) aussi pour des systémes P de segments disjoints:

(18 3(P, p, 9) = 3 8L, 9)
(4'15) R(-P7 D, d) =I§>R(I’ 2, d)'

En supposant lintervalle I, = (—m=, n) et deux suites {ps}, {J;}
définies, nous allons définir par récurrence les ensembles S, et Rn:

(4.16) 8; = 8(Loy 1y 6y), R, = R(I,, py, 6y)y
ot en général
(4.17) Sy = 8(Br—1, Dz, Or), By = R(Ry—1, Pr, ).

Il nous sera commode de regarder les segments des ensembles R,
comme fermés.

Il est évident que
(4.18) - R,DR,DOR,D...
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L’ensemble
(4.19) R— ,ﬁ R,
est donc parfait et, d’aprés sa définition,
(4.20) mes R=2uiﬁ1 (L—4d).
D’autre part,
(4.21) 8n+8m=0 pour nzm,
(4.22) 8 -RB=0,
ol
(4.23) 8 =ng°7: 8.

Convenons encore d’appeler normal un segment I de 8, si
aucune de ses extrémités ne coincide avec lextrémité d’un seg-

’men’n quelconque de I’ensemble R, ;. Enfin, disons qu’un segment
7 de 8. est ewtréme, 'il n'est pas normal.

3. En supposant les suites {p} et {J} définies, nous allons
construire une -fonection f qui remplit les conditions du théoréme 6.

Soit (a, b) un segment normal de S, Posons dans les trois
intervalles:

b A b A2
40— (o, a2, A= (22 T4 ),

(4.24) 2 2 T2

A% = b —2, 1),

ot A,=(b—a), respectivement:
(4.25)  ful@) =0227"y  fa(®)=—208,23"5  fu(@)=dakzr".

En dehors des segments normaux de S, nous poserons f=0.
En vertu de la formule (4.21), la fonction

(426) fzjofn(m)

n=1
est ainsi partout définie.
Clotte fonetion s’annule dans R et est sommable dans chaque
segment contigu & R, c’est & dire dans chaque segment de S.
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Pour prouver qu’elle est intégrable au sens large de Denjoy,
il suffit de prouver?) que l'on a dans les segments 4 de 8:

(4.27) / fdw =0,
4
(4.28) U'nm\ =max |, (fﬂfdm} =0 (1)

Or, ces deux formules sont évidentes d’aprés (4.24) et (4.25).

4. Nous allons préciser les définitions des suites {p) et {85}
Les nombres Py, Doy -y Pu 06 Oy Oy oy 0 étant définis, on peub
former les ensembles correspondanﬁs th ot S, pour k==1,2,..,n.
Désignons par 4, et », respectivement la longueur d'un segment
normal de S, et d’un segment de R, Posons

(4.29) 6n+l = ¥y
ot choigissons p.41 de fagon que
(4.30) Vn > Vi

En supposant par exemple p,=3 et 4,=1/3, les suites {p;} et {d;}
ge trouvent définies et, vu (4.20), (4.29) et (4.30),

(4.31) mes B> 0.

5. Soient: I=(a, b) un segment quelconque de K., ¥» sa lon-

gueur, ¢ un point de l'intervalle (a-+v,/3, b—%,[3), Ta==1 — /3 ot
n ol
(432) mn= Z fk(m)y wn = 2 flc(w)-
k=1 k==n-i1

Considérons Iexpression
(4.33) U*(f, 1ny-2) = U*( Doy 1yy ) + UH( W,y 1y ).

Comme
W38 Ty o) =g [ Do) PHn 6) A0 =

1 ! o

-3 [ B a e, ; L ./ | / 0o 0 a1, ),
(4.35) / W, (w41 df = f w,, £) dt=0

7T

1) Voir Saks 1, pp. 205—206.
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et comme la variation totale de P*(r, §) dans Dintervalle (—m, )
ne surpasse pas 4/(1—r), on trouve

(4.36)  |T*(Try 1y )|

T 0
1</ |/ Bulot) d|-|d P¥(r, 6)| <

~JU =T

4
<ty ma | mernal < | o)<
» —1
<1247 I(El,a‘;?{ ’fllf dtl 12970 20, = 24.
D’autre part,
da? 2 __ (1
(4.87) W“P*(T’ 6) = 4 (1—7) 30— (1—r)?

(A=r)2 4+ 62

La derniére expression est positive pour |6 > (1—7)//3 et,
a plus forte raison, pour |6|>1—r; en particulier, si r._r,,_l———w,,/3
elle est positive pour |6]>%,/3.

Done, si Vintervalle (§—h, 64h) est disjoint avec (—a/3, ¥4/3)
on obtient I'inégalité
(4.38) P¥(7ny 8-+h) — 2P*(1n, 6)+P*(rny 6—h) = 0.

La derniére formule donne pour chaque segment (e, §)e Sk
ot k=1, 2,
fJ——x
/ B,(w+68) P*(r,, 6) A= f D, (

a—x

(4.39) 6) P*(r,, 0 —x)df =

““ A 2

A PH(ryy 0—@+ Ay i) da}=

Le point 2 appartenant & (a, b)eR, il existe un segment
normal (u, v)eS, contigu & (a,b). Soit p. ex. u<x; alors, selon (4.39),
1 v—x
OOy 1y )25, [ Ial6-+0) P 6) dB =
v—x . u—x
6,07 f (PH(Fay ) — 2P% (1 Bt Anf2 — A2[2) - P*(1ny O+ A — A2)) =
X

=0,47748 min  (PX(r, 0)—2P* (1, 042y /2—A2[2) - P* (1, 0 A—Al)) =
ux SO p—x

é "1"' 6:1(2'11"""1‘)1) mm
u—x<H<

(4.40)

4 30 — (vn/3)?

Ly o)z 0n A m BT

dﬁ"‘
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Comme 7,/3 <v— 2 <O u—a < 2, il en résulte que

2 62
(V40 =35
1> 157" 67

(vn/3)?

1 2
(4.41) U*(any Tny m) > "6" dn Z?t 6" 12 W >

=167 6, A v =167 oo

Les formules (4.33) et (4.41) donnent

(4.42) U*(f, 1ay, @) = 157005 — 24
Soit
(4.43) Rt = Y (a+%43, b—wv,(3), R* = lim sup R}.

a,b)eRy,

Or, comme R :l}im (RE+Rii+Riro+Bls+..0), on o
500
(4.44) mes B* =limmes B} =1/3 R>0 1).
h-yco

D'autre part, si #(CR*, la formule (4.42) donne

(4-455 lim sup |U*(f, 7, #)| = oo
1 .

ot d’apres (4.10)

(4.46) | = oo.

lim sup |U(f, 7, )
r-1
Le théoréme 6 se trouve ainsi démontré.

6. Nous dirons que la limite supérieure appromimative de la
fonction F(u) est infinie dans le point w, et nous écrirons

lim, F(u) = oo, si F(u)—>oo pour u tendant vers w, le long d’un
u->uy

ensemble E dont w, est un point de densité supérieure positive.
Notons que. partout dans R*

(4.47) Ex_nl—, |U (f, r, #)| = oco.

1) En réalité on a mes R*=mes R.
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7. Considérons la fonction U(f,r, #) = U(r, ®), harmonique
dans le cercle-unité. Nous avons vu dans le paragraphe précédent que

]J.ma U(r, ) n’existe pas pour # appartenant 4 un ensemble R* de

mesure positive. Cette proposition peut &tre généralisée comme il suit:

La limite approximative

lim, U(r, 6)
(1,6)->(1,%)
|8—~x|<K1—r

n'existe en aucun point de R*.

Cela veut dire que l’ensemble plan @ des points (r, 8) con-
tenus dans le domaine défini par Iinégalité |0—w|<1——r et
tels que la limite lim U(r, 6) existe pour (r, 8)— (1, x), (v, 6)e@Q,

admet le point (1,x), ol 2eR* comme un point de densité
inférieure nulle.

8. On vérifie par un calcul direct que, presque partout dans R,

f fle-+t) —
s——>0

n’existe pas, méme si 1’on considére cette limite comme une limite
approximative.

(4.48) fle—1 4

9. Remarquons que l'existence, dans un ensemble de mesure
positive, de la dérivée ordinaire de l'intégrale indéfinie de la fonc-
tion fe D entraine l'existence de l’mtégrale (0. 21) Cela résulte du
théoréme 4.

X
En effet, soient: = / f(t)dt et E l’ensemble des points

b
dans lequels la dérivée ordinaire F'(z) existe. En vertu du théo-
réme 4, l'intégrale

(4.49) | f F(w+t)——2Ft(f)+ Fla—1) ,,

existe presque partout dans E.

BEn intégrant par parties, on en déduit Pexistence de l'intégrale
(0.21), ce qui prouve la premitre partie du théoréme 7.
Fundmnenta Mathematicas, T, XXVI. 8
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10. Pour prouver que l'existence de lintégrale (0.21) entraine
celle de la dérivée ordinaire de Dintégrale indéfinie de la fonction
f, nous allons établir deux [lemmes.

Lemme 1. 8i la fonction feD remplit dans un point x la con-

dition

(4.50) lim sup U“m“)—t‘ﬂ”““ | < M,

&0
son intdgrale indéfinie F(x) vérifie dans ce point Vinégalité

F(x-+t) —2F(0) + F(z—1)
WEE <o

(4.51) im sup
>0

Démonstration. Soit » un nombre positif quelconque.
Choisissons un ¢ pour que l'on ait

(4.52) ‘ f floti)—flo—Y
1l en résulte pour 0<a<f<d

g
453) '\IWM‘QZM+2;]

dt] < M+4n pour 4.

Soit h<d. Alors

h )
(134) Flath)—28(e) + Flo—h)= [ {fla+)—f@—1) di=
0

u h ‘
=f{f(w+t)—f($—-t)}dt +f{f(4—|—t)—-—-f(x——t)}dt=

hff~r+t)

Le nombre w étant arbltrmre, il en résulte en vertu de (4.53) qu

dt+f (@-H1) — f(& — 1)} db.

F(e+h)—2F(r) 4 F(x
h

(4.33)

|<»u+

d’ott Pon déduit (4.51).
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11. Lemme 21). §Si, dans chaque point d’un ensemble E, la

fonetion mesurable g(x) admet une dérivée approximative et remplit
la condition

(4.36) glo+1)—2g(x) + glo—1)| = 0
alors elle y admet presque partout la dérivée ordinaire g'(x).

Démonstration. Soit' P un sous-ensemble de F de mesure
positive et choisi de fagon que l'on ait

(#.37)  |gle+t)—2¢g(2) + glr—1)| <

olt M désigne une constante. Soit x un point de densité de 'ensemble P.

M|t] pour zeP et |t]<d,

Supposons r=0, (J(O)=(;ﬁ) 9(0)=0 et désignons par G un sous-

ensemble de P admettant au point 0 une densité égale & 1 et tel que

(4,58) 1im 42 o, . (@e®).
: x>0 &

Si xe@, jr|<n<<d et n est choisi conformément 4 & on @

lg(x)|<Sele| et la densité moyenne de @G dans le segment (0, x)
surpasse 1—g/3. I1 en résulte qu’il existe un point ye G tel que

A—o el <ly<lo| et ZT¥cq.

Le point y étant choisi, on a

(4.59) o) —29 (25 +g(y)}<sM o]

Lty . s X <
et comme y ot —3 appartiennent & @, on tire de (4.59)
(4.60) 19(2)| < e(M+3) |l

done g(x)=o(x), ce qui prouve l’existence de la dérivée ordinaire
de ¢ dans chaque point de densité de I’'ensemble P, done aussi presque
partout dans E.

12. En rapprochant le résultat du § précédent de celui du
lemme 1, on obtient immédiatement la seconde partie du théoréme 7.

1) Ce lemme est un cas particulier d’un lemme démontré par Marcin-
kiewicz et Zygmund, 1. Nous en reproduisons ici la démonstration pour la
commodité du lecteur.

b¥
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18. Nous terminons ce chapitre par Vewemple d’une fonction
feD dont la série de Fourier converge partout (C, 1) sans que Vin-
tégrale (0.21) existe dams un ensemble de mesure positive,

Posons I,=(—mn, m). Désignons par §, l'intervalle concentrique
avec I, mais de longueur #, et posons R,=I,—&§,;. D'une fagon
générale, désignons par S, le systéme des segments concentriques
avec les segments de Rn.—, mais 27 fois plus courts, et soit
R,= Ry—1—8s.

Les ensembles R, et S, étant définis, nous allons construire
la fonction f. Soit (a, b)eSn, n=3. Posons:

(4.61) vy = (b—a),
(4.62) f(“+b ,,+t) —2" ity

An ="’§n
pour 0 thzm

(4.63) f(“+b+z ——-—t) —o N pouwr 0<ES An,

et f=0 e'h dehors des segments (“:‘;b—ﬂn, a-+b + l,,) olt (a,b)e8,,
n=3, 4, 5, cas o
On vérifie que l'intégrale

(4.64) f 1)

existe dans chaque point zeR. En effet,

(4.65) f f) 2 J 1) w)a
<Zzn—l,z—"-(ﬂn/3—72.2.lpn=z 9’,"\922-11<°°.
D’aprés la formule (3.33), la série GV[f] converge (0, 1) partout

~ dans R, donc aussi partout dans l'intervalle (—n, ). La fonetion f
étant une fonction absolument continue généraligéel), sa dérivée
X

approximative f' est intégrable D et on a f= f f (@) de, d’ou l'on.

déduit GW[f]=G&[f].
ordinaire f =

—7

- Un simple calcul prouve que la dérivée
E_m)f n’existe dans aucun point weR.

La fonetiqn f vérifie done les conditions demandées.

1) Voir par exemple, Saks, 1, pp. 158—1860.
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