Sur les fonctions absolument continues d’intervalle.

Par
Stefan Kempisty (Wilno).

L'étude des fonctions non additives d’intervalle faite par
M. M. Banach?), Burkill?) et Saks?) a permis de déduire plu-
gieurs propriétés des intégrales de Riemann, de Stjeltjes et de

Lebesgue, en partant des propriétés des intégrales des fonctions

d’intervalles. Nous allons voir que cela a lien de méme pour Vinté-
grale spéciale de Denjoy. Cette méthode a lavantage d’étre ap-
plicable & la théorie de l'intégrale d’une fonction de plusieurs
variables et ne demande pas de construction des suites d’intervalles
contigus & un ensemble fermé, introduites par M. Looman 4) et
appliquées ensuite par M. Krzyzanski 3).

En nous bornant aux intervalles dont le paramétre de régularité

est au moins égal & 1/2, nous pouvons définir une intégrale qui
détermine la fonction primitive de la dérivée réguliére ®), tandis que
les opérations de M. Looman et Krzyzanski ne donnent que
la primitive d’une dérivée aun sens fort.

1) Sur une classe de fonctions d’ensemble. Fund. Math. 6 (1924), p. 170—188.
' ) Functions of intervals. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 22 (1924), p. 275—310.

3) Théorie de Dintégrale. Monografje Matematycene. Warszawa 1933, p.
102—105.

4) Sur la totalisation des dérivées des fonctions continues de plusieurs.

variables indépendantes. Fund. Math. 4 (1923), p. 246.

%) 1. Sur les fonctions absolument continues généralisées de deux variables.
Comples Rendus Acad. Sc. Paris 1934, p. 2048. — II. O uogélnionych bezwzglednie
ciaglych funkcjach dwéeh zmiennyeh. Annales Soc. Pol. Math. Dod. 1935, p. 1.

8) Kempisty, Sur la totalisation des fonctions de deux variables. C. R.
1934, p. 2060.
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Nous donnerons d’abord, dans les §§ 2 et 3, les énoncés des
propriétés générales des fonctions d’intervalles: absolument continues
et 4 variation bornées réguliérement. Ces énoncés sont obtenus par
Pextension des propriétés établis par M. M. Burkill, Banach
et Saks.

Ensuite, dans les §§ 3,4 et 5, en nous servant de la fonction
auxiliaire Fy, nous allons en déduire des propriétés des fonctions
régulidrement absolument continues autour d’un ensemble et des fone-
tions & variation réguliére bornée autour d’un ensemble.

L’étude des fonctions absolument continues généralisées (§ 7)
et des fonctions & variation bornée généralisée nous permettra de
développer une théorie déscriptive et une théorie constructive de
lintégrale spéciale ou la totale compléte de Denjoy d’une fonction
de point dans l'espace & plusieurs dimensions?).

Nous terminerons (§ 10) par les définitions des minorantes
et des majorantes au sens de Perron et de Ridder, afin de prouver
que l'intégrale réguliére spéciale équivaut & l'intégrale réguliére de
Ridder et embrasse 'intégrale régulitre de Perron. En modifiant
convenablement les définitions fondamentales, on peut prouver de
la méme maniére que l'intégrale de Perron, définie pour les fone-
tions de plusieurs variables par M. Saks dans sa ,Théorie de 1'inté-
grale‘‘, est une intégrale spéciale de Denjoy définie au moyen
des intervalles régulieres.

1. Intégrales et dérivées d’une fonction d’intervalle.

Désignons par  un point (zy, x,, ..., xx) de Pespace cartésien a k
dimensions. L’ensemble I de tous les points z tels que a; << &< b
pour %= 1,2,..,k, sera appelé intervalle (fermé) de cette espace. Un
intervalle non linéaire est rdgulier,lorsque b—a,=by—a,=...=br—a.
Le produit (b, — a,) (by— @) ... (br — ax) est la mesure |I| de I. Le
rapport p(I) des mesures e l'intervalle I et du plus petit intervalle
régulier contenant I est dit paramétre de régularité de I. Le plus
grand des nombres b;— a; est la morme n(I) de lintervalle I.

Convenons de dire qu'un systéme Q’intervalles est élémentaire,
lorsqu’il est composé d’un nombre fini d’intervalles non empiétants.
L’ensemble des points des intervalles d’un systéme élémentaire est un

1) A.Denjoy, Totalisation des nombres derivées non sommabhles, Annales
Ee, Norm., Sup. t. 33 (3), 1916,
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ensemble élémentaire. Quand un ensemble élémentaire n’est pas un
intervalle, il peut étre désigné par la méme lettre que le systéme
correspondant. Lorsqu'un ensemble élémentaire est un intervalle,
le systéme correspondant est une division de cet intervalle. La plus
grande des normes d'un systéme S sera appelée norme de ce systéme
et sera désignée par n(S). Le plus petit des paramétres de régularités
des intervalles de S est le paramétre p(8) de 8. La somme des
mesures des intervalles de S est la mesure |8| de 8. ‘

Considérons une fonction d’intervalle F(I) définie pour tous
les intervalles I contenus dans un intervalle R. Nous dirons que
F(I) est continue dans R, quand elle tend vers zéro avec la norme
de I. ‘

Nous allons définir la fonction de S correspondante & F(I),
en posant

F(8) =F(1,) 4 F(I) + ...+ F(Iy) pour 8= (I Iy ..., Ia}.

Une fonction d’intervalle F(I) est additive, lorsque F(8)=F(I),
quelle que soit 1a division § de P'intervalle I. Elle est non décroissante
ou non croissante par division, quand on a respectivement F (8) = F(I)
ou F(S) << F(I).

M. Burkill a défini Pintégrale au sens étendu d'une fonetion,
en posant

(B) [ F(I) =lim F(3),
R n(8)->0

ol S est une division de lintervalle R et (E) désigne l'intégrale
étendue. , v

Nous allons nous borner & ’étude des intégrales obtenues au
moyen des divisions dont le paramétre de régularité est au moins
égal 4 1/2; nous appellerons intégrale réguliére inférieure la limite
inférieure de F(S) pour p(8)=>1/2 et n(S) tendant vers zéro. On
définit de la méme maniére Vintdgrale réguliére supérieure. Une
fonetion F est intégrable régulierement, lorsque ces intégrales sont
égales et leur valeur commune est l'intégrale de F dans R. Nous
désignerons ces intégrales respectivement par:

5[5 fs
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Nous avons pris !/, comme borne inférieure des paramétres de régularité
des intervalles considérés, mais ce n’était fait que pour fixer les idées. On pour-
rait bien remplacer 1/, par un autre nombre inférieur & un. Lorsque ce nombre
est égal & un, tous les intervalles deviennent réguliers et l'intégrale n’est dé-
finie que dans un intervalle dont les cotés b;—a, onti des rapports commensurables.
Pour éviter cet inconvenient, on pourrait poser dans ce cas

' [F = lim int [ F, fF = lim sup [ F,
i I>R ¥ A I»R <L
R I

I désignant Dintervalle dont les cotés ont des rapports commensurables.

Les intégrales régulidres jouissent des propriétés analogues
& celles des intégrales de Burkill.

Th. 1. Toute fonction réguliérement intégrable dans R, Vest dans
chaque intervalle R contenw dans Ry et Dintégrale dans B est une fono-
tion additive dans E,.

Th. 2. La somme de deux fonctions réguliérement intégrables
dans B est elle méme intégrable réguliérement dams cet intervalle et

[(EtFs) = [Fy+ [Fs
R R R

. Th. 3. F(I) dlant une fonction réguliérement intégrable dans R,
on peut déterminer un nombre d. de maniére qu'on ait

|7(8)— [F| <,
S

quel que soit dans R le systéme 8 satisfaisant auw conditions p(8)=1/2
et n(8) <0

11 résulte de ce théoréme que l'intégrale d’une fonction continue
est continue.

La limite du rapport ¥ (I)/|I|, pour I tendant vers un point z
contenu dans I, s'appelle dérivée au sens fort de 1a fonction F' au
point 2. Lorsque le paramétre de régularité de D'intervalle variable I
est au moins égal & 1/2, cette limite est la dérivée réguliére D.F. En
considérant les limites extrémes, on définit les dérivées réguliéres
extrémes D.F ot D.F. Notre définition différe de celle de M. Ba-
nach?l), faite au moyen des intervalles réguliers, c'est & dire de
paramétre de régularité égal & 1.

1 1. ¢, p. 170.
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M. Burkill?).a défini les dérivées extrémes L(we) et (s, ¢)
d’une fonction d’intervalle, en se bornant aux intervalles qui 'ter‘ldent
vers « de fagon qu'on ait |I| == ¢|Vx|, V. étant le plus petit inter-
valle régulier de centre x contenant I.

Dans l'espace 4 k dimensions, on a évidemment

— 1
1o, i) S DF<DF <o g

En suivant un raisonnement de M. Burkill fait pour les
dérivées 1(z, 0) et u(z, ¢), on peut montrer que D, F est de type lu
de Young et D.F est de type ul.

On peut établir les relations suivantes entre les dérivées et les
intégrales réguliéres.

Th. 4. Lorsque D.F >0 dans un intervalle R, on a
[F=o0.
R

Il en résulte, pour F additive, F(R) Z0.

Th. 5. 8i, F étant réguliérement intégrable dans R,, Vintégrale
de F s'annule dans tout intervalle R contenu dans R, D.F existe
et sannule presque partout dans R,.

En appliquant ce théoréme & la différence de F(RE) et de son
intégrale dans R, on obtient le '

Th. 6. Si F est réguliérement intégrable dans R et V(R) désigne
son intégrale dans R, on a, presque partout dans R, les égalités

D,V =D,F, D,V = D.F.

Les deux derniers théorémes étaient établis par M. Saks pour
Iintégrale de Burkill et les dérivées de Banach ?).

Th. 7. 8i F(I) est une fonction réguliérement imtégrable d'im-
tervalle lindaire, Venemble des points o ses dérivées réguliéres extrémes
sont finies et inégales est de mesure nulle.

On le prouve, en suivant le raisonnement dont se sért M. Bur-
kill pour démontrer un théoréme analogue sur les dérivées u(z, ¢)
et l(x, 0) des fonctions intégrables 3).

3 1 e p. 296.
2) L. ¢. p. 105—86.
3) II. The derivates of functions of intervals, Fund. Math. t. V (1924), p. 325.
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2. Fonctions absolument continues.

Une fonction d’intervalle est dite absolument contimue dans R,
#i & chaque nombre ¢ positif on peut faire correspondre un nombre d;
tel que la condition |§|<Cd. entraine |F(8)|<<e, quel que soit le
systéme élémentaire § composé d’intervalles contenus dans E. En
ajoutant & cette définition la condition supplémentaire p (S) > 1/2,
on obtient la définition d’une fonction d’intervalle réguliérement
absolument continue dans R ou AOr dans R.

En remplagant successivement Dlinegalité |F (8)|<<e par
E(8)>—e et F(S)<e on obtient les définitions des fonchions
absolument réguliérement semicontinues: I A Cr et SACr.

On déduit du théoréme 3, §1 la proposition suivante:

Th. 1. 8i F est une fonction régulié'remeht intégrable dans R,
elle n'est ACr qu’en méme temps que son intdgrale réguliére.

Th.2. Si F est une fonction IACr dans R, on a
[F=[D.Fis, [Pz [D.Fis.
7 B R R

En a.pp].{qua;nt ce théoreme & la fonction —F, on en déduit les
égalités

[F=[D.Fdw, [F=[D.Fao
- R R R )

‘pour toute fonction A Cr dans R.

On établit ces théordmes, en suivant le raisonnement developpé
par M. Burkill dans la démonstration du théoréme suivant:
Si F(I) est une fonction absolument continues, on a

(B)[F< [Uo) do < [u(0) d< (B) [F,
r R R R

Pégalité ayant lieu dans l’espace linéairel).
Du théoréme 2 on déduit immédiatement que

[P>o,
R

dés que F est 14 COr et D.F>0 presque partout dans E.

1) Le. I, p. 301, th, 7. 2 et p. 309, th. 7. 4; u (z) = lim (2, 0), !(x) =km I(x, o).
>0 >0
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Une fonction d’intervalle sera dite rdguliérement singulidre
dans R, quand D,F=0 presque partout dans cet intervalle.

Comme toute fonction additive est intégrable, nous déduisons
du th. 2 ce

Th. 3. Toute fonction d’intervalle additive réguliérement singu-
lidre et ACr dans R est identiquement nulle.

Le théoréme suivant résulte du méme théoréme 2:

Th. 4. Pour qu'une fonction ACr dans R soit presque partout
réguliérement dérivable, il faut et il suffit qu'elle soit réguliérement
intégrable. De plus

[F=[D.Fiw,  [|F|=[|D.F|da,
R R R R
puisque |D.F|= D.|F|.

En particulier, lorsque F' est additive et .4 Or, elle est I’intégrale
de Lebesgue de sa dérivée. Or nous savons que I'intégrale de Le-
besgue est une fonction 40, donc & plus forte raison 4 Cr. Par
suite, pour que F'(I) soit 1’intégrale de Lebesgue d’une fonetion f(2),
il faut et il suffit qu’elle soit additive, AC et que sa dérivée réguliére
soit presque partout égale & f(x).

3. Fonctions a variation bornées.

Nous dirons qu'une fonection F(I) est & variation bornée ou VR
dans R, lorsque -

B) [ |F| < co. ,
R

Il est évident qu'une fonction F est VB dés que la fonction
de systéme élémentaire

F(8) = F(I) + P(I) +..+ F(I,) pour S=(Iy, Iy, -.., I}

est bornée, c'est & dire quand F est & variation bornée au sens strict,
défini par M.Banach et M. Saks 1), La réciproque a lieu pour les
fonctions additives d’intervalle. En effet, la valeur absolue d’une
fonction additive d’intervalle F' est non décroissante par division,
done l’intégrale supérieure de Burkill de |F| est égale & la borne
supérieure de |F|(S).

(* Sur une classe..., p. 171, Théorie de l'intégrale, p. 8.
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\

Une fonction sera dite & variation réguliére bornée ou VBr
dans R, lorsque

f_|17'| << oo,

On déduit aisément de cette définition les propriétés suivantes
des fonctions VBr:

Th. 1. La somme de deux fonctions VBr dans R est VBr dans
cet intervalle.

Th.2. 8i F est ACr dans R, elle est VBr dans cet intervalle.

Th. 3. Lorsqu’une fonction continue VBr dans R est mon crois-
sante par division, elle est réquliérement intégrable.

Ce dernier théoréme a été établi par M. Saks pour les fone-
tions VB et les intégrales étendues de Burkilll).

Th. 4. Les dérivées extrémes réguliéres d’une fonction VBr dans R
sont sommables et les intégrales de leurs valeurs absolues vérifient les
inégalitds suivamtes:

[ID.Fldo< [|Fldw,  [|D.F|da< [|F|da.
R R R R

Ce théoréme a été énoncé par M-lle R. C. Young pour les
dérivées régulieres de F(S) et les intégrales étendues de Burkill?).

Comme toute fonection sommable est presque partout finie, le

théoréme 4 de ce § et le théoréme 7 du § 1 nous donnent le résultat
suivant pour les intervalles linéaires:

Th. 5. Si une fonction d'intervalle est en méme temps VBr e
réguliérement intégrable dans R, elle y est presque partout réguliérement
dérivable.

Dans le cas géneral cela résulte du théoréme 6 du §1, puis-
qu'une fonction VBr mnon déeroissante par division est presque

- partout réguliérement dérivable, ce qui a été établi par M. Banach

pour les fonctions bornées au sens strict sur un réseau 3)., »
Posons
,S(R) = [F— [ D.F d.
R R

1) Théorie de l'intégrale, p. 106.
%) R. C. Young, Functions of 2....2
3 1. ¢, p. 177, th. 7.

Fundamenta Mathematicae. T. XXVII, \iW )
4

fath. Zeitschr. 29 (1929), p. 187.
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En vertu du théoréme §1,6, cette fonetion est une fonction
d’intervalle singuliére régulidrement; nous avons done le

Th. 6. L'intégrale réguliére dune fonction VBr peut ére repré-
sentée comme somme d'ume intégrale de Lebesque et d’unme fonction
réguliérement singuliére.

En prenant F additive, on obtient la décomposition de M. Le-
besgue de F(R)!). Comme F est dans ce cas une fonction non

décroissante par division, elle est intégrable régulitrement et, em
vertu du th. 6 du §1, la fonction

T(R) =ﬁ[|F| —-Rf \D.F| do

est singuliére réguliérement,

En appliquant & F(I) le procédé dont se sert M. Banach
dans le mémoire cité, on prouve un théoréme analogue & un théo-
réme de M. Banach2): ’

. Th. 7. 8i une fonction dintervalle VBr a les dérivdes extrémes
finies & un ensemble dénombrable prés dans R, elle est ACr dans cet
intervalle.

Lorsqu’elle est de plus intégrable régulidrement, on a:
F=(D.Fix P|=[|D.F|d
R/ Rf ) Rf | 1m / |D+F| do,

en vertu du th. 4, §2.

En particulier, cela a lien quand F est additive, VBr et ses

dérivées sont partout finies. On arrive ainsi au théordme classique
de M. Lebesgue?). '

4. Intégration autour d’un ensemble.

Soit F(I) une fonction d’intervalle définie dans lintervalle R.
Considérons une fonction auziliaire Fy(I ), égale & F(I) quand I
contient un point de ’ensemble E et nulle dans le cas contraire

L’intégrale réguliére de la fonction auxiliaire dans R sera a,p:

Delée inidgrale réguliére de F autour de R, ce que nous écrirons

7=/

1) Sur lintégration des fonctions disconti
bo1 ) mot0 2 Eaon den ntinues, Annales Ho. Norm. Sup.

Y L e, p. 179,
%) L ec., p. 423.
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Soit R le plus peétit intervalle conteriant ’ensemble E. Nous
dirons qu'une fonction E est réquliérement intégrable autour de E,
quand elle est intégrable autour de RgE.

En se servant de lintégrale de Burkill, on peut -définir

Dintégrale de F autour de E.

D’aprés cette définition, l'intégrale de F autour de E est la
limite de F(S), lorsque tout intervalle de S contient un point de E,
est contenu dans Ry et la norme de S tend vers zéro. Quand E
est un ensemble fermé, la mesure de § tend vers la mesure de Ej;
done Daccroissement d'une fonction F(x) sur un ensemble fermé E
est égal & Dintégrale de F(I) sur B, dés que F(I) est accroissement
de F(x) dans l’intervalle I 1).

11 suffit de se rapeller la définition de la fonction auxiliaire Fg
pour prouver 1’égalité suivante:

Th. 1.

[P=[F.
RE IE RE

Posons F¥ = F—-Fg.

Th. 2. 8i F est additive, nous avons

fFE:o.
RE I

Comme F(I)= / F+ / FE, toute fonction additive peut étre
IE i

décomposée en deux fonetions dont I'une s’annule dans chaque inter-
valle ne contenant pas de points de B et 'autre admet une inté-
grale réguliére nulle autour de E ?2).

En appliquant le th. 3, §1, on établit le

Th. 3. Lorsque Vintégrale réguliére de F s'annule autour de RE,
quel que soit Vintervalle R contenu dans R, Vintégrale réguliére de |F|
est nulle autour de E: _

D'ou résulte, en vertu de la relation |F.|<|F&|, la proposi-

" tion suivante:

1) La (éfinition de I'accroissement a été donnée pour les fonctions d’une
variable par M. Lebesgue (Legons sur Iintégration, p. 159) et pour les fone-
tions de plusieurs variables par M. Krzyzanski, 1. ¢. I, p. 2058.

2) Ce théoréme est analogue au th. 13 du mémoire cité deM. D enjoy,p. 155.

PAd
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Th. 4. 8i Vintégrale réguliére 8'amnule ‘sur RE, quel que 8oit R
dans R, elle 8'annule dans R,, quel que soit Vensemble e contenu dans B.

Les théorémes 3 et 4 nous donnent immédiatement les deux
théorémes suivants:

Th. 5. 8i F est une fonction additive et réguliérement intégrable

autour de E, on a .
[[F=0, [ [F=]F,

Re I Re IE RE

quel que soit Uensemble e, contenw dans E.

Th. 6. 8i F est additive et réguliérement intdgrable autour de E,

Nnous avons
R] ]I Ef 7| = [17.
RE

“En offet, 'r|fF~<7{F|.‘D’a,utrepart |F(I)]§’f1f"+‘ /F’l
R IE RE IE 7
Or, Pintégrale autour de F de , / FE l est nulle en vertu des théo-
T .

rémqs 2 et 3; par conséquent
Ié)/s |F|</ ‘I’E[F‘.

Th. 7. Pour quune fonction additive F soit régulidrement inté-
grable autour dun ensemble B, il faut et il suffit qu'on puisse déter-

miner un ensemble élémentaire S. comtenant intérieurement E et un
nombre positif d,, tels quon ait

|F5(D)| <e
pour toute division D de 8. de riorme <9, et de paramétre v(E) =%

N Pour voir que cette condition est nécessaire, prenons une di
vision D, de Ry telle que

F.'De“"' i -E«'
|Fe(D,) EZF51<2
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Soit 8. la partie de D, composée de tous les intervalles con-
tenant des points de E. Nous avons done Fg(D,)==F(S8,). Déter-
minons maintenant J, de maniére qu'on ait

11?,,(1)) _Rf Fy <§
B

pour toute subdivision D de 8. de norme inférieure 3 3.: et de para-
metre == 4. Comme

F(8.) = Fg(D) + F5(D),
nous avons done
[FE(D)| < e.

Pour voir que notre condition est suffisante, il suffit de re-
marquer qu’on a
|F(8:) — Fe(D)| < &

pour chaque subdivision D de 8. de norme < d; et de paramdtre = 1.

Lorsque F(I) est l'accroissement dans I d’une fonction F(x)
définie dans lespace linéaire, notre condition équivaut & la con-
vergence de la série des oscillations de F(z) dans les intervalles
contigus & E, c’est & dire quand ,la variation de F(z) autour de E
est finie“ suivant Pexpression de M. Denjoyd). - :

5. Fonctions absolument continues autour d’un ensemble.

D’aprés une définition de M. Krzyzanski, une fonction F(I)
est absolument continue sur un ensemble E, lorsque F(S) tend vers
zéro en méme temps que la mesure du systéme élémentaire S com-
posé d’intervalles contenant des points de E 2). '

En nous servant de la fonction auxilisire Fg, nous pouvons
dire que cela a lieu lorsque cette fonction est AC dans Rg.

D’une maniére analogue, nous dirons qu'une fonction F est

‘réguliérement absolument continue ou ACr autour de E, lorsque Fg

est ACr dans Ry et qu'elle est IACr (SACr) autour de E quand
Fg est IACr (S8ACr) dans Rp.

11 est aisé de voir que les fonctions ACOr antour d*un ensemble
jouissent des propriétés suivantes:

3y 1 e, p. 157.
3 L e I, p. 2058.
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Th. 1. La somme de deux fonctions ACr autour de B est une
fonction du. méme type.

Cela résulte de Videntité (F+@) = Fg+ Gr.

Th. 2. 8i F est une fonction ACr autour de B, elle est ACr autour

- de tout ensemble ¢ contenu danms B, car |Fy| < |Fy|.

En appliquant le th. 2, §2' '3 1a fonction auxiliaire, nous ob-
tenons le :

Th. 3. §i I est une fonction ACr autour d’un ensemble fermé B,
on a '

(P=[D,Faw, [F=[D.Fin,
7 R~ RE  RE
On déduit ces égalités du th.2,§2, en remarquant que Dy Fg=D.F
aux points # de E et D.Fp=0 aux points » de R—F. -

Th. 4. Pour qu’une fonction F, ACr autour de B, soit réguliére-
ment dérivable presque partout aux points de B, il faut et il suffit qu’elle
soit réguliérement intégrable autour de E.

Nous avons dans ce cas les égalités:
JF=[D.Fdo,  [|F|=[|D;F|da.
RE * RE . RE RE

Le th. 1 du § 2 nous donne ce

Th. 5. Pour qu'une fonction réguliérement intégrable autour de B
soit ACr autour de cet ensemble, il faut et il suffit que son intégrale
autour de E soit ACr dans Rg. ‘

Nous dirons qu'une fonction est rédguliérement singuliére dans E,

lorsque sa dérivée régulidre est nulle en presque tous les points
de E. ‘ '

Th. 6. Toute fonction AQr réguliérement intégrable autour
d:'rm ens,emf)le fermé E est la somme d'une intégrale de Lebesgue et
d'une fonction réguliérement singulitre dans E et ACr autour de .

En effet, soit F' une fonction ACr et régulidrement intégrable
autour deE,.'Pogons G(I)=F(I}—V(I), en désignant, comme plus haut,
par V(I) lintégrale régulitre de F autour de IE. Nous avons pres-
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que partout dans Rg, en vertu des th.6, §1 et du th.3, D.Fr=D.V,
done D.F = D,V presque partout dans E. De sorte que DG =0
presque partout dans E.
Ainsi G est une fonction régulidrement singulitre, dans E.
D’autre part, F étant ACr autour de E, nous avons

V(I) = [ D.F da.
1E
Il est & remarquer que G(I) est ACr autour de E en vertu
du th. 1. : ‘

Th. 7. Lorsque F est additive ¢ D.FZ=>0 presque partout

dans R, nous avons F(R)Z>0 dés que F est IACr autour de Pen-
semble des points o D.F <0.

Ce théordme a été établi par M. Krzyzanski pour les fone-
tions IAC?'). Nous allons le déduire du th. 3. Posons pour cela

E = E[D,F <0l
Comme F(I)ZZ0 dans tout intervalle I ne contenant pas de
points de E (d’aprés le th. 1, §1), nous avons
; F(8) = Fg(8),
quel que soit le systéme élémentaire S. Par suite, en vertu du th. 2, §2,

F(R)> [Fs> [ D Fzdo=0,
r R

puisque E est par hypothése de mesure nulle.

En appliquant ce théoréme 3 la fonction F, on voit que F(R)=0
quand F est additive dans R, et ACr autour de Vensemble o D, F=0,
dés que cet ensemble est de mesure nulle.

Th. 8. Lintégrale de FZ est ACr autour de E.

On le déduit du th. 3, §1, en remarquant que la fonction F¥
est AOr autour de F, puisque

(FF)g = 0.

1) Le II, p. 17.


GUEST


24 ' S, Kempisty:

6. Fonctions A varlation bornée autour d’un ensemble,

Nous dirons qu’une fonction F est & variation bornée autour de B,
lorsque la fonction auxiliaire Fg est V.B dans R, c’est & dire lorsque

() [ 1P| <oo.
E

Une fonction F est & variation bornde au sens strict autour de B,
quand Fz est VB au gens strict dans R Cette définition est équi-
valente & celle de M. Denjoy pour F additive, puisque la variation
totale autour d'un ensemble E au sens considéré dans son mémoire
est égale & 'intégrale supérieure de |F| 1).

D’aprés la définition de M. Lusin ?), une fonction d’une va-
riable réelle ‘est V.B, lorsque son oscillation dans lintervalle I ost
une fonction VB au sens strict de I. Il en est donce de méme de I’ac-
croissement dans lintervalle I 2).

D’aprés une définition de M. Krzyzanski, une fonetion F(I)
est & variation bornde sur E, lorsque

=1

SIF(IL)] = oo,

quel que soit la suite d’intervalles I, non empiétants, contenant
des points de F et contenus dans Rg®). Or, cette notion est plus
restreinte que celle d’une fonction VB autour de E.

Nous allons étendre encore cette dernidre notion, en intro-
duisant la condition de régularité. Nous dirons que F est & variation
réguliére bornée ou VBr autour de E, lorsque Fr est VBr dans
Rg, c'est A dire lorsque '

[ 17| < oo.
E
En appliquant & la fonetion auxilisire les théordmes du § 3,
nous obtenons les propositions suivantes:

Th. 1. Une fonction VBr autouwr de E est VBr autour de tout
. ensemble e contenu dans E. |

) 1y Cela a lieu en vertu du th. 8, §4, puisque la variation totale autour de B
est 'intégrale supérieure de la valeur absolue de intégrale de F' autour de I B,

:; iSm: leIstropriétés de Yintégrale de M. Denjoy, 0. B. t. 155 (1912), p, 1476,
. ¢ II, p. 6. ‘
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Th. 2. La somme de deus fonction VBr autour de E est une fono-
tion du méme type.

Th. 3. 8i F est ACr autour de B, elle est VBr autour de cet en-
semble.

v Th. 4. 8i F est continue, non négative, non croissante par di-
vision et

[ 1P <oo,

E

elle est rdguliérement intégrable autour de E.

En effet, Fr est dans ce cas continue, non croissante par di-
vision et VBr dans Rpg.

Th.5. 8i F est VBr autour d’un ensemble fermé, ses dérivées
réguliéres extrémes sont sommables sur RE et on a

[IDFlaa< [1F],  [D.Flae< [|F|
RE RE RE RE

quel que soit R dans Rpg.

Th. 6. 8i F est réguliérement intégrable VB et VBr autour deE,
elle est réguliérement dérivable presque partout dans E.

Th. 7. Toute fonction VBr autour de E et réguliérement intégrable
autour de cet ensemble est décomposable en trois fonctions dont la pre-
miére est Vintégrale de Lebesgue, la deumiéme est réguliérement sin-
guliére dans Ry et la troisiéme réguliérement simguliére dans E.

Pour le prouver, il suffit de reproduir'e la démonstration du
th. 6, §5 et d’appliquer ensuite le th. 6, §2.
Le th. 6, §3 nous donne le corollaire suivant:

~

Th. 8. 8i F est VBr autour d’un ensemble fermé E et posséde
les dérivdes régulidres ewtrémes finies auw points de E & un ensemble -
dénombrable prés, elle est ACr autour de E. Lorsquelle est de plus reé-
guliérement intégrable autour de K, an a

[F= [D.Fdw, [|F|=[|D:F|ds.
RE RE RE

RE
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7. Fonctions absolument continues généralisées.

Convenons de dire que l'intersection RE est une portion de
Tensemble B lorsqu’elle contient un point de ¥ & Vlintérieur de R.

Nous dirons qu’une fonction d’intervalle F'(I) est réguliérement
absolument continue genéralisée ou ACGr dans un intervalle R,
quand R, est la réunion d’une infinité dénombrable d’ensembles
.fermés 1) autour desquels F est ACr. Cette définition équivaut
4 la définition suivante: ¥ est A0Gr dans R, lorsque tout
" ensemble fermé contient une portion ER sur laquelle F' est ACr.
On définit de la méme maniére les fonctions IAOGr et SACGr.
Une fonction est Ir dans R, lorsque tout ensemble fermé contenu
dans R, contient une portion autour de laquelle F est intégrable
régulidrement. Les fonctions ACG définies par M. Krzyianski
sont a fortiori AOGr et Ir?). F est I'r dans R, lorsque R0~EE,,
et F est régulitrement intégrable autour de E,.

Les th. 1, 2 et 4 du § 5 nous donnent les propriétés suiva.ntes
des fonetions ACGr:

. Th. 1. La somme de deur fonctions ACGr dans R, est du méme type.

Th. 2. Toute fonction ACGr dans R, est ACGr dams chagque
intervalle contenu dans R.

Th. 3. Toute fonction ACGr et Ir dans R, est presque partoul
réguliérement dérivable dams R,

En tenant compte du th. 7, §‘ B, on obtient le

- Th. 4. 8oit F une fonction additive et IACGr dans R. 81 Dy F2>0
presque partout dans R, on & F(R)Z=0

En effet, soit E'I’ensemble des points » tels que tout voisinage

“de « contient un intervalle I pour lequel F(I)<<0. Cet ensemble
est fermé, il contient donc une portion ER autour de laquelle F
est TACr. Nous avons done, en vertu du th. 7, §5, F(R)z>0. Comme,

il existe un point de E &.1intérieur de R, nous arrivons & une con-
tradiction 3).

1) En admettant que ces ensembles sont fermés, nous avons évité I'hypo-
thése de continuité de F.

) 1 c. I, p. 2048, II, p. 7.
3) voir Krzyzanski, L e. II, p. 31.
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Par suite nous avons la proposition suivante:

Th. 5. 8i F(I) est additive, ACGr et réguliérement singuliére
dans Ry, elle est identiguement nulle. :

Il en résulte que deux fonctions additives et ACGr ayant
presque partout dans R les mémes dérivées sont égales.

En se servant de la décomposition de l'intégrale de F, on prouve
facilement le

Th. 6. Toute fonction additive, ACGr et VBr dans R est ACr.

Th. % Soit F une fonction additive et continue dans R. Si D, F
est fini & un ensemble dénombrable prés, la fonction F' est SACGr et I'r.

Pour le voir, conéidémns I’ensemble E, des points x tels que,

F(I)<<n|I], quel que soit 'intervalle I contenant # de norme <%.

Il est évident que
R2D1+E1+E2+-v-+En+-"’

D, étant un ensemble dénombrable. Nous pouvons supposer que les
ensembles E, sont fermés: dans le cas confraire nous pourrions les
remplacer par leurs fermetures, puisque F est continue. Divisons R

en un nombre fini d’intervalles R; de norme < % et posons
Eln - -Rl E

11 est évident que F est SACr autour de Ey,, done SACGr dans R,.

Soit maintenant H, 'ensemble des points & tels qu'il existe un

1
intervalle I, de norme <§)—, contenant « et tel que F(1,)>—p|L,|,

p étant un nombre naturel. Comme D.F>—oo0 & un ensemble
dénombrable prés, nous avons

k= D2+H1+H2+--~‘|“Hp+-'-
ol D, est dénombrable.
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Posonsg
Hlnp = Rl -EII Hp.

Lorsque I est contenu dans R et ne contient que les points de
R,—H,, nous avons

FI)<—pl|I].

Par suite, la fonction @=F-+p|I| est non positive dans tout

intervalle contenu dans R,—H,. Il en résulte que Py, est non
croissante par division. Comme elle est de plus continue et V.Br1)
dans R, elle est régulidrement intégrable d’aprés le th. 3, §3.
Donc F est régulidrement intégrable autour de H;,, et par
suite elle est I'r dans R. :
En appliquant le théoréme démontré & la fonction —F, on en
déduit le

Th. 8. 8i les dérivées extrémes régulidres dune fonction additive
et continue sont finies & un ensemble dénombrable prés, cette fonction
est ACGr et Ir.

Les théorémes 6 et 8 entrainent le th. 7 du §3, dt & M. Banach.
Le th. 7 du § 5 hous permet de démontrer le

Th. 9. Une fonction ACGr dtant régulidrement intégrable autour
dun ensemble fermé E de mesure nulle, la valeur de Vintdgrale régu-
liére de cette fonction autour de E est néoessairement nulle.

Considérons I'ensemble H contenu dans E et composé de points
au voisinages desquels il existe un intervalle ol lintégrale de Fg
n’est pas nulle, Comme cet ensemble est fermé, il contient une por-
tion HB autour de laquelle F est 4A0r. En appliquant & Pintégrale
de Fz le th.7, § 5, on voit que cette intégrale s’annule identi quement

dans R, ce qui est contradictoire avec la supposition que R con-
tient & Pintérieur un point de H ?2). '

') puisque la fonction F,(I)=F(I)—n|I| est VBr autour de Hinpi en
effet, nous avons:

|Frls;,,(D)=—F,, (D) +n|Dly,, <
<—F(E&)—plBl—4Dlg,) +n(Dly,, <—F(B)+n|Dlg,,,.

%) ce raisonnement m’a été communiqué par M. Saks,
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8. Fonctions a variation bornée généralisée.

Une fonction sera dite & variation réguliére bornée généralisée
ou VB@r dans R, lorsque l'intervalle B est la réunion d'une infinité
dénombrable d’ensembles fermés autour desquels F' est VBr et
régulidrement intégrable, ou, ce qui revient au méme, lorsque tout
ensemble fermé contient une portion autour de laquelle F' est ACr
et réguliérement intégrable. :

Aingi Doscillation et I’accroissement d’une fonction continue
F(x) dang Pintervalle linéaire I sont des fonctions VBGr de I, deés
que F(x) est ,& variation réductible autour de tout ensemble
fermé* suivant l'expression de M. Denjoyl) ou VBG d’aprés la
définition de M. Lusin ?).

Les théorémes 1, 2 et 3 du §6 donnent les propriétés sui-
vantes des fonctions VBGr:

Th.1. Toute fonction VBGr dans R, est VBGr dans tout inter-
valle contenu dans R,.

Th. 2. La somme de deux fonctions VBGr est une fonction VBGr.

Th. 3. Toute fonction ACGr dans R, est VBGr dans cet intervalle.

Le théoréme suivant domne une propriété caractéristique des
fonctions continues ACGr qui sont VBGr et Ir.

Th. 4. Pour qu'une fonction continue, VBGr et Ir dans R, soit
ACQGy, il faut et il suffit que tout ensemble fermé de mesure nulle con-
tienne une portion autour de laquelle Vintégrale réguliére de F existe
et est nulle.

La nécessité de la condition est évidente. En effet, si F' est ACGr
dans R, tout ensemble fermé de mesure nulle contient un
segment sur lequel F est ACr, et par suite sur lequel l'intégrale
régulidre de F, et méme de |F|, est égale & zéro.

Supposons inversement que F est VBGr et Ir dans E, et que
tout ensemble fermé de mesure nulle contienne une portion autour de
laquelle l'intégrale réguliere de F' est =0. Pour prouver que F' est
ACGr, il suffit évitlemment de démontrer qu’elle est ACr autour de
chaque ensemble fermé E, autour duquel elle est VBr et régulie-

H 1 e, p. 163,
%) Comptes Rendus Acad. Sc. Paris, 155, p. 1476.
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rement intégrable ou, ce qui revient au méme, que son intégrale
indéfinie réguliére
O(R)=[F

ByR
est ACr dans R,

Supposons par impossible que @(R) ne soit pas ACr dans R,
La fonction @(R) étant continue, additive et VR au sens strict!),
on peut 'étendre sur tous.les enmsembles mesurables par rapport
& O(R), en particulier sur les ensembles mesurables (B)?2).

Soit H un ensemble mesurable (B) et de mesure nulle, tel que
®(H)==0. On peut poser H=P+Q, ol P et ¢ sont des ensembles
mesurables (B) tels que P(H)>=0 pour tout ensemble mesurable B
contenu dans P et @ (H)<<0 pour tout ensemble E contenu dans @ ?),
Supposons, pour fixer les idées, que @(P)>0. L’engsemble P con-
tient un sous-ensemble fermé P, tel que P(E)>0 pour toute por-
tion de P, Or, la fonction @(¥) s’annulant identiquement sur les
intervalles disjoints de Ey, il 8’en suit que ’ensemble P, est contenu
dans E, et par conséquent est de mesure nulle. Il contient donc
une portion autour de laquelle Vintégrale réguliére de F s’annule.
D’autre part, sur toute portion de ’ensemble P,, contenu dans Ky,
Pintégrale réguliere de F coincide avec la valeur de @ sur cette por-
tion et par suite est positive. Nous aboutissons ainsi & une contra-
diction ¢). ‘

Le théoréme 9 du §8 nous donne une condition nécessaire et
suffisante:

#

Th.5. Pour qu'une fonction continue Ir et VBGr soit ACGr,
il faut et il suffit que Vintégrale réqulidre de cette fonction autouwr de
chaque ensemble fermé de mesure nulle soit nulle quand elle existe.

Nous allons encore démontrer la proposition suivante:

Th. 6. 8i F(I) est continue additive et tout ensemble de mesure
nulle contenu dans R, contient une portion autour de laquelle Uinté-
grale de F est finie, la fonction F est VBGr et Ir dans R ).

) En effet |0 ()<< / |Fe| < / .IFF:,,l(OOy quel que soit le systéme 61é-

. S Ry
mentaire § contenu dans R,; donc & est VB au gens strict.

#) voir p. ex. Ch. J. de la Vallée Poussin, Intégrale de Lebesgue, 2-me
éd. 1934, p. 88—95, ou 8. Saks, L o, p. 250,

%) de 1a Vallée Poussin, L ., p. 100; Saks, 1. ¢, p. 249,

*) cette démonstration m'a été communiquée par M. Saks.
%) voir Denjoy, L c., p. 163.
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En effet, supposons que F' ne soit ni VBGr ni Ir dans R,.
Soit F un ensemble fermé contenn dans R, Quelle que soit la
portion RE, F n’est donc ni VBr ni régulidrement intégrable
autour de RE. La fonction I étant additive, nous pouvons déterminer
en vertu de la définition des fonctions VBr et du th. 7 du §4
un systéme 8, tel qu’on ait

1
P(Sl)>§7

W<, RS >m

1

et que chaque intervalle de S, contienne un point de E. La fonction F
étant continue, nous pouvons déplacer ce systéme de maniére que
chaque intervalle contienne intérieurement un point de E. Soit s,
un systéme contenu dans §;, ayant pour mesure un nombre infé-

rieur & ;i— et tel que tout intervalle de s, contienne intérieurement
1

un point de E. Nous allons, en remplagant n; par ny,>n, appliquer
3 chacun de ces intervalles le procédé qui vient d’étre appliqué & Rg.
Soit 8, le systéme ainsi obtenu pour le systéme s;. Nous ferons
correspondre ainsi & la suite n,<n,<...<n,—oo une suite de systemes.
8y, Spy eey Spy ... dont les normes et les mesures décroissent vers zéro.
Soient: N lensemble de mesure nulle des points communs & tous
ces ensembles élémentaires S, et RN une portion de cet ensemble
telle que 'intégrale de F autour de RN soit nulle. Or, lorsque p est
suffisamment grand, il existe un intervalle de S, contenu dans B
et contenant un point de N. Il existe donc aussi un systeéme S con-
tenu dans cet intervalle et tel que

P >3 <

X |B(8)| > mpys.

Top+1
: L1

Comme p peut &tre pris assez grand pour qu'on aib — <94
P

et mppi>A, il est évident que

./_'FN=oo ou. j'FN-‘:—OO"
R

Nous arrivons ainsi & une contradiction t).
Le théoréme démontré et le th, 4 nous permettent de cara-
ctériser les fonctions ACGr de la maniére suivante:

1) I'idée de ce raisonnement m’a été communiquée par M. Saks.
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Th. 7. Pour qu'une fonction F qui est additive el continue
soit AOGr et Ir dans Ry, il faut et il suffit que tout ensemble fermé
de mesure nulle contenu dams R, contienne ume pottion autour de
laquelle Vintégrale de F est nulle *).

11 résulte aussi du th. 6 qu'une fonction continue, additive et Ir
est VBGr dans R,

9. Intégration des fonctions de point.

Soit f(x) une fonction de point # d'un espace & k dimensions.
Nous dirons que la fonction f(z) est régulidrement intégrable dans B
au sens de Denjoy ou (D), lorsqu’il existe une fonction d'intervalle ¥'(R)
continue, additive, ACGr, Ir et adméttant f(w) pour dérivée ré-
guliére presque partout dans R. La fonction F sera appelée intdgrale
réguliére de Denjoy ou (D) et sera représentée par le symbole

(D) [ fdo.
R

Dans ’espace linéaire cette intégrale équivaut & l'intégrale spé-
ciale (la totale compléte) de Denjoy. Dans 'espace & deux dimen-
sions cette intégrale embrasse celle de M. Krzyzanski 2).

On déduit des propriétés des fonctions ACGr les propriétés
suivantes des intégrales (D):

Th. 1. La somme de deux fonctions réguli%eﬁmt intdgrables (D)
dans R, est elle méme régulidrement intégrable (D) dans R, et on a

(D) [ (fy+12) do = (D) [ fydo+ (D) [ fydo
: R B

pour tout B contenu dans R,

Th. 2. 8i f(a) est réguliérement intégrable (D) dams tous les inter-

valles formant une division de R, elle est réguliérement intégrable (D)
dans R.

T0 est clair qu'une fonction sommable est régulidrement inté-
grable (D), car toute fonction AC est A0Gr. La réciproque est vraie
pour les fonctions semi-bornées. Cela résulte du théoréme suivant:

1) ou que F soit complétement résoluble, foir Denjoy, 1 o. M
YL e, I et IL joy, L e, p. 178,
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Th. 3. Lorsqu'wne fonction réguliérement intégrable (D) dams R
est mon négative, elle est sommable. :

En effet, on a
F(R)=(D) [ {do>>0,
R

quel que soit R dans R, en vertu du th.4, §7; donc F' est VBr et,
d’apres le th. 6, §7, elle est AOr dans R,.
En se servant des théorémes 1 et 3, on prouve le

Th. 4. Si f(x) est réguliérement intégrable (D) et presque partout
édgale & la limite d'une suite monotone de fonctions fn(x) réguliérement
intégrables (D) dans le méme intervalle R, nous avons '

=i n 2.
(D)Rffdw ’{J_J)-@;(D)Rff

L'intégration régulidre (D) nous permet de déterminer la pri-
mitive régulidre d’une fonction f(x). Nous avons en effet en verﬁu
du th. 8 du §7 le

Th. 8. Toute fonetion’ f(x) presque partout égale & la dérivée
réquliére dune fonction D (R), est régulidrement intégrable (D) et

®(R) = (D) [ {da,
R

quel que soit R dans R,, dés que les dérivées réguliéres extrémes de P
sont finies & un ensemble dénombrable prés. '

Pour obtenir une définition constructive de I'intégrale réguliére
(D), nous allons établir une propriété caractéristique de cette intégrale, .

Th. 6. Pour quw'une fonction continue d'intervalle F'(I) soit Pinté-
grale réguliére (D) de F(x) dans Ry, il faut et il suffit que tout ensemble
fermé E contenu dans R, et contenant un point intérieur & R, contienne
une portion R,E découpde par un sous-intervalle Ry de R, et telle que:

1° f(@) soit sommable sur R,E, |
20 FE(T) soit réguliérement intégrable dans Ry,
3% on ait dams Ry
F(R) = [fdn+ ] F".
R R

Fundamonta Mathematicae, T. XXVII v , 3
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La condition est néoessaire. Soit E un ensemble fermé contenu

dans R, et contenant un point & I'intérieur de R, Comme Vintégrale
régulidre (D) est une fonction ACGr et Ir, cet ensemble contient
une portion R, E autour de laquelle F' est 40r et régulidrement inté-
grable. La fonction ¥ étant additive, nous avons

F(R,) = Fg(D) +F*(D),

quelle que soit la division D de R,. Done la fonction auxiliaire g est
régulidrement intégrable dans R, et nous avons 'égalité

FR)= [P+ [F*
RE :

pour R contenu dans R,. ,

D’autre part, F étant AOr autour de EH, nous avons gelon
le th. 4, §5

[F=[D.Fan=[{da.
~ #B RE RE
Par conséquent

F(R):/fdw—}—fﬂ"’
RE R

ot la fonction F vérifie la condition demandée.

La condition est suffisante. Soit F une fonction satisfaisant
& la condition de I'énoncé. Comme, en vertu du th. 7, § 5, intégrale
régq]iére. de F¥ est ACr autour de R,F et Iintégrale de f(2) sur R,E
est AOr dans B, nous voyons que la somme de ces intégrales est Abr
autour de R,E. E]l}_a est de plus réguliérement intégrable autour

- de B, puisque
[ [5rmo
RE R

d’aprés le th. 2 du §4. Ainsi F' est AOGr et Ir dans R..

Re.ste & montrer qu'on a D.F=f(x) presque partoug dans R,
. Soit N I'ensemble des points ot cette égalité n’a pas lieu. Si l(\)'f
n es_t pas de mesure nulle, i contient un ensemble fermé F de n;msure
positive. Mais E contient, par hypothse, une portion R, ¥ sur laquelle
f (f"f) est sommable et 3° a lieu; par suite D F=f (w) en presque chaque
pqmt de R, E. Or, ce n’est pas Ppossible, puisque E est contenu da.nsqN .
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La condition établie peut servir de définition de l'intégrale
réguliere (D) de f(x). Cette définition est analogue & celle de M. Ro-
manovskil) dans ’espace lindaire et & celle de M. Krzyzarski
dans Pespace 4 deux dimensions ?).

On peut aussi, en suivant la méthode de M. Saks, définir
Pintégrale réguliére (D) en tant que la plus faible des opérations
intégrales complétes embrassant 1'intégrale de Lebesgue?). Il suf-
fit pour cela d’admettre qu’une opération intégrale 8(f, I) est com-
pléte, lorsqu’elle est continue et qu’elle satisfait & la condition
suivante: si la fonction () est intégrable (8) sur toute la portion RE
d’un ensemble fermé E et sur tout intervalle I contenu dans R—E,
et si, en outre, la fonction SE(f, I) est intégrable régulitrement, la
fonction f(x) est intégrable (8) dans E et on a

8(f, R) = [fdo+ [ 85, D).
RE R

Enfin, on peut obtenir une définition constructive, en se servant
des nombres transfinis, de la condition énoncée et de la continuité
de l’intégrale.

10. Les intégrales de Perron et de Ridder.

Oonvenons de dire qu'une fonction ®@(I) est une minorante
rdguliére de f(x) dans R, au sens de Perromn, lorsque:

10 O(I) est additive et continue dans R,
20 D, P<oo & un ensemble dénombrable prés dans R,
30 D, P <<f(») presque partout dans R,

On définit de la méme manidre une fonction majorante régu-
lidre U(I) aw sens de Perrom, en §e gervant des dérivées réguliéres
inférieures. Ces définitions déterminent, dans Tespace linéaire, l'ac-
cro'ssement dans un intervalle I d’une minorante @(x) et d’une
majorante ¥(x) au sens de Perron.

Dans lespace & plusieurs dimensions ces fonctions ont été
définies par M. Saks au moyen des dérivées de M. Banach ).

1) Essai d'une exposition de I'intégrale de Denjoy sans nombres transfinis,
Fund. Math. 19 (1932), p. 38.
3 1. e, II p, 26. ‘ .
3) §, Saks. Théorie de Pintégrale, p. 209, th. 7.
4 1. c., p. 129. :
3*
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36 8. Kempisty:

Nous dirons que ‘@(I) est une minorante régulidre de f(x) dans R
au sens de Ridder, lorsquelle satisfait aux conditions 1° 3° et & la
condition suivante:

2" O(I) est SAOGr dans R.

@(I) sera dite une majoramte rdguliére au sens de Ridder,
lorsque la fonction opposée — ¥ est une minorante au méme gens.
Dans Despace linéaire ces fonctions sont respectiverent les
“accroissements des fonctions g,(x) et ¥,(x) définies par M. Ridder?),
On déduit immédiatement du th. 7, §7 le

Th. 1. Toute fonction ¥ majorante réguliére au sens de Perron
est une majorante régulidre aw sens de Ridder.

En tenant compte du th. 4 du §7, on établit aisément la pro-
_ position suivante:

Th. 2. La différence d'une majorante et d’une minorante régu-
lires & un des -sens ici définis est une fonction mon ndgative.

En effet, _
Qx(w_¢)> wa"‘D.\vm>O'

Or, daprés le th.1, ¥—O est une fonction IACGr, donc non
négative d’aprés le th. 4 du §7.

Nous dirons qu'une fonction d’intervalle F(I) est V'intédgrale
réguliére de Perron ou (P) d’une fonction f(x) dans R, lorsque F(R)
est la valeur commune de la borne supérieure des minorantes et
de la borne inférieure des majorantes dans R au sens de Perron.
On définit de la méme manidre Vintégrale réguliére de Ridder ou (R)
all moyen des minorantes et des majorantes de Ridder,

Th. 3. Toute fonction réguliérement intégrable (R) est réguliérement
intégrable (D).

En effet, d’aprés la définition de I'intégrale réguliére (K) dans R,,
’ (<K< U(I)
quel que soit I dans R,.

Il est aisé & voir que F est une fonction continue et additive.

Nous. allons montrer que D.F=/f(x) presque partout dans R, Dé-
terminons @ et & de manidre qu’on ait ‘

(1) T(R,) — D (R,) <z

on a

1) Uber Perronschen Integralbegriff, Math. Zeitsohr. 84 (1934), p. 254.
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Soit E, ’ensemble des points oll D, (T—P)>¢. Il est évident que
U(Eo) — D (Ry) > | B,

done, en vertu de I'inégalite (1), nous avons |E.|<e. Par conséquent,
on a presque partout dans R,

f(@) —eSDF < f(2) + ¢,
done, F étant un nombre positif arbitraire, D, F == f(x) presque par-
tout dans R, Enfin, ¥ est ACGr et Ir, puisque 0<g U(8)—F(8)

F(8)—2(8)
LTS —D(S) < .
11 est aisé de prouver le théoréme suivant, réciproque au pré-
cédent:

<

Th. 4. Toute fonction réguliérement intégrable (D) est réguliére-
ment intégrable (R).

En effet, l'intégrale réguliére (D) est en méme temps une mi-
norante et une majorante au sens de Ridder; elle est done la plus
grande des minorantes et la plus petite des majorantes.

Aingi les intégrales réguliéres (D) et (R) sont équivalentes.

Th. 5. Toute fonction réguliérement intdgrable (P) est réguliére-
ment intégrable (D). :

C'est une extension du théorérae de MM. Aleksandroff et
Looman!) aux fonctions de plusieurs variables. Nous ne savons
pas s ce théoréme admet une réciproque qui serait 1’extension du
théoréme de M. Hake %) :

Pour démontrer le th. 5, il suffit de remarquer que l'intégrale
régulitre (P) est presque partout régulidrement dérivable. Etant 4ACr
autour d'une portion de chaque ensemble fermé (d’aprés la démon-
stration du th.7, §7), elle y est, en effet, réguliérement intégrable
en vertu du th. 4 du §5.

1) P, Aleksandroff, Ueber die Aequivalenz des Perronschen u. Denjoy-
schen Integralbegyiffen. Math. Zeitschr. 20 (1924), p.213—4. H.Looman, TUeber
die Perronsche Integraldefinition. Math. Annalen. 93 (1925), p. 153—6.

%) Ueber de la Vallée Poussin Ober- n. Unterfunktionen einfacher Inte-
grale u. Integraldefinition von Perron. Math.. Annalen 83 (1921), p. 119—42.
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