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Soit {,} une suite de directions, partout dense dans l’espace.
Désignons par P,m l'ensemble des points ¢ de P tels que
|cos (ax, 6,)| > 1/m pour tout point » de R situé & une distance de o
moindre que 1/m. Décomposons chaque ensemble P, en une suite
{Pymitk=ts,.. d'ensembles de diamétre moindre que 1/m. On a alors

(*) P 2"%1 Pn,m -——"%:I;Pn,m,k‘ ]

Fixons, pour l'instant, trois indices n=mn,, m=m, et L=k,
et posons, pour abréger, A=P, . . Choisissons un nouveau systéme
des coordonnées &nf, en prenant pour 1'axe Of la droite de direction
6, Nous désignerons généralement, par Qg et @y, lorsque @ est un
ensemble ou un point, les projections de @ sur les plans §& et 7n{
respectivement.

On a . |cos (Ea?, 0%)| > 1/m, toutes les fois que aed, weR et
0<e(a,®)<1/my. Il en résulte immédiatement que, dans le plan £,
le contingent de l’ensemble Ry laisse échapper la droite parallele
3 l'axe des & en tout point de I’ensemble Ag. Parsuite, en vertu du
th. 1 de ma note précitée, 'ensemble Ag est somme d’une infinité
au plus dénombrable d’ensembles de longueur finie et Re posséde
une tangente unique dans tout point de Ay, excepté au plus un en-
semble M de longueur nulle. Pareillement, I’ensemble £,z posséde
une tangente unique dans tout point de 4,;, excepté au plus un en-
semble N de longueur nulle, Par conséquent, 1’ensemble R posséde
une tangente unique dans chaque point a de 4, excepté tout au plusle
cas oll axeM ou bien areN. Or, on constate aisément que les deux
quotients o(a,bd)/e(as, bz) eb o(a, b)/o(any, by) restent bornés (infé-
rieurs & mgy), quand a et b parcourent l’ensemble 4. Parsuite 1’en-
semble des points exceptionnels de A=P,, ,,x ol R ne posséde pas
de tangente unique est de longueur nulle, en méme temps que les
ensembles M et N. Pour la méme raison l'ensemble A=P, m,x €8t
somme d’une infinité au plus dénombrable d’ensembles de longueur

finie, en méme temps que sa projection Ag. Cela achdve la démon-

stration en vertu de l'identité (¥*).
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Sur les espaces multicohérents L
Par
Samuel Eilenberg (Warszawa).

Un continu localement connexe X est dit unicohérent, lorsque’en
le décomposant de n’importe quelle manidre en deux continus:
(%) X aXl‘f‘ X,,

leur partie commune X,.X, est toujours connexe (donc un continu).

Dans le cas contraire, X est dit multicohdrent. L’objet du présent

ouvrage') est d’étudier cette propriété au point de vue quantitatif.

Posons dans ce but :
7(X)=sup [bo(Xy-X,) —1] %),

en faisant le couple des continus X;, X, parcourir toutes les dé-

-compositions possibles de la forme (),

Lrégalité r(X)=0 exprime donc évidemment Punicohérence
(1-cohérence) de X. Plus généralement, nous appellerons X n-cohé-
rent, lorsque #(X)-+1=n.

L’unicohérence est caractérisée, comme on saif %), par ’évanou-
issement du premier nombre de Betti. On pourrait done croire que
le nombre r(X) se laisse également exprimer, et d’une maniére
simple, & l’aide du premier nombre de Betti. Or, il n'en est rien,
et nous verrons que ’étude du nombre »(X), et de certaines gé-
néralisations de ce nombre, permet de saisir des propriétés plus
profondes que celles qui se traduisent par le premier nombre de
Betti. Ajoutons que le ,Produktsatz“ pour le nombre r(X) est
tout & fait différent de celui pour le premier nombre de Betti:

') Les résultats principaux exposés ici ont 4té présentés a la Société Po-
lonaise de Mathématiques, Section de Varsovie, séances du 15. 9. 1935 et du
28. 2. 1936.

%) by(¥)=nombre de composantes de ¥, lorsque ce nombre est fini; dans
le cas contraire by(¥)=co,

') K. Borsuk, Fund. Math. 20 (1933), p. 230; E. Cech, ibid., p. 232.
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ce dernier est égal pour le produit cartésien de deux continus XX Y
—comme on sait— 2 la somme des mémes nombres relatifs 4 X et 4 Y,
tandis que 7(XXY) est le majeur des nombres r(X) et r(Y).

La méthode dont je vais me servir est celle des transformations
continues en circonférence. Elle est due &4 M. K. Borsuk?), qui
I'a introduite pour l’étude de l’unicohérence. Je vais appliquer ici,
en particulier, la méme idée qui m’a permis déja d’obtenir 5)
les démonstrations simplifiées et généralisées des théorémes de
M. Borsuk sir Punicohérence et d’une série de théordmes relevant
de la topologie du plan euclidien. Cette idée facilite les calculs des-
dites transformations en circonférence et en fait un instrument de
recherches topologiques particuliérement simple et commode.

L’ouvrage se compose de 3 chapitres. Chapitre I concerne
les espaces dont on n’admet pas la connexité locale. §1 est consacré
aux généralités et & la déscription de la méthode des transformations
continues en.circonférence. §2 contient la définition du nombre
r(X) pour un espace métrique arbitraire X; cette définition y est
formulée & P'aide des transformations en circonférence, ce qui la
distingue au point de vue formel de celle du début, qui ne portait
que sur les continus localement connexes. Le §3 traite des relations
entre le nombre 7(X) et les tranformations continues en tore 2-di-
mensionnel, et le §4 contient le ,Produktsatz“ pour »(X). Enfin,
le §6 est consacré & un probléme spécial dans l’espace euclidien
4 3 dimensions: le nombre r(X) se préte notamment, comme il
gera démontré, & caractériser un genre d’enlacement qui ne
tombe pas sous la notion classique d’enlacement homologique.

Chapitre IT est consacré aux continus localement connexes.
Sa lecture n’éxige que deux premiers §§ du Chap.I. Elle contient,
dans son §1, les théorémes sur ’équivalence entre diverses défi-
nitions du nombre r(X) et, dans son §2, I’étude des relations entre
ce nombre et le groupe fondamental =;(X), dont il se montre
étre une fonction.

Chapitre III concerne certaines généralisations du nombre
r(X), & savoir les nombres 7(X) pour k=1,2,... o 74(X)=7r(X);
ils sont en rapports avec les tranformations continues de X en tores
k-dimensionnels.

1) K. Borsuk, Quelques théorémes sur les ensembles wunicohérents, Fund.
Math. 17 (1931), p. 171—209.

®) 8. Eilenberg, Transformations continues en circonférence et la topologie
du. plan, Fund. Math. 26 (1936), p. 61—112.
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I. MULTICOHERENCE DANS LES ESPACES METRIQUES
GENERAUX.

§ 1. Préliminaires.

Tous les espaces a considérer seront supposés métriques et
tous les ensembles regardés comme situés dans des espaces mé-
triques. Nous désignerons par:

|#—y| la distance entre points x et y;

R, lespace euclidien & n dimensions, en particulier par R,
I’ensemble de tous les nombres réels;

K, lintervalle clos <0,1>;

§8; Pensemble de tous les nombres complexes satisfaisant & la
condition |e]|=1;

X XX le produit cartésien des espaces X et ¥, c. & d. 'espace
métrique composé de tous les couples (z,y) oll 2zeX et ye¥ et

(1, Y1) — (@, ¥)| = V|“’1—%|z+ |91 —sl%

YX la classe de toutes les tranformations continues de X en
sous-ensembles de Y; dans le cas ot ¥ est borné ou X compact,
on considére YX comme un espace métrique, en posant pour f;, fe ¥X:

Nh—fil= Sup |F1(@) — ()]
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Deux transformations f;, f,e¥* seront dites homotopes, lorsqu’il
existe une transformation geYXXX telle que g(®, 0)=f,(®) et
g(z, 1)=f,(%) pour zeX,

Y est dit un refracte de X, lorsque Y(C X et qu'il existe une
fonction ge¥X telle que ¢(y)=y pour yeY.

Y s'obtient de X par une déformation continue dans Z, lorsque
X+YCZ et qu'il existe une fonction geZ*X% telle que g(w, 0)=x
pour zeX et g(X,1)=

Y est dit rétracte de X par déformation 8), lorsque Y(C X et
qu’il existe une fonction geX*X% telle que g¢(x, 0)=2 pour z¢X,
9(X,1)=Y et g(y,1)=y pour yeY.

Etant donné une transformation feSi, nous écrirons

f~1 sur ¥ (YCX),

lorsqu’il existe une fonction peR{ telle que f(z)=e*® pour weY.
Etant donné un couple de fonctions f,,fye8f, nous écrirons

fi~fe sur ¥ (YCX),
lorsqu’on a f~1 sur ¥ pour f(z)= ;1?”; On vérifie facilement que
2

la relation fi~f, est symétnque et transitive et que les relations

fi~fy et fi~f, entrainent f-fi~fofo et %~;~Z sur Y.
Nous nous appuyerons dans la suite sur les propositions sui-
vantes:

(1) Pour que Von ait f,~f, sur X ou f, fzeSf, il faut et il suffit
que les tramsformations f, et f, soient homotopes 7).

(2) On a f~1 sur X pour tout feST tel que f(X)=+8; ®

(3) On a f~1 amrX pour tout feSy tel que fr~1 sur X et
P07

) K. Borsuk, Fund. Math. 21 (1933), p. 91.
7) 8. Eilenberg, 1. c., p. 68, th. 1.

8) C'est une conséquence immédiate de (1).

) 8. Eilenberg, 1. c., p. 89, (3).
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(4) Toute fomction feS:i définie sur wn sous-ensemble fermé Y
de X admet une extension j'eSlU 10y o U est un ensemble
owvert (tel que YCUCX) 1),

() Etant donné une fonction feSf, pour tout ensemble Y (C X tel
que f~1 sur Y, il existe un ensemble ouvert U tel que Y CUCX
et que f~1 sur U 1),

(6) Soient X, et X, deux ensembles fermés dont la partie commune
est connexe. Pour toute fonction feSi ™™ telle que f~1 sur X;
et sur X, on a f~1 sur X,+ X, 1),

(1) BSoit X et ¥ un couple de continus et (w,,y,)eX X Y. Pour

toute fonction feSfXY telle que f~1 sur X X(y,) et sur
(W) XX, omn a f~1 sur X XY M),

(8) X dtamt un espace complet et localement commewe et feST une
fonction telle que f non~1 sur X, il existe une courbe simple
fermée CC X telle que f non~1 sur C 15),

En faisant correspondre 4 tout couple de fonctions fi, f>eSF
la fonction fi-f,e8f, on obtient un groupe abelwn, que nous dé-
sugnerons également par SF. IL’ensemble P(X)CS; des fonctions
feST telles que I’on a f~1 sur X constitue un sous-groupe de Sy
Il résulte de (3) que c’est un sous-groupe aveec division. Le
groupe-quotient B, (X)= S /P(X) est donc un groupe sans élements
d’ordre fini. Nous poserons

by (X) = & [B,(X)] *°).

Il résulte de (1) que le groupe B,(X) s’obtient de Sf(, en y:con-
sidérant les fonetions homotopes comme identiques.

10) On appelle extension d'une fonction feB* toute fonetion f eBff ou
ACA;, BCB, et f'(x)=f(x) pour =zed.

1) §. Eilenberg, 1. c., p. 90, (5).

12y ibid., p. 65, (6).

13 jbid., p. 64, (5).

1) ibid., p. 66, (8).

%) ibid., p. 84, (3).

16) #(A)=nombre maximum d’éléments linéairement indépendants d'un
groupe abelien %, lorsque ce nombre est fini; dans le cas contraire & (U)=oo.
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Les fonctions fi, f2; o fne8T seront appelées lindairement in-
dépendantes, lorsque les éléments correspondants de B,(X) sont

linéairement indépendants, c. & d. lorsque la relation z£ ]l fii~1 sur X
implique p,=ps=...=Pn=0.

Soit X=X+ X,+ ...+ X Nous désignerons par P(Xy, Xy, .0y Xa)
Pensemble des fonctions feSf telles que f~1 sur X; (i=1,2, .., k).
On a évidemment P(X)C P(X;, Xg -y Xi)- Le groupe
P(X,, X, ... Xs)/P(X) est done un sous-groupe de B;(X). Nous

poserons:

Xy Xy ooy Xi) = ALP(Xyy Xy ooy X)[P(X)].

Tl résulte de (3) que P(X,, X, ..., Xx) est un sous-groupe
avec division de S7.Le groupe-quotient: Sf‘/P(Xl, Xy eey X1) est done
un groupe sans éléments d’ordre fini; posons:

by(X) —p(Xyy Xyy ooy Xi) = ‘W[‘g{/P(le vy X))

La ,différence” b, (X)—p (X, Xy ..oy )y
évidemment 4 la condition

aingi définie, satisfait

(9) [by(X)—p(Xyy Xy oos X))+ p(Xy, Xy, "'y.Xk)=b1(X)

et 8a définition est univoque méme dans le cas ol les deux membres
sont co. Remarquons que

(10) 0<<p(Xyy Xy ooy Xi) SHy (X),
(1) 0<hy (X)—p(Xyy Xy ooy Xi) <b (X).
Notons enfin la proposition suivante:

(12) Pour tout couple X, et X, d’ensembles conneves, fermes et tels
que X,-X,540, on a
P(Xy, Xo)=bo(X;- Xy —1 %), 1),
Une famille de fonctions @ C Sf sera dite k-compatible
(k=1,2, ...), lorsqu’il existe une décomposition de X en ensembles
fermés X=X,+ X,+...+X; telle que PCP(X;, Xy ..., Xs). La

condition que @ soit 1-compatible coincide évidemment avec la
condition #C P(X), qui exprime que f~1 sur X pour fe®.

17) 8. Eilenberg, L. c., p. 96.
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. Pour toutes les décompositions de la forme X =X +X;+...+ Xz
qui seront considérées dans la suite, il sera admis implicitement que
Xy Xgy ...y Xp sont des ensembles fermés.

§ 2. Définition et propriétés élémentaires de r(X).
Posons pour tout espace métrique X:
r(X)=sup p(X,, X,),
by (X)— r(X)= inf [5,(X)— p(X,, X,)],

ou sup et inf s’étendent sur toutes les décompositions X =X+ X,
(ces sommandes étant, bien entendu, supposés fermés).

On voit immédiatement que pour que lon ait r(Xy=n,
faut et il suffit qu'il ewiste n fonctions f,, fp ..., faeSY linéairement
indépendantes et 2-compatibles.

En vertu de §1 (9), (10) et (11), on a:

1) [0 (X)—r(X)]+7(X)=by (X),
(2) 0<< r(X) < by (X),
(3) 0 << by (X)— (X)) << by (X).

En outre, I’ensemble composé d’une seule fonction feSy
est toujours 2-compatible, car L, et L, étant deux arcs tels que
8y=IL,+ Ly, il suffit de poser X,=f1(L,) et X,=f1(L,) pour
en tirer d’aprés §1 (2) que f~1 sur X, et sur X,. Il en résulte
que linégalité b, (X)>0 implique #(X)>0. D’ol en vertu de (2)

(4) b(X)=0 dquivaut & r(X)=0,
(5) b (X)=1 r(X)=1.

Théoréme 1. Pour que Don ait b (X)—r(X)=0, il faut et
il suffit qu'il existe une dédcomposition X=X,+ X, telle que f~1
sur X, et sur X, pour tout feSix, c. & d. que P(X, X,):Sf.

implique

Cette condition exprime .que l’ensemble composé de toutes
les fonctions feSf est 2-compatible,

Démonstration. Pour que b, (X)—r(X)=0, il faut et il
suffit qu’il existe wne décomposition X =X,4 X, telle que
b (X)— p(Xy, X3)=0, c. & d. telle que le groupe Sir/P(Xl, X,) se
réduise % 1'élément 0. Or, cela équivaut 3 Sf=P(X,, X,).
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Théoréme 2. Pour tout ensemble Y(C X qut est un rélracte

de X, on a
LS H(X), r(I)<sr(X) e (Y f(Y) by (X)—r(X).

Démonstration. Soit ge¥Y* une fonctmn telle que g(y)=vy
pour yeY.

Soit 5 (Y)=n. 11 enste donc n fonctions linéairement indé-
pendantes fy, fgy v f2€8f. Les fonctions f,g, fag, . v fng €8T sont
done aussi linéairement indépendantes, puisqu’elles coincident res-
pectivement avec f,, fay ey fn SUr ensemble Y. Il en résulte que
b (X) Z=n.

La premidre inégalité est ainsi démontrée. Pour établir la se-
conde, supposons que 7(X)Z>>n. Il existe donc une décomposmon
Y=Y,+ ¥, et nfonctions linéairement indépendantes f,, f ... , Fne815
telles que f;~1 sur ¥, et sur ¥, (1=1,2,..,n). En posa.nt
X,=g—(¥,) et X,=¢~'(Y,), on obtient une décomposition X=X, + X,
telle que f;g~ 1 sur X, et sur X,. Or, les fonctions f,9, /34, ..., fnge8Si
étant linéairement indépendantes, il en résulte que r(X)==n.

Soit enfin X=X,+ X, une décompogition telle que

by (X)—r (X)="b, (X)—p (Xy, Xa).

Posons ¥,= Y X, et Y,=Y X, Smt h la tranformation homo-
morphe de S, en sous-groupe de 6'1 faigant correspondre & toute
fonction feSF la fonction h(f)e8i, qui est la fonctlon partlelle
de f sur ’ensemble Y. On a h(fg)=f pour tout feSl, d’ott h(8FH=48{.
Pour feP(X,, X,), on a h(f)eP(X,, ¥,), puisque la relation f~1
sur X, entraine la relation f~1 sur Y-X;=Y,. On a donc
h[P(X;, X,)JCP(X,, X;) et ﬁnalement

by (X)—1r(X)=b,(X)—p (X, X ‘@[Sl [P (X3, Xp)1 22

= A[H(87)/h[P (X Xy)]]=4 [Sl [W[P(Xy, Xa)]] 2=

= & [81[P(Xy, Yo)]=by(Y)—p(¥y, ¥5) 20y (Y)—r(T),

ce qui donne la troisiéme inégalité. ’

Théoréme 3. Pour tout ensemble Y X s’obtenant de X par
une déformation continue (dans X ), on a

W(X)Zh(X), r(X)>2r(X) e b(X)—r(Y)=b(X)—r(X).
Démonstration. Soit ge X*<& une fonction telle que
g(x,0)=2 pour ve X et g(X,1)= Y. Posons g,(z)=2x et g, (z)=g(x,1)

pour zeX. On a gg, ¢, eX% ¢,(X)=Y et il est évident que les
fonctions g, et g, sont homotopes.
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Remarquons d’abord que, pour toute fonction fe 87, la relation
f~1 sur Y implique la relation f~1 sur X. En effet, si f~1 sur ¥,
on a fg,~1 sur X, done aussi, en vertu de §1(1), fg,~1 sur X,
les fonctions fg, et fg, étant homotopes. Mais fg,=f, d'ott f~1
sur X.

Soit b,(X)Z=n. Il existe done n fonctions linéairement indé-
pendantes fy, fz,...,f,,e:Sfr . Or, elles sont aussi linéairement indé-
pendantes sur ¥, d'ott b,(Y)>=n.

Pour démontrer la deuxiéme inégalité, supposons que r{X)>=n.
Il existe donc une décomposition X=X,+ X, et n fonctions li-
néairement indépendantes f,, f,, ...,f,.eSf, telles que fi~1 sur X,
et sur X, (i=1,2,..,n). En posant ¥,=Y-X, et Y,=Y X,
on obtient une décomposition Y= Y;+ ¥, telle que fi~1 sur Y,
et sur Y, Or, les fonctions f,,fs ..., fr étant linéairement indé-
pendantes sur Y, il vient r(XY)Z=>n.

Soit enfin Y= Y,+ Y, une décomposition pour laquelle

b (Y)—r(X)=b,(X)—p(Xy Y,).

Posons X1=gT1(Y1) et Xz=gTI(Y2). Soit h la tranformation
bhomomorphe de 8! en sous-groupe de ST, faisant correspondre
4 toute fonection feS{ 1la fonction h(f)=fgleS‘1Y . Pour toute
fonction feSly telle que f~1 sur Y,, on a fg,~1 sur X;=¢"YY,),
d'olt h[P(Yy, Y,)JCP(X,, X,). Comme P(X)CP(X,;, X

g)y il vient
h[P(Yy, ¥,)] @ P(X) C P(Xy, X;) ).

Pour tout feSf, on a f=fg, et fgo~f¢g, sur X, puisque
fg, et fg, sont homotopes. Par conséquent f~ h(f’) ou f' désigne
la fonction partielle de f sur Y. On en tire

h(87) ® P(X)=8F
et finalement .
by (Y)—r(X)=by(X)—p( Xy, T)=A[8{ /P (Y, X,)] =
= Ak (8D)/h[P( Xy, X5)]] = R[K(ST) ® P(X)/AP(Yy, Y,)]® P(X)] =
=& [8FP(Xyy Xy)]=b; (X)—p(Xy Xy) = by (X)—n(X),

ce qui donne le troisiéme inégalité.

18) Q[, et U, étant deux sous-groupes d'un groupe abelien B, nous désignons
par. %, @Y, le sous-groupe de B composé de tous les éléments de la forme x4y
ol we?, et ye¥, L’opération @ a priorité avant 1'opération /.

Fundamenta Mathematicae, T. XXVIL 11
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Les th. 2 et- 3 impliquent im‘médiatement le

Théoréme 4. Pour tout ensemble YCX qui est un réracte
de X par déformation, on a

b (X)=b(X), r(¥)=r(X) et by(X)—r(X)=b(X)—r(X).
Théoréme 5. 8t X est compact et dim X<1, chaque ensemble
fini ®CST est 2-compatible. :

Démonstration. Choisissons un &>0 assez petit pour que

Pon ait pour tout fe® la relation f~1 sur chaque ensemble-

YCX de diamétre <e Par suite des hypothéses faites sur X,
il existe une décomposition X=X,+ X, ol X, et X, sont des som-
mes d'un nombre fini d’ensembles fermés, disjoints et de diamétre
<& 1), 11 en résulte que f~1 sur X; et X, pour tout fe®, done
que OCP(X;, Xy).

Corollaire 6. 8i X est compact et dim X <1, on a
r(X)=b(X)..
Théoréme 7. X damt un vrai sous-ensemble fermé dune

pseudo-multiplicité My & 2 dimensions, chaque ensemble fini OCS8F
est 2-compatible.

Démonstration. Il existe, d’aprés §1,(4), un ensemble
ouvert U X sur lequel se laissent étendre toutes les fonctions
de la famille @. Soit Py M, un polydédre 2-dimensionnel tel que

XCP,CU. 11 existe un polyédre 1-dimensionnel P, P, qui

est un rétracte de P, par déformation 2°), En vertu du th.4, on
a donc by (Py)—r(Py)=b(Py)—7r(P;). Le nombre b (P;) étant
fini, on déduit du cor.6 I’égalité b&,(P,)—r(P,)=0. Par cornsé-
"quent b (P,)—r(Py)=0. En vertu du th.1, les fonctions de la
famille. @ sont 2-compatibles sur P,, donc aussi sur XCP,.

Corollaire 8. X dlant un vrat sous-ensemble fermé dune
pseudo-multiplicité M, & 2 dimensions, on a

#(X)=b, (X).

1) §. Eilenberg, Fund. Math. 26 (1938), p. 148, th. 2.

) C’est une conséquence du théordme connu: P, dlant wn vrai sous-
polyédre n-dimensionnel d'une pseudo-multiplicité M, & n dimensions, il existe
un polyédre (n—1)-dimensionnel P,_, qui est wn rétracte de P, par déformation.
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Corollaire 9. On a pour tout ensemble compact X R,
r(X)=b,(X).

Soit une fonction ge¥X. Considérons la transformation homomorphe
de 8Y en sous-groupe de SF qui fait correspondre 3 toute fonction fe8Y la fone-
tion fygeSY. La relation J~1 sur Y impliqgue évidemment la relation fg~1
sur X. Cette homomorphie détermine donc une transformation homomorphe du
groupe B,(¥) en un sous-groupe de %,(X). Pour que cette homomorphie soit
une isomorphie, il faut et il suffit que pour tout jeSY

(h) fg~1 sur X entraine f~1 sur Y.

11 est évident que dans cette hypothése b,(X)>= b, (¥). Nous allons montrer
qu'on a aussi 7(X)=> r(¥). Soit r(¥)>=n. Il existe donc une décomposition
¥=Y,+Y¥, et n fonctions linéairement indépendantes f;, fy, ., fae SY telles
que fi~l sur ¥, et sur ¥, (i=1,2,..,n). En posant donec X,;=9"Y(X,) et
Xy=gX,), on_a fig~l sur X, et sur X, de sorte que les fonetions
fudfag. - f,,geS}’ sont 2-compatibles. Or, I'hypothése (h) implique leur indé-
pendance linéaire, d’odt r(X)>=mn, ec.q.f.d.

~ L’hypothése (h) est satisfaite dans lo cas ot X est compact, ¥—g(X)
et g est soit monotone ') soit intérieure 22), On a donc le théordme suivant:

Théoréme 10. FEtant donné wune iransformation monotone ou intérieure g
d’un espace compact X, on a

b(X)=h[g(X)] e r(X)=rlg(X)])

§ 3. Transformations en tore 7T,.

Soit T,=8,X 8. A tout couple ordonné de fonctions fy, e85

correspond d’une fagon biunivoque une fonction f=(fi, fo)eTs dé-
finie par la formule

H(@)=(f,(2), f3(x)) pour zeX.

L’homotopie de deux fonctions ]‘=(f1,f2)e_’l’2x et g=(g, g:)eTs
équivaut, comme on le vérifie facilement, & I’homotopie simultanée
de f, & ¢, et de f; & g,. En vertu de §1, (1) on obtient done 1’énoncé
suivant:

) La transformation continue g est. dite (selon M. G. T. Whyburn)
monotone, lorsque pour tout yeg(X) l’ensemble g—?(y) est connexe. Pour la
démonstration de (h) voir S. Eilenberg, Fund. Math. 24 (1935), p. 165.

22) La transformation continue g est dite (selon M. S. Stoilow) intérieure,
lorsque pour tout ensemble ouvert U X I'ensemble g(U) est ouvert dans g(X).
Pour la démonstration de (h) voir 8. Eilenberg, Fund. Math. 24 (1935), p. 174.

' 11*
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Pour que deum fbnotions f="{f1, f2) e Ty et g=(g1, 9) Ty soient
homotopes, il faut et il suffit que Von adt
3 himg et fa~gy sur X.

Une transtormation feT3 sera dite essentielle %), lorsque, pour
toute transformation gz?T%r homotope avec f, on a g¢(X)=T,

Comme d’autre part Uensemble P;=(1)X 8;+8; X (1) s’obtient,
pour tout yeT,, de T,—(y) par une déformation continue
dans T,, on a I’énoncé suivant:

" Pour. qw'une transformation feTy ne soit pas essentielle, il faut
et il suffit qu'il ewiste une fonction geTz homotope & f et telle que

9(X)CPy

Theéoréme 1. Les trois propridids suivamtes sont cquivalentes
pour tout couple fy, fszf'

(@) les tramsformations f, el f, sont 2- compatibles

(a,) il ewiste une décomposition X=X+ X, pour lagquelle f,~1 sur X,
el fu~1 sur X, . :

(¢5) la transformation f=(f1, fz)eT-f n'est pas essentielle.

Démonstration. Il est évident que (e,) entraine (a,). Ad-
mettons la condition (a,). I existe alors deux fonctions 7, eR et
goeRE telles que f(m)——ef%(’) pour weX, et fy(w)=e"® pour
we X, Soient wleRf et lpzeRl des extengions de ¢, et de ¢, res-
pectivement ), Posons g (#)=f,(2)-64® et gy(@)=Fy (@) 6~1¥:
pour weX. On a fi~¢ et fa~gs sur X, d’oﬂ I’homotopie des
transformations f=(f, f)eTy et g=(g1, g)eTy. On a g (2)=
pour zeX; et gy(#)=1 pour tout weX,, d’ol g(Xl)C(l)xSI
et g(Xy)C8;x(1). Finalement g¢(X)C(1)x 8;+8;X (1)=2Py, de
gorte que la transformation f=(fy, fg)e_’l‘zx n’est pas essentielle et
par conséquent la condition (a;) est satisfaite.

Reste & montrer que (@;) implique. (2;). Soit & ce but
g=1(g1,02) ¢Ty une transformation homotope & f=(f1,72) GT;, est telle
que g(X)CP,. Soit 8;=I,+L, la décomposition de S, en deux
arcs aux extrémités —1 et 1. Posons:

X=g (W)X Li+Iyx (1)) et Xy=g'[(1) X Ly+Lyx (1)].
) H. Hopf, Recueil Soc. Math. de Mogcou 37 (1932), p. 53—62.

#) v, p. ex. C. Kuratowski, Topologie I, Monografje Matematyczne 3,
Warszawa—Lwéw 1933, p. 211.
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Il vient X=X,+ X, et les ensembles X, et X, sont fermés. On
a g(®)e(1)xXLy+IL; X (1) pour tout @®eX,, dou g¢(r)el, et
gz(w) e Ly. Par conséquent, g (X,)CL, et g3(X;)CI, et, par raison
de symétrie, ¢;(X)CIL, et gy(X3)CL, I1 en résulte en vertu
de §1(2) que gy, geP(X;, X,). Ory, f1~¢ eb fy~g, sur X, d’ok
fy freP (X Xy), e. q. . 4.

Théoréme 2. 8i b(X)—r(X)=0,

aucune transformation
f=(fu f2) €T3 nlest essenticlle. .

Démonstration. D’aprés le §2, th.1, il existe une décom-
position X=X,+ X, telle que P(X,, X,)==87. En particulier, on
a donc fi, fyeP(X,, X,), c. & d. que f, et f, sont 2-compatibles.
Aingi la transformation f=(f;, fs) n'est pas essentielle en vertu
du th. 1.

Théoréme 3. 8 b, (X)=>2 e aucune transformation feTs
n’est essentielle, on a r(X)Z=2.

Démonstration. Soient f, feSF deux transformamons liné-
airement indépendantes. La transformation f={(f;, fo) eTy n'étant
pas essentielle, il résulte du th. 1 que les fonctions f, et f, sont
2-compatibles. Done r(X)=2.

Les th. 2 et 3 et §1, (2) et (4), donnent le

Théorémed. 8i b(X)=2, ona r(X)——l ou r(X)=2 suivant

qu'il existe unme transformation essentielle feTs ou non.

§ 4. Produits cartésiens.

Nous ferons correspondre & toute fonction feSf ainsi qud
toute fonction geS{ les fonctions f* g*eS¥XY définies comme

il suit: ,
f* (w’ y)“:f("‘b);
g*(x, y)=g(y).

Remarquons d’abord gque

(@, 9)eXXY

(1) -La relation f*-g*~1 sur XX Y dquivaut i la rc'umon des
relations f~1 sur X e g~1 sur Y.
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En effet, soit (%, ¥o)eXx Y. 8i f*g*~1 sur XX Y, ona
frg*~1 sur X X(y,) eb sur (@)X Y. Mais g*~1 sur X X(y,)
et f*~1 sur (m)X ¥, donc f*~1 sur XX(y) et g*~1 sur
()X Y. I1 en résulte que f~1 sur X et g~ 1 sur Y.

La proposition (1) implique immédiatement I’enoncé suivant:
(2) Les indépendances linéaires de fonctions fiy Ty ooes fneSE et

Gay Goy ooy Gme ST entratnent celle des fonctions fF, ff, .., f¥,
. XXY
gty 93y s gmeSL T

Il en résulte le
Théoréme 1. by (XX Y)=by(X)+by ().

Admettons maintenant que X et ¥ soient des continus. Soit
heSTXY et (Tgy Yo) € XX ¥. Posons f(x)=h(x,y,) pour weX et
g(¥)=h(zy, y) pour ye¥. On a évidemment h~f*.g* sur X X(y,)
et sur (2,)xX Y. Il er résulte en vertu de §1(7) que h~ f*.g*
sur XX Y. En vertu de (1) on obtient

(8) 8i X et Y sont des continus, la relation qui fait correspondre
& tout couple de fonctions feSt et geST la fonction f*.g*eST<Y
détermine Visomorphie

By (X x ¥)~B,(X)XBy (¥) ).
On en tire immédiatement le
Théoréme 2. Pour tout couple des continus X et Y, on a
by (XX ¥)=b;(X)+b,(Y).
Remarque. On vél;i.ﬁe facilement que, pour X et ¥ compacts, on a
by (XX T)=by (X) by (X)+ by (X)+by ().
Théoréme 3. On a pour T,=8,X 8,
B(T)=2 e #(Ty)=L.

Démonstration. La formule b (Ty)=2 résulte du th.2,

puisque b;(8;)=1 26). Pour démontrer que 7(T,)=1, il s’agit donc
en vertu de §3 th.4 d'indiquer une transformation essentielle

%) U, et U, étant des groupes abeliens, on déxigne par U, x A, le groupe
des couples (z,y) ol ze%;, yeU, avec (ay, Y1)+ (@, Ya) = (By+ 3, Y1+ ¥a)-
%) 8. Eilenberg, Fund, Math. 26 (1936), p. 94, démonstration du th. 5.
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feTi*. Or, il suffit de poser f(z)=z pour weT, puisque T,
n’admet notoirement aucune déformation continue en son vrai
sous-ensemble 27),

Théoréme 4. Pour que deus transformations feSi et geSIY ’
ok X et Y sont supposés compacts, soient toutes les deux mom ~1,
il faut et il suffit que la transformation h=fx geT XY, définie par

la formule

h(@, y)=(f(2), g(y)) pour (®,y)eXXYX,

80it essentielle.

Démonstration. Il est évident que la condition est suffi-

sante. Pour prouver qu'elle est aussi nécessaire, remarquons
que 'on a

k(=, y)=(f (=), 9(¥))=(f*(=, ¥), g*(z, ¥)),

dodt b= (f*, g*). En vertu de §3, th.1, ‘il suffit done d’établir la
proposition suivante: »

(4) X et Y diant compacts et feSy, geSi deux fomctions telles
que f non~1 sur X e g non~1 sur Y, les fonctions
*, g* e8T<Y ne sont pas 2-compatibles.

Démonstration. On peut admettre que X et ¥ sont des
sous-ensembles fermés du cube fondamental de Hilbert Q.. Les
fonctions f et g se laissent donc (§1,(4)) étendre respectivement
sur certaing ensembles U )Y et V)Y ouverts dans ce cube,
On a done f*, g*eS87%". Supposons & présent que les fonctions
f* et g* soient 2-compatibles sur I’ensemble X X Y. Il existe alors
une décomposition XX ¥=2Z;4Z, telle que f*, g*eP(Z;, Z,). En
vertu de §1(5) il existe dans UX V deux ensembles ouverts
W, DZ, et Wy, )Z, tels que f*, g*e P(W,, W,). Soient X’ et ¥’
deux ensembles fermés et localement connexes tels que

XCx'CUu, YCY(CV, XXY(CW,+W,
Les fonctions f* et g* sont alors 2-compatibles sur X'X ¥Y'.
' #7) Cela résulte p. ex. du fait que T, considéré comme sous-ensemble de E,,

y est une coupure irréductible. Or, le th. de balayage de M. K. Borsuk (Mon?,ts-
hefte fiir Math. u. Phys. 38 (1931), p. 385) implique qu'une coupure irréductible

- compacte X de B, n’admet aucune déformation continue en son vrai sous-en-

gsemble.
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L’ensemble X' est compact, localement connexe et on a f non~1
gur X’. 1l existe donc en vertu de §1 (8) une courbe simple
fermée C,C X’ telle que f non~1 sur O,. D’une fagon analogue,
on trouve une courbe simple fermée C,(CY’ telle que g* non~1
‘sur C,. Les fonctions f* et g* sont donc 2-compatibles sur ’ensemble
T3=0yx 0y, et d’aprés (2) elles y sont linéairement indépendantes.
1l en résulte que 7(T3)=2, contrairement au th. 3.

Remarque. Il serait intéressant de savoir si ’on peut sup-
primer dans le th. 4 ’hypothése de compacité de X et de Y.

La proposition (4) nous permet d’établir le th. suivant, qui
est le th. principal de ce §:

 Théoréme 5. On a pour tout couple des continus X et Y:
r(X x Y)=max [r(X), r(Y)].

Démonstration. Soit y,eY. On a r(X)=r(X X (y,)), puis-
que X et X X (y,) sont homéomorphes. D’autre part, r(X X (¥,)) <<
<r(Xx Y), puisque XX (y,) est un rétracte de X X ¥ (§1, th. 1).
Par conséquent (XX Y)>= r(X) et, par raison de symétrie,
r( XX XY)=r(Y), Qo r(Xx Y)Z= max [r(X), r( X)].

Pour prouver que (XX ¥)<<max([r(X), r(Y)], supposons que
rXxXY)Zn, r(Xy<n et r(¥)<n Il existerait alors une dé-
composition Xx Y=2,+2Z, telle que P(Z, Z,;)=>n.

Soit (4 yp) e XIXY et X=X, +X,, Y=Y,+Y, deux dé-
compositions satisfaisant aux conditions:

X (9o)=Z- (X X (90),
(@) X Yi=2Z;- ((mp) X X).

8i, pour une certaine fonction he¢P(Z;, Z,), on a h~jf*.g*
ol feSf et geSf. alors h~1 sur XX (4,), sur X,X (y,), sur

i=1,2

(@)X ¥y et sur (wg)X ¥, et, par conséquent f*~1 sur X, X (y,)

et sur X,X(y,) et g*~1 sur (@)X ¥, et sur (x,)x ¥, puisque
9%, Yo)=9(ys)=const et f*(x,, y)=F(x,)=const. Il en résulte que
JeP(Xy, X;) et geP(Y;, ¥,). Conformément 3 (3), on peut done
admettre que le groupe P(Z,, Z,)/P(XXY) est un sous-groupe de
[P(X;, X,)/P(X)] X [P(Yy, Y,)/P(Y)]. Les inégalités p(Z,, Z,) >n,
r(X)<m et r(¥)<n impliquent les inégalités ’

A[P(Zy, Z3)|P(X X X)] > A[P(X,;, X,)/P(X)],
A[P(Zy) Z)| (XX X)) > &[P(y, Y,)/P(X)].
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On en déduit 28) que

[P(Z), Z,)| P(X X X)]- [P(X;, X,)[P(X)] (0)F
=+ [P(Zy, Z,)/P(X X Y)]-[P(Y,, Y3)/P(X)].

Ces inégalités, traduites en langage de fonctions, expriment
Dexistence de deux fonctions feP(Xy, X,) et geP (Y, Y,) telles
que fnon~1 sur X, gnon~1 sur Y et 1*, g*eP(Z,, Z,). On ob-
tient done une contradiction avec (4)

§ 5. Enlacement tatble.

Nous allons appliquer dans ce § les considérations des §§2et3
& I'étude d’une certaine relation topologique dans ’espace euclidien
4 3 dimensions R, (compactifié par ’addition du point & Dinfini).

Rappelons d’abord quelques notions introduites par M. K.
Borsuk et moi 29),

Soit PCR; un polyédre et ¥ un cycle 1-dimensionnel et & coef-
ficients entiers de R;—P. Le cycle ¥ et une fonetion feSt sont
dits paralléles ), lorsqu’on a pour tout cycle (1-dimensionnel) 7 de P

v(y; ¥)=9(f; %)

ol o(y; ) désigne le coefficient d’enlacement des cycles y et y
et g(f;7) le ,Abbildungsgrad“ de la transformation de 7 par f.

Soient X C R, un ensemble compact et y un cycle de R,—X.
Le cycle y et une fonction feSF sont dits paralléles au sens fort %),
lorsqu’il existe un polyédre P X sur lequel la fonction f admet
une extension feS7 paralléle & y.

Etant donné deux fonctions fl, f,€8¢ telles que fi~fs sur X
et deux cycles y;,y, de R;—X tels que »,~y, dans R,—X,
les parallélismes forts de f, & ¥, et de f, & y, sont équivalents. Il

#) En vertu du lemme: B dlant un sous-groupe du produit A, xA, de deux
groupes abeliens libres tels que R(B)>RAQA,) e A(B)>A(Y,), il ewiste des
éléments e, et yedU, tele que 0, y+0, 2¢B ef yeB. En effet, en sup-
posant que la partie commune de B et de A, se réduit & I'élément 0, on trouve-
rait que la fonction faisant correspondre 4 tout (x,y)e® 1'élément weU; est
une isomorphie, ce qui est impossible, puisque R(B)>A(YA,).

#) K, Borsuk et S. Eilenberg, Uber stetige Abbildungen der Teilmengen -
EBuklidischer Riume auf die Kreislinie, Fund. Math. 26 (1936), p. 207—223.

© 30) ibid., p. 210. : :
) ibid., p. 217.
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en résulte que le parallélisme fort peut étre considéré comme une
relation entre les éléments des groupes B,(X) et BY(R, ———X) 82,
On montre 3) que cefte relation est une zsomorphw

Notons encore que si la fonction fe»SH et le cycle y de Ry;—X
sont paralléles au sens fort et si ¥ est un sous- -ensemble fermé de X,
la fonction fe8; et le cycle y de R,—Y sont aussi pa,ralléles
au sens fort.

Soient dans 1’espace R, deux tores ouverts (c. é: d. ensembles
homéomorphes &4 S;xR,) C; et C, tels que 0,-0,=0. Posons
X=Ry—(C,+0,;). On a alors %) by(X)=py(Ry—X)=p:(C1+ Ca)=
=p,(0))+p,(0y)=2. D'aprés §2,(2) et (4), on & done soit r(X)=1,
goit »(X)=2.

Deux cycles 1-dimensionnels y, et y, de B, seront dits fasblement
enlacés, lorsque pour tout couple de polyédres P,CR; et P,(CR,
tels que y~0 dans P; (i=1,2), on a P;-P,30.

Les tores ouverts C; et C, seront dits faiblement enlacés, lorsque
tout couple de cycles y; de C; tels que y;non=0 dans C; (i=1,2)
ost faiblement enlacé.

Théorémel. Ona r(X)=1 ou r(X)=2 ot X=R;—(Ci+ C,),
suivant que les tores Cy et C, sont faiblement enlacés ow mon.
Démonstration. Supposons que les tores O; et C, ne sont

pas faiblement enlacés. Il existe alors deux cycles y; de C; et deux
polyédres P; tels que

‘)/1 Ry 0 dans Pi, 1,:1’ 2
yinonx0 dans Ci,
P, Py=0.

Soient f;,f,e87 deux fonctions respectivement paralléles au
sens fort aux cycles y; et y,. Les cycles y, et y, étant linéairement
indépendants (dans !e sens de I’homologie ») dans C;+ O, les
fonetions f, et f, sont linéairement indépendantes. Choisissons deux
engsembles ouverts U, et. U, tels que

PICUn PgCUz et.

) B1(¥) désigne le premier groupe de Betti de ¥. Comme les cycles ont
des coefficients entiers et I'homologie = est congue avec division, B(Y) est
un groupe (abelien) . sans éléments d’ordre fini. On pose par définition:
P (X)=#[B(X)).

8) K, Borsuk et S. E1leuberg l. ¢., p. 218, Satz 2.

U,-U,=0.
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Posons:

X,=X—T; et X;=X—T,.

Les ensembles X; et X, sont donc fermés et on a X=2X,+ X, et
yi®0 dans R,—X; (i=1,2). Par conséquent, f;~1 sur X;
(1=1,2) et d’aprés §3 th.1 les fonctions f,,f,e87 sont 2-com-
patibles. Ainsi r(X)>>2.

Supposons que 7(X)=2. Il existe donc selon §2 th.1 une
décomposition X=X,+ X, telle que 'on a f~1 sur X, et sur X,,
quelle que soit 1a fonction feS7. Il en résulte que, pour tout cycle y
de C;+0C, on a y~0 dans R,—X, et dans R,—X, Il existe
donc deux cycles y; de C; tels que

y:1=0 dans RBy—X;,

19
yinon=0 dans C;. =1

Choisissons deux polyédres P;C R,—X; tels que y;~0 dans P;.

On a P-PyX=P, Py (X;+X;)=0 et 0, 02—0 il existe par
conséquent un &£>0 pour lequel

(X, PyP)>ec et o(C,0y)>e ™).

Soient K; deux complexes 2-dimensionnels de P; avec K;=ary
(@ =0, i=1,2). Supposons que K; soient donnés dans une division
gimpliciale en simplexes de diamétre < &. Désignons par K; la somme
de tous les simplexes de K; (munis des mémes coefficients) qui ont

un point commun avec R;—C;. Posons y;=K;. On a évidemment

yize;y; dans G =1, 2,

d’ott yimon~0 dans ;. Or, les cycles y; et y: ne sont pas faible-
ment enlacés, puisque les- complexes K; et K; n’ont aucun point
commun. Il en résulte que les tores C; et C, ne sont non plus fai-
blement enlacés.

Le th.1 et §3 th.4 donment le

Théoréme 2. Pour que deux iores owverts Oy et Cy soient fai-
blement enlacés, il faut et il suffit quil ewiste une tramsformation
essentielle feTR’“(C‘+C’)

) o(X, Y)=sup |jx—y| pour e X ot yeX.
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II. CONTINUS LOCALEMENT CONNEXES.

§ 1. Autres définitions de r(X).

X désignera dans ce § et dans le suivant un continu locale-
ment connexe.

(1)  Seit fyy fay e faeSY. Pour tout ensemble fermé YCX tel que
fi~el sur Y (i=1,2,..,n), il eviste un continu localement

conneve Y'C X tel que YCY' et fi~l sur Y’ (i=1,2, ..., n).

Démonstration. En vertu de I, §1,(5), il existe un ensemble
ouvert UCX tel que YCU et fi~1 sur. U (1=1, 2, ..., n).
Soit ¥,CU un ensemble fermé, localement connexe et tel que
YCY, Lensemble Y, (comme compact et localement connexe)
admet un nombre fini & de composantes. Dans le cas k=1 on peut
évidemment poser Y’'=Y,, puisque ¥, est un continu. Nous allons
maintenant ramener le cas de & (k>1) au cas de k—1. Soit & ce
but LCX un arc simple tel que 'ensemble Y;-L se réduise aux
extrémités a et b de L, ces derniéres étant situées respectivement
dans deux composantes distinctes A et B de Y,. En vertu de
I, §1,(8), on a f;~1 sur L. Par ’application successive de I, §1,(6)
on obtient done fi~1 sur A+4L-+B, dou fi~1 sur Y;+L
(6=1, 2, .., n). Or, Pensemble ¥;+L est fermé, localement con-
nexe et ne contient que k—1 composantes.

Théoréme 1. On a
r(X)=sup [by(Xy, Xp)—1] ?),
en faisant parcourir X, et X, les continus tels que X=X,+ X,
Théoréme 1'. On a
7(X)=sup [by(Xy, X;)—1] ?),

en faisant parcourir X, et X, les continus localement conmexes tels
que X=X+ X,.

Démonstration. Pour toute décomposition X=X+ X, en
continus, on a selon I, §1,(12), p(Xy X,)=>by(X,, X,)—1, d’ol
r(X)=sup [by(Xy, Xp)—1]. Admettons que r(X)>=n. Il existe
done n fonctions linéairement indépendantes fy, fa, ..y fu€S1 et une
décomposition X=X,+X, (en X; et X, fermés) telle que f;~1
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sur X, et sur X, (i=1,2,..,n). En vertu de (1), il existe deux
continus localement connexes X; et X5 tels que XiCXi1CX,
X:CX:CX, fi~1 sur Xi et sur X3 (i=1,2,...,,n). Par conséquent,
X=Xi4+X; et p(Xi X3)>n. Daprés I, §1,(12), on a done
bo(X1-X3)—12>n, ce qui prouve les deux théorémes.

Remarque. On voit sans peine qu’en supposant que X est un
polyédre connere, on peut affirmer dans (1) que ¥’ est un polyédre
connexe, de sorte que toules les décompositions dont il est question

dans cet ouvrage peuvent étre remplacdes par celles en . polyédres
connerwes.

Théoréme 2. Pour que Von ait r(X)=n, il faut et il suffit
qu'il existe un polyédre (topologique) 1-dimensionnel Py X tel que
by(Py)=n et qui soit un rétracte de X.

Démonstration. La condition est nécessaire. D’aprés le
th. 1, il existe une décomposition X=X,+4 X, en continus tels
que - by(X;-X,;)—1Z=>n. On peut s’arranger de fagcon que X, X,
et X;-X, soient localement connexes. Alors on construit facilement
deux polyédres (topologiques) D,C X, et D, X, connexes, 1-di-
mengionnels, sans courbes simples fermées et tels que D,-D, se
compose de n-}1 composantes contenues dans »-+1 composantes
différentes de X;-X,. Chaque composante de D,-D, est un polyédre
(topologique) connexe, 1-dimensionnel et sans courbes simples
fermées, done un rétracte absolu 3%).

1l en résulte que l’ensemble D,-D, est un rétracte de X,-X,.
Soit f la rétraction de X;-X en D. Posons:

fHilz)=f(x) pour zeX,-X,

filw)=w pour xeD,,
fa(@)=f(x) pour zreX,-X,
fo(@)=2a pour zeD;.

Les ensembles D; et D, étant des rétractes absolus ®), il existe %)

%) Un espace compact X est dit éiracte absolu (K. Borsuk, Fund. Math.
17 (1931), p. 159), lorsqu’il est un rétracté de tout espace dans lequel il est plongé.
Les polyadres connexes 1-dimensionnels qui ne contiennent aucune courbe simple
fermée sont des rétractes absolus. '

%) K. Borsuk, ibid., p. 161.
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deux fonctions gy eDY ot g, eDY qui sont des extenslons de f, et
de f, respectivement. En posant

g (@)= g:(w)

on trouve que D,+D, est un rétracte de X. Reste & prouver
que b,(D;+D,)=n. Soit feSD P Aucun des continus localement
connexes D, et D, ne contenant de courbes simples fermées, on
trouve selon I, §1, (8), f~1 sur Dy et sur D, ¢. & d. feP(Dy, D,).
On a done SD‘+D'—P(D1, D,), &0t by(D,+D,)=p(Dy, Dy), done
en vertu de I, §1,(12), by (D;+ D,)="0bo(DyDy)—1=mn.

La condition est suffisante. Soit PyCX un rétracte 1-di-
mensionnel de X et b,(P;)=xn. En vertu delI, §2, th.6 et 2, on
a done -n=b,(P)=r(P) <r(X), dou r(X)=n.

Théoréme 3. On a
7(X)=sup b,(Y),

en faisant parcourir Y tous les rétractes 1-dimensionnels de X.

pour zeX;, t=1, 2

Démonstration. Il résulte du th. 2 qué r(X)<<{sup b (Y).
Dautre part, pour tout rétracte 1-dimensionnel ¥ de X, on a en
vertu deI, §2, th. 6 et 2, b, (¥)=r(Y)<<r(X), d’out r(X)=sup by (Y).

Théoréme 4. Pour que Von ait v(X)=n, il faul et il suffit qu’il existe une
transformation monotone?') g de X telle que by[g(X)]=n et dim [g(X)]=1.

Démonstration. La condition est nécessairé; Soit r(X)=n. Il existe
en vertu du th. 3 un rétracte ¥ de X tel que b, (¥)=n et dim ¥=1. Soit ¥X

une fonetion telle que 'on ait f(y)=y pour ye¥. Il existe ¥) un continu Z

et deux fonctions geZX et he¥Z telles que 19 g est monotone 2° Z=g(X)
3 dim Z < dimY 4° f=hg.

En vertu de 3°, on a dim Z=1. Reste & montrer qué b,(Z):=n. Or, pour
tout ye X, on a f(y)=y, ot hg(y)=y. La fonction g transforme done I’en-
semble ¥YCX en g(¥Y)CZ par homéomorphie.

Considérons la fonetion g h(z) pour zeZ. Pour zeg(Y), il existe un
ye¥ tel que 2=g(y), donc gh(z)=ghg(y)=g(y), puisque kg(y)=f(y)=y,
d'olt " gh(z)=2 pour zeg(Y). L'ensemble g(¥) est donc un rétracte de Z.
Or, g(Y) est homéomorphe 4 ¥. Par conséquent b,[q(¥) ]:;—'n,, d’ol en vertu
de I, §2, th.2, b (Z)>=n.

La condition est suffisante. En vertu del, §2, th. 10 et 6, on a en effet
r(X) Z2r(g(X)])=b[g(X)]=n. ~

¥) . T. Whyburn, Amer. Jour. of Math. 56 (1934), p. 297; 8. Eilen-
berg, Fund. Math. 22 (1934), p. 292293,
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§ 2. Le groupe fondamental.

Soit ¢ un groupe topologique. Un sous-groupe &' de @ sera
dit rétracte de @ ), lorsqu’il existe une transformation homomorphe
et continue b transformant @ en G de manidre que h(x)=2x pour
re@'.

Nous allons considérer une fonction #(@) faisant correspondre

& tout groupe topologique G' un entier non néga.taf ou oo, defini
comme il suit:

Pour que Pon ait t(F)=n, i faut et il suffit qu'il ewiste un
sous-groupe G’ de G qui soit: 1° diseret (c. & d. sans point d'acou-
20 Uibre (non-abelien), 3° un réiracte de @,
4° engendré par n générateurs (libres).

On voit aussitét que dans le cas oit G est un groupe abelien,
on a 8oit z(@)=1 soit z(G)=0.

Désignons par m,(X) le groupe fondamental du continu loca-
lement connexe X, relativement &4 un point fixe x,e¢X. Dans le
cas ou on ne suppose rien de plus sur la structure locale de X, le
groupe s (X) doit étre considéré comme un groupe topologique ).
S8i X est non seulement localement connexe en dimension 0
(c. & d. localement connexe dans le sens ordinaire), mais aussi en
dimension 1 (c. 4 d. que toute fonetion fe X% est homotope & 0 dans
un ensemble de diameétre arbitrairement petit, pourvu que le dia-
meétre de f(8;) soit suffisamment petit), le groupe =n,(X) devient
un groupe discret & un nombre fini de générateurs et de relations
définissantes.

Théoréme 1. On a pour tout continu localement conmeve X
r(X)=1[m(X)].

La démonstration repose entiérement sur la proposition
suivante, qui résulte de la théorie des espaces asphériques de
M. W. Hurewicz 4):

) W.Hurewicz, Beilrdge 2ur Topologie der Deformationen IV, Aspheri-
sche Rdume, Proceed. Akad. Amsterdam 39 (1938), p. 220.

®) ibid., p. 218—219.

4) jbid., p. 216 et 220.
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(1) Pour gwun polyédre PyCX connexe et & 1 dimension soit
un réracte du comtinu localement connewe X, il faut et il
suffit que:

(%) chaque parcours clos W dans Py qui est homotope & 0
dans X soit homotope & 0 dans Pi.

(%x) le groupe m,(Py) (qui peut éire considéré en vertu de (%)

comme un sous-groupe de m (X)) soit un rétracte de n,(X).

Ceci admis, goit 7(X)>>n. En vertu de II, §1, th. 2, il existe
donc un polyédre (topologique) 1-dimensionnel P,CX étant un
rétracte de X tel que b, (P;)=n. Le groupe 7 (P,) est alors un
groupe discret libre & # générateurs et en vertu de (xx) il est un
rétracte de 1, (X). Par conséquent 1[7,(X)]Z=n, d’ot r(X)<t[my (X))

Pour démontrer I'inégalité inverse, admettons que z[7, (X)] >n.
Soient done 1wy, w,, ..., w, les n éléments de s, (X) qui engendrent
un groupe discret, libre et qui constitue un rétracte de 7, (X).

Considérons dans le cercle-unité K, (défini par 'inégalité |2|<C1)
un polyédre @, & 1 dimension composé de n courbes simples fermées
0y, Oy, ..., Cn ayant deux & deux exactement un point en commun,
4 savoir le point 0. _

Soit feX% une transformation continue telle que le par-
cours fe X¢: appartienne & 1'élément w; (i=1, 2, ..., n). Soit, dans
le produit cartésien X X K,, P, le sous-ensemble composé de points
de la forme g(z)=(f(x),#) pour ze@Q,. La fonction g établit une
homéomorphie entre P, et @,. On en conclut que b, (P;)=n.

En identifiant chaque point zeX avec le point (@, 0) ¢ X X K,,
les groupes m (X) et (XX K,) sont identiques. En considérant
les parcours f:(z)= (f(z), tw) pour 2¢C; et O0<i<<1l, on
trouve que les parcours fe(X x K,)% et Wi=ge(XXK;)t sont
homotopes et appartiennent aux éléments w; de =, (X X K;)
(=1, 2, ..., n). ‘ :

Soit W un parcours clos de P,, non homotope & 0 dans P,.
11 est donc homotope & une expression non triviale des parcours W;.
Or, on a W;ew; et, le sous-groupe G’ de n,(Xx K;) engendré
par wy, w,, ..., w, 6étant libre, chaque expression non ftriviale de
Wy, Wy, ..., w, différe de 0. Par conséquent, le parcours W n’est pas
homotope & 0 dans X x K;. La condition (%) est ainsi satisfaite.
La condition (**) ’est aussi, puisque G@'=m(P,) est supposé un
rétracte de m (X X K,). Il résulte done de (1) que P, .est un rétracte
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de XX K, En vertu de II, §1, th.2, on a donc r(X X K,)>n,
d’ot, en vertu de I, §2, th.4, »(X)>>n, puisque X est un rétracte
de XX K, par déformation. On a donc r(X)>7[n,(X)], ce qui
achéve la démontration.

Corollaire 2. Si, pour deux continus localement connexes X,
et X, les groupes my(X;) et m(X,) sont isomorphes, on a r(X,)=r(X,).

Corollaire 3, Si, pour un continu localement connexe X, le
groupe ny(X) est abelien, on a soit r(X)=0, soit r(X)=1.

Corollaire 4. Si un continu localement connewe X est un
groupe topologique, on a soit r(X)=0, soit 7r(X)=1.

Pour démontrer le cor. 4, on n’a qu'a remarquer que, X étant
un groupe topologique, le groupe =,(X) est abelien4),

Théoréme 5 2). Si un continu X localement connexe en dimen-
sions 0 et 1 est métriguement homogéne, on a soit r(X)=0, soit r(X)=1.

Démonstration. Soient u et w deux éléments du groupe =, (X).
D’aprés un théoréme de MM. D. van Dantzig et B.L.van der
Waerden®), =,(X) contient seulement un nombre fini d’éléments
différents de la forme w—"ww". Le sous-groupe de m(X) engendrsé
par % et w est donc non libre, d’ol on tire =[x (X)] <<2.

Théoréme 6. 8i le groupe n(X) d'un continu X localement
connexe en dimensions 0 et 1 est un groupe libre, on a r(X)=by(X).

Démonstration. Soit s;(X) un groupe libre & n générateurs.
On 3 done 7[m (X)]Z=n et par conséquent r(X)Z>n. D’autre part,
on en déduit 4) pour le premier nombre de Betti p,(X) que p,(X)=n.
Le continu X étant localement connexe, on a %) p,(X)= b (X)
et finalement 7r(X)=>5(X).

Nous allons évaluer waintenant le nombre r(GxH) pour
le produit direct Gx H des groupes G et H. Nous établirons no-
tamment P'équivalence des deux propositions suivantes:

4 jbid., p. 223, renvoi 19).

4) Je dois ce théoréme & M. W. Hurewicz.

#) D, van Dantzig und B. L. van der Waerden, Abh. Hamb.
Sem. 6 (1928), p. 269.

4) W. Hurewicz, 1. ¢., p. 229, renvoi %),

45) K. Borsuk et S. Eilenberg, Fund, Math. 26 (1936), p. 221.
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(Py) On a pour tout couple X, Y de polyédres comnexes
7(X x Y)==max [r(X), r(¥)].

(Py) On a pour tout couple G, H de groupes au nombre fini de
_ générateurs et de relations définissantes
1(G X H)=max [¢(@), 1(H)].
En effet:
(1) ‘ (XX T) = 71,(X) X 7 (¥) ).

Admettons (P,). Il vient alors en vertu de (i) et (P,)

NI XY =3[m (XX X)) = olm(X) X m(¥)] =
=max [¢2(7(X)), 7(n,(¥))]=max[r(X), r( )l

Admettons (P;). G et H étant deux groupes au nombre fini
de générateurs et de relations définissantes, il existe 4”) deux po-
lyédres connexes X et Y tels que

(i) (X)) =@ et n,(Y)=H.

En vertu de (ii), (i) et (P;), on a alors

(G XH) = 17 X) Xy ¥)] = 2[m (XX Y)] =r(X X X) =
= max[r(X), n(¥)]=max[t(m(X), 1(m(¥))]=max[+(&), z(H)).

On peut remplacer dans ce qui precéde la notion de polyédre
connexe par celle de continu localement connexe en dimensions 0 et 1.
Or, la proposition (P;) a ét6 établie pour les continus arbi-
traires (voir Chap.I, §4, th.5). .
La démonstration suivante de (P,), purement algébrique, m’a
été obligeamment communiquée par M. W. Hurewicz.
Le cag (@) = 1(H) =0 doit étre traité séparément. On trouve
sans peine 1(GXH)=0.
Le groupe & étant un rétracte de GXH, on a (@) <t (GxH).
 Pareillement, ©(H)<<#(GxH). On a done z(Gx H)<max[#(§), 7(H)].

Pour démontrer 1'inégalité inverse, supposons que t(GxXH)=n

et que ©(G)<n>t(H). Le cas 7(@)=1(H)=0 étant exclu, on
peut admettre n=2. )

) Seitert—Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Leipzig—Berlin, B. G.
Teubner, 1934, p. 156. - .
47) ibid., p. 180.
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Soit I' une transformation homomo
rphe rétractant le groupe
GxH en sous-groupe FC GxH & n générateurs libres. On a

F=I(G)® I'(H),

c. & d. que F se compose de tous les &léments de la forme

I'(9)-I'(R), g et h désignant les elém
ent
ctivement, s de @ et de H respe-

La relation g-h=h-g entraine

(iii) I'(g)-T'(h) = I'(h)-I'(g).

Soit maintenant:
f=TI(g)=T(h),

fhi="T(g))-T'(y).
On a en vertu de (iii)

f-hy= T (h)-T(gy)-I'(hy) = T(gy)-T(h)-T'(h) =
= I'(g,)-I(g)- T'(hy) = D(gy)- '(hy)-I'(g) = fyf.

L’élément f satisfait done & la condition j-f; =f;-f pour tout
f1eF, a. & d. qu’il appartient au centre du groupe F. Or, le centre
d’un groupe & n>>2 générateurs libres se compose de ’élément
neutre e. On en tire f=e¢ pour tout f tel que fe I'(G) et fel(H).

Considérons deux éléments f, ¢ et f,4e tels que

hel(&) et fyeI'(H).

On a alors (f,)™ = (f,)™ pour tout couple d’entiers sauf Ny=n,=0;
d’autre part, en vertu de (iii), on a f;-fo=f,f,. Le sous-groupe de
F engendré par les éléments f, et f, est donc un groupe obelien
libre & 2 générateurs, contrairement au théoréme de O. Schreier,
d’aprés lequel le sous-groupe d’un groupe libre est un groupe libre.
On peut donc admettre que

I'(H) = (e).

Soit I'; la.transformation homomorphe de GxH en @G, telle
que I'y(g-h) =g. Un calcul facile montre que I’homomorphie I';I"
faifectue la rétraction de @ en son sous-groupe I'(F), qui est
isomorphe de F. On en tire z(@)Z=n.

12*
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III. GENERALISATIONS.
§ 1. Définition et propriétés élémentaires de 7,(X).

Comme une généralisation des notions introduites dans le §2
du Chap. I, nous allons considérer les décompositions de l'espace
métriqiie X en sommandes fermés X=2X;+ X,4...+ X, et étudier
les nombres

rp(X)=nsup p (Xy, Xy +eey Xi),
by (X) —rx(X)=1inf [5,(X) — p(Xy) Xy .oy Xn)]y
ol sup et inf s’étendent sur toutes les décompositions de ce genre.
On voit immédiatement que pour que Von ait ry(X)=m, il

faut et il suffit qu'il existe n fonctions fy, fay .y f,,eSf linéairement
indépendantes et k-compatibles.

Tout comme au § 2 du Chap.I, on obtient les formules et les
théorémes suivants:
(1) [By(X) —74(X)] + ra(X) = by(X),
2) 0 =r(X) <7 X) = r( X) <y X) < L KBy ( X)),
(8)  by(X) =by(X)—1y(X) 22 by(X) — 1y X) = by(X) —r(X) =
. = b(X)—ry(X) 2. 220,
(4) b (X)=0 édouivaut & r(X)=0 pour k>1,
- (B) h(X)=1 re(X)=1 pour k>1.
Théorémeé 1. Pour que Von ait by (X)—ry(X)=0, 4 faut et
il suffit qu'il ewiste ume ddcomposition X=X+ X,+ ...+ X, telle

que f~1 sur X; (i=1,2,..,%k) pour tout feSY, c. & d. telle que
P(Xy, X, ..., Xi)=8L.

implique

Cette condition exprime que ’ensemble composé de toutes les
fonctions feSf est k-compatible.

Théoréme 2. Pour tout ensemble YC X qui est un rétracte
de X, on a

(T <ra(X) e by(T)—ra(T) < by X)—ri(X).

Théoréme 3. Pour tout ensemble ¥ (C X s’obtenant de X par
une déformation continue (dans X), on a

12(¥) = 14(X) et by( X)) —72(X) == by( X) —re(X).
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Théoréme £, Pour tout ensemble Y X qui est un réiracte
de X par déformation, on a
a(Y) =14(X) e by(Y)—r(X) = by(X)—re(X).
Théoréme 5. 8t X est compact e dim X<k—1, chaque
ensemble fini ©C ST est k-compatible.
Corollaire 6. Si X est compa,ci e dim X<<k—1, on a
e(X)=0b,(X).

Théoréme 7. X dlant un vrai sous-ensemble fermé dune

-pseudo-multiplicité My & k dimensions, chaque ensemble fini OC SF

est k-compatible.

Corollaire 8. X diant un vrai sous-ensemble fermé dune
pseudo-multiplicité My & k dimensions, on a

(X)) =5, (X).
Corollaire 9. On a pour tout ensemble compact X Rp
- r(X)=b(X).
Théoréme 10. Etant donné ume brmwfomﬁon monotone ou intérieure g

d'un espace compact X, on a .
7(X) 2 nlg (X)].

§ 2. Transformations en tores T7,.

L’espace est dans ce § supposé compact.
Soit 7', le produit cartésien de n circonférences 8;. A tout
systéme ordonné de » fonctions fy, fy ..., fne8F correspond d’une

fagon biunivoque une fonction f=(fy, fay .y fa)¢Ta définie par
la formule

(@)= (fo(2), [2(®); ...y fn())

L’homotopie de deux fonctions f=(fy, fo oy f)eTr et
g=1(Gy, gay -y gn) e Tx  équivaut, comme on le vérifie facilement,
3 ’homotopie simultanée des f; aux g; (i=1,2,..,n). En vertu
de I, §1,(1), on obtient donc I’énoncé suivant:

pour xelX.

Pour que deuw transformations f= (f1, fay -y fn) € ¥ o
g==(01y Gay -y §n) € Tx sOient homotopes, il faut et i suffit que Von ait

fi~g: sur X powr G=1,2,..,n.
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Une transformation fe T sera dite essentielle en dimension k,
lorsqu’on a pour toute transformation geT,’.( homotope & f

dim [g(X)]=>F.

_ Chaque sous-ensemble 0-dimensionnel et fermé de T, étant
contractile dans 7, (vers un point), on trouve que les transforma-
tions feTs essentielles en dimension 1 coincident avec les trans-
formations non contractiles (¢. & d. non homotopes & une fonction
g(z)=const.).

Chaque ensemble fermé Y (C 7, Y se laisse déformer dans T,
en un ensemble de dimension <<n—1. Il en résulte que pour quune
transformation feTy soit essentielle en dimension n, tl faut et il
suffit gque, pour toute tramsformation geTn homotope & I, on ait
9(X)=T%. Les transformations essentielles feT%‘ coincident donc
avec celles essentielles en dimension 2.

Toute transformation feTf est inessentielle (c. & d. n’est
pas essentielle) en toute dimension k> n.

Désignons par Pni (k=0,1,...,n) l'ensemble des points

r= (wl, B2y aeey mn) eTy
ayant au moins n—Fk coordonnées égales 4 1. On a:
Pn,OCPn,ic--.CPn,n=Tn et

Faisons correspondre & tout point

dim P, y=Fk.

T=(®1, Lz, «.., Tn)€ By
le point

=(
hx) = (e, e, ..., e%n) e Th.

On a ainsi heTn". Posons Qnx=h—YP,s). On voit aussitét que
Qnr st l'ensemble des points de R, dont au moins n—Z% coor-
données sont =0 mod 2. :

(1) Toute tramsformation (peQ,}f;,, ot X est un sous-ensemble fermé
d'un espace compact Y, admet une. extension @' eQy pis.

Démonstration. Il existe un polyddre W(CQne tel que
P(X)CW. On voit facilement qu’il existe un polyédre Wy (C Qa1
dans lequel le polyédre W est contractile. La fonction PpeWr est
done homotope & une transformation ¢, (x)=const. Il en résulte %)
Vexistence d’une extension' ¢'¢W{ de la fonction ¢, c q. £ d.

#) K Borsuk Fund. Math. 19 (1932). p. 229,
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Théoréme 1, Pour tout systéme ordonné de n fonctions
(*) fiy for wees Fn€ ST
les trois propridtés swivantes sont é_qdivalmtes:
() les transformations (*) sont k-compatibles
(a;) il emiste une transformation ge T ‘homotope & la tramsformation
(++) f=(t1y foy vy f) € T
et telle que g(X)C Pt

(a3) la tramsformation (%*x) est inessentielle en dimension k.

Démonstration. (a;) — («,). Dans le cas k==1-la condition
(2;) exprime que f; ~1 sur X pour j=1,2, ..., n. La transformation
(%) est alors homotope & la transformation g(x)=(1, 1, ..., 1)="Phyg.
La condition (@,) est donc satisfaite. Admettons que I’implication
(o) = (@) soit démontrée dans le cas de k—1.

Selon (a), il existe une décomposition
X=X,+X,+..+ Xz
fly f27 asey fﬂ ‘-"P(Xl, Xz, ey Xk).

telle que

Posons
X=X+ X+ ...+ Xp1.

Les transformations (#) sont donc (k—1)-compatibles sur len-
semble X’. Il existe par conséquent des transformations

. b:
ﬂ: fos ooy f;.es-

telles que
fi~fi sur X' pour §=1,2,..,7n
et que
(i) FX)C Papes 0L F=(fiy fry o o) e T -
Soient @;eRy (j=1,2,...,n) n fonctions telles que
(i) fi(®) =f;(x)- 9@ pour zeX'.

La relation f;~1 sur X, implique l'existence des fonctions ;e R
(j=1,2,...,n) telles que

(i) fil@)=e#®  pour @eXi.
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En posant done ¢ (#)=,(@)+¢;(x) pour veX'-X, on a

f}(a}):ew;(x).gi?’/(x) = 319"5’(-\?) ‘ pour xeX'-X,.

Posons
@ = (97, P2y «uuy (P;;)FR;(I.X‘
On a alors f'(@)=h(p" (x)) pour we X’'-X;, d’olt en vertu de (i)
| 9" (X' X8) CQnas- |
1l existe donc d’aprés (1) une fonction

P*=(pf, 93, ..., (P:) GR‘,’,C*
telle que

(iv) P*(X) C Qs

et que
o*(2)=0j) (») pour zeX’-X; et j=1,2, ..., n.
Posons pour j=1,2, .., n:

Py () = p;()
¥;(w) = @f (%) — gy(a)

pour weX',
pour weX;.

Si weX' X, on a @fe)—gi(e)=gj(x)—g(r)=@(x). On a
aingi ¢;e Ri pour j=1,2, ..., n. Posons:

9;(®) =1, () - e¥®
et

9= g1y G2y ---s gn) € T
Pour wzeX’, il vient selon (ii) g;(#)=f;(x), d’ot en vertu de (i)
9 X)C Prjp—1.
Pour zeX;, on a en vertu de (iii)

91(@) = () - 61910) = 19509, gllr} 1N — glofe)
@’olt en vertu de (iv)
9(Xx) CPn,lc—l .

Finalement ¢(X)(C Ppu—1, conformément 3 (ag).

L’implication (ay)—>(ay) étant évidente, il reste & prouver
que (@) —>(ay).
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Soient g,yeSfc (i=1, 2, ..., n) n transformations telles que
(v) ' i~ s X
et que

dim[g(X)]<k—1 OU g=(gy, gay +-ry g) e Tr-

Faisons correspondre & tout point &= (2, &, ..., ¥n) ¢ Tn le point
ci(v)=me8,. On a ainsi ce8i" et ¢g=g; pour i=1,2,...,n.
D’aprés ITT, §1, th.5, les fonctions ¢, ¢, ..., ¢n sont k-compa-
tibles sur D’ensemble g(X). Il existe donc une décomposition

g(X)=Y;+ Y,+..+ Y,
C1y Cay oey Ca€ P (X3, Xy ooy Yi).

telle que

Comme g¢;=¢; g pour i=1,2,...,n, on obtient; en posant X;=g-(¥)),
une décomposgition
X=.X]_+X2+ ...+Xk

G1s Gay »-y gne P(Xyy Xy, .oy Xa),

ce qui donne (a,) en vertu de (v).

telle que

Théoréme 2. Si b, (X)—rx(X)=0, chague tramsformation
f=(fu fay «-ey fu) € T €8t inessenticlle en dimension k.

Démonstration. D’aprés III, §1, th.1, les transformations
f1s fay <oy fn SOD k-compatibles. En vertu du th. 1, la transformation
feTaz est par conséquent inessentielle en dimension k.

Théoréme 3. Si b (X)>=n et chaque transformation )‘eTf.f
est inessenticlle en dimension k, on a 7:(X)Z=n.

Démonstration. Soient fy,f, ..., feSx m transformations
linéairement indépendantes. La transformation f=(fy, fa, ..., fn)eTX
dtant inessentielle en dimension %, il résulte du th.1 que les trans-
formations f,, fa, ... fn S0Dt k-compatibles, d’ou 74(X)=n.

Les th. 2 et 3 donnent le

Théoréme 4, 8i b (X)=n, ona 7(X)<n_ou rn(X)=n,
suivant qu'il ewiste ou mon une transformation fe TX - essenticlle en
dimension k.

Corollaire 5. Si b (X)=n, on a r(X)=n pour k>n.
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Pour établir ce corollaire, il suffit d’observer que chaque trans-
formation fsl'ff est inessentielle en toutes les dimensions %>,
La méme remarque donne en vertu du th.1 le suivant

Corollaire 6. Les trwnéformations FisTas oee

yfne St sont toujours
k-compatibles pour k>n. :

Théoréme 7. Si les transformations  fr, fa ey fa€ S5 ot
G gz,...,g,,eslx sont respectivement k- et ky-compatibles, les trans-
formations f,-gy, f2-9a, ...,f,l-g,,eSf sont (k,+Fky—1)-compatibles.

Démonstration. En posant

X
f=(f17f2’"'?fﬂ)€Tl§ et 9=91 92y -+r Jn) € T,
on peut supposer en vertu du th.1l que

f(X)CPn,kl—l et g(X)C-Pn, k—1.

Pour tout xe¢X, on a donec dans la suite f (), fo(%), ..., fa(2) tout
au plus k,—1 points différents de 1 et dans la sulte (@ ),gz(m), ooy Gn(®)
tout au plus k,—1 de tels points. Par conséquent

(fr(@)-g1(®), fo(@)-Ga(®)y . vy fol @) gn(@)) € Pr, by t-h—25

de sorte que, en vertu du th.1, les fonctions fy-gy, fa:Gay ey Frn
sont (k4 k,—1)-compatibles.
Théo'reme 8. 8i les transformations fi, foy ..y fn, € SF et

G1y oy - ,g,,,eSl sont respectivement ky- et k,-compatibles, les trams-
formations fy, fyy ey fuy 1y Gay - ,g,,,eSl sont (kl—f—k —1)-compatibles.

Démonstration. Posons:

fi=1 pour i=my+1, m+2, ..., 04y,
gi=1 pour =1, 2, ..,n,,
9i=gi—n, pour i=ny+1, m+2, ..., By

Selon le th.7 les transformations fi-gi, fo-gy vy FrtngGintns
sont (kl—Hc —1)-compatibles. Or, on a f-gi=f; pour i=1, 2, ...,n,
et fegi=gin pOUr i=n+1,m+2,. wy M+mny, de sorte que les

transformations f,, f,, .. oy Frs G1y Gay ooy Gy SODE (Kt ky—1)-com-
patibles.
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Théoréme 9. Si by(X)>r(X), on a Tet1(X) > r( X).

Démonstration. Soit 7 X)=n et f,, f,, ..., fne 87 nfonctions
lindairement indépendantes et %- compatlbles I1 résulte de 'inégalité
by (X)>n quil existe une fonction f,.1e87 telle que les fonctions
fis fas oy fny fnt1 sODt encore lindairement indépendantes. En vertu
du cor.6, la transformation f..{ est 2-compatible, donc en vertu
du th. 8 les transformations f, fy, ..., furs sont (k+ 1)-compatibles.
D’otr rk+1(X) =n+1. V

Théoréme 10. r,,l_,_kz_l(X X Y) >’l'1¢ (X)+rkl( Y)

Démonstration. Soit r.(X)>n, et ry(¥)>n, Il existe
donc m, fonctlons linéairement indépendantes et ¥,-compatibles
Fis Fas vees fn € SF ot 1, foncmons linéairement indépendantes et kg—com-
patibles gy, g,, .. ,g,,,e& Les fonctions ff, 3, ..., fh e SPXY (voir
Chap. I, §4) sont donc k,-compatibles et les fonctions g7, gf,. T el
sont k%,-compatibles. D’aprés le th.8 les fonctions

* gk * % * XY
iy 12y ooy ﬁm gty 9353 gn € Si

sont (k,+ k,—1)-compatibles. Or, ces fonctions sont en vertu
de I, §4,(2), linéairement indépendantes, de sorte que l'on a
Ththe—1 (X) =209 + 1y

§ 3. Catégorie 1-dimensionnelle.

L’espace est dans ce § supposé compact.

MM.Lusternik et Schnirelmann*) ont introduit une fonction
cat (X) (catégorie de X), qui fait correspondre i tout espace X un
entier positif ou co et qui est définie comme il suit: cat (X)<k
signifie ’existence d’une décomposition X = X+ Xo+...4+Xr en
ensembles fermés et contractiles dans X.

Les mémes auteurs ) ont introduit un nombre kat(X) (ca-
tégorie homologique de X): kat (X)<Ck signifie notamment 1exis-
tence d'une décomposition X=X, X,+...+ X, en ensembles fer- -
més tels que chaque cycle y dans X; (t=1,2, ..., k) est homo-
logue & 0 dans X, '

Nous allons considérer dans ce § un coefficient kat, (X) (cate-
gorie homologique 1-dimensionnelle de X), définie comme il suit: on a

©) L. Lusternik et L. Schnirelmann, Méthodes topologiques dans les
problémes variationnels (Actualités Scientifiques, vol. 188), p. 25.
50) jbid., p. 39.
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kat, (X) <k, lorsqu’il existe une décomposition X=X,+ X,+-...4+ X,
en ensembles fermés tels que chaque cycle convergent ¢, dans
X; (i=1,2, .., k), 1-dimensionnel et & coefficients rationnels est
homologue & 0 dans X.

On a évidemment cat (X)>kat (X)>kat, (X).

Pour que chaque cycle 1-dimensionnel y; dans X; (convergent
et & coefficients rationnels) soit homologue & 0 dans X, il faut et
il suffit que pour tout feSF on ait f~1 sur X ). On en tire
en vertu de ITI, §1, th.1, le théoréme suivant:

Théoréme 1. Le nombre kat,(X) est dgal au plus petit entier k
pour lequel by (X)—ry(X)=0 et & oo & défaut d'un tel k.

Les th. 2—4 du Chap. III, §1 nous donnent les théorémes
suivants:

Théoréme 2. Pour tout ensemble Y X qui est um réiracte
de X, on a
kat, (¥) << kat, (X).

Théoréme 3. Pour tout ensemble Y C X s'obtenant de X par
une déformation continue (dans X ), on a
kat, (¥) >kat, (X). _
_— Théoréme 4. Pour tout ensemble YC X qui est un rdiracte
de X par déformation, on a
kat, (Y)=kat; (X).

Nous allons nous borner dans la suite aux X compacts pour
lesquels &, (X) <<oo.
‘ Les cor.6, 8 et 9 de IIT§1 et le cor. 5 de IIL §2 donnent les
théorémes suivants:

Théoréme 5. kat, (X)<<dim X4 1.

Théoréme 6. X dant un vrai sous-ehsemble fermé d’une
pseudo-multiplicité M. & n-dimensions, on a kat, (X)<n.

Corollaire 7. 8i XC Rny on a kat, (X)<n.
Théoréme 8. kat, (X)<<b,(X)+1.

) cf. K. Borsuk, Fund. Math. 20 (1933), p. 224, ou ce th. est démontré

dansle cas X;=X; le cas général s'obtient par une relativisation de la démon-
stration.
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Théoréme 9. X et Y étant des continus {(avec b(X)<<oo ef
by(Y)<<oco), on a

kat; (X X Y) << kat, (X)4kat, (¥)—1.

Démonstration. Soit kat, (X)=Fk,, kat, (¥)==k, On a done
bi(X)=rp(X) et b (Y)=7(X). En vertu de III, §2, th.10, et
I, §4, th.2, il vient

Th k-1 (XX Y) Z 12 (X) + 72 T) = by( X) +-b,( ¥) = by( XX Y),
Aol by (XX Y)—rp4k—1(XXY)=0 et par suite kat (XX Y)<k;+k—1.

Il gerait intéressant de savoir si I'inégalité dans le th.9 peut
étre remplacée par 1’égalité.

Voici un théordme, qui résulte immédiatement de ITI, §2, th.2
et 4, et qui permet d’évaluer le nombre kat, (X) (toujours dans
le cas by (X)<<oo) par les transformations continues en tores Thn.

Théoréme 10. Pour que Pon ait kat, (X)<Ck, 4l faut et il suffit
que toute tramsformation feTX (n=1,2,..) soit inessenticlle en
dimension k.

Pour terminer, nous allons évaluer les nombres b, (Tn), 7+(Tn)

et kat, (T»). On a:

(1) by(Tr) =mn,

(2) r{Tn)y=k—1 pour k=1,2,..m,
(3) r(Tn) =mn pour  k>m,

(4) Kat, (Tn) =n+1.

La formule (1) résulte de I, §4, th. 2. Pour établir (2), il suffit,
en vertu de ITI, §2, cor. 9, de prouver que 7»(T»)<n. Il suffit donc,
en vertu de III, §2, th.4, d’indiquer une transformation fe Ta
qui soit essentielle en dimension n. Or, on en obtient une, en posant
fl@)=2 pour e T.52), Quant & la formule (3), elle résulte de
III §1, cor. 6. La formule (4) s’obtient de (1)—(3).

Notons que  katy (Tn) = n -+ 1= dim Th+1=b(Tn)+1 et
katy(Tntn,) =Ny + o t-1=(n +1) +{(ny+1)—1=katy( Tn )+ katy(Tn,)—1,
ce qui prouve que dans les inégalités des th. 5, 8 et 9 les membres
gauches ne se laissent pas remplacer par des nombres plus petits.

82) (Yest une conséquence du fait que T n’admet aucune déformation en
son vrai sous-ensemble; cf. renvoi #).
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Supplément

(Correction & mon article ,,Transformations continues en circonférence
et la topologie du plan“ %)).

Le groupe B,(X), introduit p. 89, n’est pas nécessairement
libre. Comme 1’a remarqué M. J. Schreier, il y en est démontre
seulement que ce groupe ne contient pas d’éléments d’ordre fini,
ce qui ne suffit notoirement pas pour gu'un groupe soit libre. En
particulier, il en est aussi de-méme du groupe B,(X) en question,
qui peut ne pas étre libre, p. ex. lorsque X est un solénoide de van
Dantzig 5). :

' En conséquence, la définition du nombre b,(X) comme nombre
d’éléments de la base du groupe B,(X), donnée également p. 89,
est inexacte: la base peut notamment é&tre en défaut. La définition
exacte se trouve p.221 de I'ouvrage de K. Borsuk et S. Eilenberg
. »Uber Abbildungen der Teilmengen euklidischer Riume auf die Kreis-
linie“ %) et p. 157 de mon article présent ,, Sur les espaces mulii-
cohérents®, ol le nombre by(X) est défini comme le plus grand
nombre d’éléments linéairement indépendants de B,(X), lorsque ce
nombre est fini, et comme oo en cas contraire.

Ce -changement de la définition comporte de petites modifi-
cations formelles, d’ailleurs évidentes, dans les démonstrations du
léemme 5 et du th.8 de mon article en question (p. 97—99), et nulle-
part ailleurs. La démonstration de la liberté du groupe B,(X) pour
les sous-ensembles compacts X de S, y est contenu dans I’enoncé
du lemme 2 (p. 91).

) Fund. Math. 26 (1936), p. 61—112.
) Fund. Math. 15 (1930), p. 102—125.
) Fund. Math. 26 (1926), p. 207—223.
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Sur un probléme concernant les fonctions
de premiére classe.

Par
W. Sierpinski (Varsovie).

f(z) -étant une fonction de classe 1 de Baire d’une variable
réelle, le probléme se pose: ewviste-t-il dans tout ensemble linéatre in-
dénombrable un sous-ensemble indénombrable sur lequel la fonction
f(z) est continue? ‘

Le but de cette Note est de démontrer & 1'aide de ’hypothése
du continu que la réponse a ce probléme est ndgative.

Théoréme: 8i 2%=xy,, il existe une fonction f(x) dune variable
réelle de classe 1 de Baire et un ensemble lindaire indénombrable E,
tel que la fonction f(x) est discontinue sur tout sous-ensemble indénom--
brable de E.

La démonstration sera basée sur quatre lemmes.

Lemme 1. Si f(x) est une fonction d’une variable réelle semi-
continue supérieurement, la fonction Ef(x) Vest aussi (Et désignant le
plus grand entier qui ne dépasse pas t).

Démonstration. Posons pour tout x, réel donné
(1) ¢ = Ef(@y) + 1 — f(w,);

c’est évidemment un nombre positif.
La fonetion f(x) étant par hypothése semi-continue supérieure-
ment, il existe pour x, un nombre positif d tel que

fl@) < f(@o) +¢& pour | —mz| <4,
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