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Supposons, en effet, que Sx_, ne soit pas connexe. Il existe
alors un polyédre 0-dimensionnel (c. & d. ensemble fini) PC 8§, — X,
tel que X n’est pas contractile dans §,— P. L’ensemble §, — X
étant connexe et ouvert, il existe done une ligne simple polygonale L.
telle que PC-LC 8»— X. A plus forte raison X n’est pas con-
tractile dans 8, — L. Or, c¢’est impossible, puisque 8, — L est évi-
demment homéomorphe & R,.
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Zweiter Teil¥).
Von
Alfred Tarski (Warschau).

§ 4. Die unzerlegbaren und die vollstiindigen Systeme.

Auf Grund des Systemenkalkiils kann man gewisse Siitze
tieferer Natur begriinden, die die Méchtigkeit und die Struktur ver-
schiedener Arten von deduktiven Systemen betreffen; in den Formulie-
rungen und Beweisen der eben genannten Sidtze kommen zwei Be-
griffe vor, die wir bis jetzt nicht benufzt haben, nimlich der Be-
griff eines unzerlegbaren (irreduziblen) und der eines voll-
stindigen (gesédttigten) Systems. Wir bezeichnen die Klasse
der unzerlegbaren Systeme mit dem Symbol ,U“, die der voll-
stindigen mit dem Symbol ,,B“1). Die Definitionen dieser beiden
Begriffe sind vollig analog:

Definition 12. X ell dann und nur dwnn, wenn X =L und
wenn fiir ein beliebiges Sysiem Y e, fir das Y(C X ist, gili: Y=L
oder Y=X (m. a. W. wenn &X={L, X}).

Definition 13. X €8 dann und nur dann, wenn X &, X F 8
und wenn fiir ein beliebiges System Y e®, fir das XC Y ist, gili:
Y=8 oder Y=2X (m. a. W. wenn Sx=1{8, X}).

*) 8. vFundamenta Mathematicaes, Bd. XXV, 8. 503—526.

1) Mit dem Begriff der Vollstindigkeit habe ich mich schon in meinen
fritheren Arbeiten befasst (vgl. Ty, S. 26, Def. 4; T,, S. 380 ff., insbesondere
Def. 1. 7); hier aber wird der Begriff in einem etwas verinderten Sinne gebraucht,
da (1) er augschliesslich auf deduktive Systeme und nicht auf beliebige Aus-
sagenmengen angewendet wird und da (2) nur jene deduktiven Systeme als voll-
stindig bezeichnet werden, die—in der alten Terminologie — zugleich vollstandig
und widerspruchsfrei sind. Der Begriff des unzerlegbaren Systems ist hier zum
ersten Mal eingefiihrt worden (das Symbol ,,U* habe ich friher, z. B. in T, und T,
in einem anderen Sinne verwendet).
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Einige einfachere Folgerungen dieser Definitionen sind:

Satz 29. Folgende Bedingungen sind einander dgquivalent:
(1) Xell; (2) Xe®, XL und die Formeln: Y,Z¢® und X=Y+2
zichen immer nach sich: X =Y oder X =2Z; (3) X G, X+ 8 und
fiir ein beliehiges System Y e® gilt: XCY oder XCY.

Satz 30. Folgende Bedingungen sind einander dquivalent:
(1) XeB; (2) XeS, X8 und die Formeln Y,ZeS und X=Y:Z
ziehen immer nach sich: X=1Y oder X=2Z; (3) Xe®, X8 und
fir ein belicbiges System Y e® gilt: YCX oder YCX.

In den Bedingungen (3) dieser beiden Siitze kann man die
Formel ,, Y e ®“ durch , Y eU*“ ersetzen.

Satz 31. %) Wenn X, Yell und X+ Y, so X-Y=L; °) wenn
‘X, YeB und XFY, 80 X+ Y=48.

Satz 32. ) Wenn SC1U, LCU und 3'X CIX, s0 RCL:
XeR Xe®

b) wenn KC, L’CQE und”XC_”X, s0 - ACK.
‘ Xe®  XeR

Im Gegensatz zu dem, was man auf Grund der Def. 12 und 13
sowie der Sitze 29 und 30 vermuten konnte, besteht zwischen den
Eigenschaften der Klassen Il und 8 keine genaue duale Entspre-
chung. Einen kleinen Unterschied konnte man schon in Satz 32
sehen; die Divergenz tritt in den weiteren Sadtzen deutlich hervor.

Satz 33. Xell dann und nur dann wenn Xe@ und X 2.

In diesem Satz kann man nicht einfach , 11 durch ,B“ er-
setzen und umgekehrt; es gilt dagegen:

Satz 34. Wenn XeB-%, s0 Xell; wenn XeB—9Y, so X=L.

Einer der wesentlichen Unterschiede zwischen den Eigen-
schaften der Klassen % und 1l besteht darin, dass die Klasse U aus-
schliesslich aus axiomatisierbaren Systemen besteht, wihrend die-
Klasse B sowohl axiomatisierbare, als auch nichtaxiomatisierbare
Systeme enthalten kann; aus.Satz 34 folgt jedoch, dass die voll-
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stindigen Systeme in allen Fillen axiomatisierbare Komplemente
besitzen, also konvergent sind: -

Satz 35. UCH, BCE.

Einen tieferen Charakter besitzt der Satz von Lindenbaum,
nach dem jedes von 8§ verschiedene System zu einem vollstindigen
System erweitert werden kann!). Dieses Ergebnis kann man in
folgender Weise verstiirken:

Satz 36. Wenn X @, s0 X = JJ¥.
Y4B

Auf diese Weise kann man jedes System als ein Produkt von
vollstéindigen Systemen darstellen. In Bezug auf die Klasse 1 fehlt
der entsprechende duale Satz: wenn die Klasse & unendlich ist, so
gibt es, wie man leicht aus dem weiter unten angegebenen Satz 37
ersehen kann, sicherlich Systeme, die nicht Summen unzerlegbarer

" Systeme sind.

Wir kommen nun zu den am Anfang dieses Paragraphen an-
gekiindigten Sétzen.

Satz 37. Folgende Bedingungen sind einander dquivalent:
(1) B < Re; (2) B< 8y; (3) e gibt eine solohe natiirliche Zahl n, dass

TU=n und S=2; (4) es gibt eine solche natilrliche Zahl n, dass B=n

und B=27; (5) SCY (6) BCY; () §=F'T; (3 X=FV far

Yell YecX.U

ein beliebiges X S; (9) X = ” Y fiir ein beliebiges Xe©.

YeGy-B-A

Satz 38. Folgende Bedingungen sind einander dquivalent:
(1) B=rg (9 B=2%; (3) U=1; (4) T—A>w; (5) E—C=2%.

Indem wir die Relativierungssitze — 20 und 21 — anwenden,
kénnen wir aus den beiden letzten Sitzen Folgerungen von weit
allgemeiner Natur ableiten, die sich auf jene deduktive Systeme
beziehen, welche in einem gegebenen axiomatisierbaren System A
enthalten sind oder ein gegebenes (micht notwendig axiomatisier-
bares) System B umfassen. Es ist jedoch notwendig zu beachten,

1) Vgl. Ty, S. 26, Satz 12; T, S. 394, Satz L. 56.
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dass bei der Verallgemeinerung der angegebenen Sitze alle Arten
von Systemen, von denen in diesen Bitzen gesprochen wird, der
Relativierung riicksichtlich auf die Menge 4 oder B unterliegen:
nicht nur die Klassen & und ¥ gehen beziehungsweise in &4 und %4
oder in ®p und Az iiber (vgl. die Sitze 20 und 21), sondern auch,
mit den Klassen €, 1l und B geschieht entsprechendes. Indem wir
die Definitionen dieser Klassen relativieren, iiberzeugen wir uns leicht,
dass (unter der Voraussetzung: 4 e¥) C4=G4.€ und U4=GA. 11
gilt, sowie dass die Klasse B4 sus den und nur aus den Systemen X
besteht, die die Formeln: X=A4 und ©4.Gy={4, X} erfiillen
(man kann ebenso B4 als die Klasse aller Systeme der Gestalt 4-Y
charakterisieren, wobei Y ein beliebiges vollsténdiges System ist,
das A nicht umfasst). Ferner besteht die Klasse Gy aus allen Sy-
stemen X ¢®p, die die Bedingung erfilllen: unter den Systemen
der Klasse Ap, die X umfassen, gibt es ein kleinstes System (wenn
Be¥, so 8 =85-C); die Klasse Uz besteht aus allen Systemen X,
die die Formeln erfiillen: X 4= B und &z-&X={B, X} (die Formeln:
Xelly und Y eBY sind also dquivalent); schliesslich haben wir:
Wy =E,4-B. Bei Relativierungen, die sich auf Satz 20 stiitzen, ist
grundsétzlich die Voraussetzung: 4 ¥ notwendig. Man kann jedoch
zeigen, dass die Aquivalenz der relativierten Bedmgungen (1), (3) und
(5) des Satzes 37 nicht von dieser Voraussetzung abhiingt, denn aus
jeder dieser Bedingungen folgt, dass Ae¥; dasselbe betrifft die
Bedingungen (7) und (8), wenn wir nur jede von ihnen mit den
Worten verstirken: ,und U4 < x,“; #hnlich sind die relativierten
Formeln (1), (2), (3) und (3) des Satzes 38 miteinander dquivalent,
unabhingig von der Voraussetzung der Axiomatisierbarkeit des
Systems A (das alles gilt unter der Bedingung, dass wir das Symbol
»JA€ alg G4 A interpretieren, und von der allgemeineren, in Satz 20
aunfgezeigten Interpretation absehen).

Den Satz 37 kann man dadurch erweitern, dass man als Be-
dingungen, die den Formeln (1)—(9) dquivalent sind, verschiedene
Sitze des gewohnlichen Klassenkalkiils hinzufiigt, die im Systemen-
kalkul nicht aﬂgememgultlg sind, z. B. den Satz vom ausgeschlossenen
Dritten (dessen Aquivalenz mit der Formet (5) aus dem Satz 17
gefolgert werden kann), den Satz von der doppelten Negation sowie
die in Satz 23 angegebenen Sitze der Kontraposition, ferner den ab-
geschwiichten Satz vom ausgeschlossenen Dritten und den Satz
De Morgans, die in Satz 26 auftreten. Manche von den ange-
fithrten Sétzen des Klassenkalkiils kann man zur Ergéinzung der
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oben besprochenen Relativierungen des Satzes 37 beniitzen, wenn man
nur den Anwendungsbereich dieser Sitze auf die Systeme der Klasse
©4 oder ©p beschrinkt; so z. B. sind, unter der Voraussetzung,
dass. A e, die in Bezug auf das System A relativierten Bedin-
gungen (1)—(9) des Satzes 37 der Bedingung #quivalent: X = x
fiir ein beliebiges System X eG4,

Die Michtigkeit der Klasse ©4 kann man den kardinalen
Gehaltsgrad des Systems A, die Michtigkeit der Klasse Gp
den kardinalen Vollstdndigkeitsgrad des Systems B nen-
nent). Da ©=85=8,, so ist die Michtigkeit der Klasse & zugleich
der Gehaltsgrad des Systems § und der Vollsténdigkeitsgrad des
Systems L; diese Kardinalzahl kann man den kardinalen Ge-
haltsgrad, bzw. Vollstéindigkeitsgrad der betrachteten de-
duktiven Theorie nennen. Aus den Sitzen 37 und 38 folgt, dass
die Michtigkeit der Klasse & entweder eine natiirliche Zahl von der
Gestalt 27 oder auch gleich 2% ist; den relativierten Sétzen gemiss
betrifft dies ebenso den Gehaltsgrad und den Vollstindigkeitsgrad
eines beliebigen deduktiven Systems. Im Falle, dass der Vollstin-
digkeitsgrad einer Theorie endlich ist, ist die Struktur der Theorie
gehr einfach: wie der Satz 37 zeigt, sind dann alle Systeme axio-
matisierbar, also unterscheidet sich der Systemenkalkil formal
nicht vom Klassenkalkiil; jedes System lisst sich — und zwar auf
eine einzige Weise — al3 Summe einer endlichen Anzahl von un-
zerlegbaren Systemen oder als Produkt einer endlichen Anzahl von
axiomatisierbaren vollstindigen Systemen darstellen. Nahezu in
gleich durchsichtiger Weise ordnen sich die Beziehungen zwischen
den deduktiven Systemen in dem Fall, dass zwar nichtaxiomati-
sierbare Systeme bestehen, aber nur éines von ihnen vollstindig ist.
Dieser Fall wird in folgendem Satz behandelt:

Satz 39. Die Formeln: (I) B—A=1 und (2) Zye% sind

Yell
einander aquwalent und ~ziehen folgende Folgerumgen nach sich:
3) A=C—=A=1 =T=l§"§[:so; (4) wenn BX-U=n<sy 0
Xe, X:Z =IIY X =2" und %_}_—.2&; (8) wenn -
Ye&tU  TectU

1y Den zweiten dieser Begriffe habe ich schon frither eingefihrt; vgl. Ty,
S. 396'if., insbesondere Def. I. 8.
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T—6f=n < ¥y, 80 entweder X e¥, X = II Y und 6=X=2", oder
YeU—G¥
XeG—Y X=J7 und Sy=2, wobei in beiden Fillen
TecX.Uu

T= 37 und T=2% (6) wenn T -U=T—E¥=x,, s0 Xc&—,
YEHTG‘Y

X=2,'Y, f-—-:ZY und BX =8y =2%.
Yestu  YeU-—&¥

Die in den Sitzen 37 und 39 beschriebenen Fille besitzen viele
Beriihrungspunkte. Fiir beide Fille charakteristisch ist die Rolle

der unzerlegbaren Systeme als Grundelemente, aus denen sich sei -

es mit Hilfe der Operation der Addition allein, sei es auch mit Hilfe
zweler Operationen—der Addition und der Komplementsbildung —
beliebige deduktive Systeme konstruieren lassen. Die logische Alter-
native der beiden betrachteten Félle konnte man in folgender Weise
charakterisieren:

S atz 40. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent: (1) B—A<1;

(2) wenn X =2‘Y, 80 §<2; (3) fiir jedes System X e gilt ent-
. Yel .
weder @<.~zp, oder Gx<sy; (4) fur jedes System X e® gilt entweder

X=2'_Y, oder X=]117.

Yec¥ U FeU—6Y

Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir den Begriff des
strukturellen Typus einer Theorie besprechen?!). Wir sagen,
dass zwei deduktive Theorien (oder allgemeiner: zwei beliebige
wModelle” des in § 1 angegebenen Systems von Axiomen und Grund-
begriffen) denselben strukturellen Typus besitzen, wenn die Klasse
aller deduktiven Systeme der ersten Theorie in Bezug auf die Be-
ziehung der Inklusion isomorph ist mit der Klasse aller Systeme der
zweiten Theorie, d. h. wenn sich zwischen den Systemen beider
Theorien eine eineindeutige Zuordnung aufstellen lisst, die die

1) Diesen Begriff hat — unabhingig von mir — auch Lindenbaum
als wichtig anerkannt. i
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folgende Bedingung erfiillt: wenn X, und ¥, zwei beliebige Systeme
der ersten Theorie gind, hingegen X, und ¥, die ihnen zugeordneten
Systeme der zweiten Theorie, so gilt X; C ¥, dann und nur dann,
wenn X, C ¥Y,; man kann dies noch anders ausdriicken: zwischen
den Aussagen beider Theorien lisst sich eine mehrmehrdeutige Zu-
ordnung aufstellen, so dass wenn #; und y, zwei beliebige Aussagen
der ersten Theorie sind, hingegen x, und y, zwei beliebige ihnen
entsprechende Aussagen der zweiten Theorie, dann die Formeln:
o, Dy, und x, Dy, Aquivalent sind.

Es zeigt sich, dass zwei Kardinalzahlen einen wesentlichen
Einfluss auf den strukturellen Typus einer Theorie ausiiben: die
Michtigkeit a der Klasse aller vollstindigen axiomatisierbaren Sy-
steme und die Michtigkeit n der Klasse aller vollstindigen nicht-
axiomatisierbaren Systeme. Das geordnete Paar dieser Zahlen (g, 1)
nennen wir charakteristisches Paar einer deduktiven The-
orie. Die Zahlen a und n kénnen nicht ganz beliebig sein; schon
aus den Sdtzen 37 und 38 folgt, dass a<Cy, und n<<2%, sowie,
dass sowohl der,Fall: a<(&, O<n<y, ausgeschlossen ist, als auch
der Fall: a=1y,, 1=0. Andere Beziechungen zwischen den Zahlen
aund n hat A. Mostowski aufgestellt 1); er hat nimlich bewiesen,
dass nur folgende Paare von Zahlen als charakteristische Paare
deduktiver Theorien auftreten kénnen: (1) die Paare (a, 0), wobei a
eine beliebige natiirliche, von 0 verschiedene Zahl ist; (2) die Paare
(%, 1), wobei n eine beliebige Zahl <y, ist; (3) die Paare (a, 2%),
wobei a eine beliebige Zahl <Cx, ist (es folgt daraus u. a., dass
die Zahl n sowie die Zahl v=a-+ n=2L die Kontinuumhypo-
these realigieren). Es zeigt sich dabei, dass die betrachteten Zahlen
keine weiteren Beschriinkungen erfahren: wenn wir ein beliebiges
Paar (a, n) einer der drei aufgezeigten Arten haben, so ka_ilil. _man
immer eine deduktive Theorie aufbauen, so dass B-A=a und B—I=n.

Die einfachste Struktur besitzen Theorien mit dem charakte-
ristischen Paar (a, 0), wobei a <®,; ihnen folgen die Theorien

. mit dem Paar (%, 1). Aus den Sitzen 37 und 39, in denen wir

Theorien dieser Art betrachtet haben, folgt, dass in diesen ein-
fachsten Fillen schon das charakteristische Paar den strukturellen
Typus einer Theorie eindeutig bestimmt: zwei Theorien mit dem-
selben charakteristischen Paar besitzen denselben strukturellen Ty-

1) Die Ergebnisée der Untersuchungen Mostowski’s im Bereiche des
Systemenkalkiils sind bis jetzt noch nicht publiziert. '
Fundamenta Mathematicae, T. XXVI. ' 19
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pus. Mostowski-hat gezeigt, dass sich dieses Ergebnis auf alle cha-
rakteristischen Paare (8), n) erweitern lésst, wenn nur n <,
‘dass aber im allgemeinen das charakteristische Paar den struktu-
rellen Typus einer Theorie nicht bestimmt: schon unter den The-
orien mit dem charakteristischen Paar (8, %,) treten unabzihlbar
viele verschiedene strukturelle .Typen auf. .

Man kann die Betrachtungen, die sich auf den strukturellen
Typus einer ganzen Theorie beziehen, in Bezug auf die einzelnen
Systeme der Theorie relativieren. Man muss dabei zwischen dem
inneren und dem #usseren strukturellen Typus des Sy-
stems unterscheiden: zwei Systeme X und Y (einer und derselben
Theorie oder selbst zweier verschiedenen deduktiven Theorien) be-
sitzen denselben inneren, bzw. &usseren strukturellen Typus, wenn
die Klassen GF und &Y, bzw. Gx und Gy hinsichtlich der Beziehung
der Inklusiop isomorph sind; der strukturelle Typus einer ganzen
Theorie ist zugleich der innere strukturelle Typus des Systems §

und der #ussere des Systems L. Die Methode der Relativierung-

ermoglicht es, sich in den Untersuchungen tiber die. strukturellen
Typen nur auf eine einzige deduktive Theorie zu beschrinken, ohne
dass dadurch der Bereich der Betrachtungen wesentlich beschrinkt
wird: denn jede Theorie mit dem charakteristischen Paar (a, 2%)
ist, wie Mostowski bewiesen hat, in dem Sinne universal, dass
unter den strukturellen Typen einzelner Systeme dieser Theorie
schon die strukturellen Typen aller méglichen Theorien vertreten sind.

§ 5. Anwendungen auf konkrete deduktive Theorien.

Wir werden jetzt die bisherigen Betrachtungen an Beispielen
einiger konkreten deduktiven Theorien illustrieren, in denen sich
die gegenseitigen Beziehungen zwischen den einzelnen Klassen von
deduktiven Systeme in besonders durchsichtiger Weise ordnen.

Die erste von den Theorien, die wir im Sinne haben, konnte
man als elementare Theorie der dichten Anordnung be-
zeichnen. In den Sitzen dieser Theorie treten Variablen von ver-
schiedener Gestalt in einer abzihlbaren Anzahl auf; es mogen dies
z. B. die Zeichen ,a'“, ,a"% ,a"’“ u. s. w. sein. Ausserdem haben
wir hier vier Konstanten: das Zeichen des Vorangehens ,R%
das Zeichen der Negation ,N“ das Zeichen der Implika-
tion ,,C* und den Alloperator ,II“1).

1} In Bezug auf die Symbolik vgl. LT, 8. 81—382 und 44—45; T, 8. 283—284.
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Die Ausdriicke, die aus dem Symbol ,,R“ und zwei ihm folgen-
den Variablen zusammengesetzt sind, z. B. ,,Ra’'a”“ (wir lesen: ,a’
geht o'’ voran® oder ,a" folgt o’ nach”), nennen wir elementare For-
meln. Der Ausdruck, der aus dem Zeichen der Negation und aus dem
ihm folgenden beliebigen Ausdruck x besteht, heisst Negation des
Ausdruckes z, symbolisch Z; so z. B. ist ,,NRa'a”“ (wir lesen: ,a’ geht
dem a'’ nicht voran® oder ,es ist falsch, dass a’ dem a" vorangeht”) die
Negation der elementaren Formel ,,RB a’ ¢”'“. Die Formel, die ans dem
Zeichen der Implikation und aus zwei der Reihe nach folgenden Aus-
driicken 2 und y gebildet ist, wird die Implikation mit dem
Vorderglied # und dem Nachglied y, symbolisch # —y, ge-
nannt; so z. B. ist ,,ORa’a”" NRa"a' (wir lesen: ,wenn a’ dem a”
vorangeht, so a’ geht a' micht voran®) eine Implikation mit dem
Vorderglied ,Ra’a”“ und dem Nachglied ,N Re”a“. Indem wir
vor einen beliebigen Ausdruck » den Alloperator samt einer ihm nach-

folgenden Variable setzen, bekommen wir die Generalisation des

Ausdruckes # in Bezug auf die gegebene Variable; z. B.
o' NRa' o' (wir lesen: ,fir ein belichiges o' ist es falsch, dass a’
sich selbst vorangeht™) ist die Generalisation des Ausdrucks ,NRa' s
in Bezug auf die Variable ,a'“.

Wir definieren ferner durch Rekursion eine gewisse Kate-
gorie von Ausdriicken, die man Aussagefunktionen nennt: Aus-

sagefunktionen erster Ordnung sind elementare Formeln, Funk-

tionen hoherer Ordnung-entstehen aus Funktionen niederer Ordnung
durch Anwendung einer der drei Operationen: der Negations-, der
Implikations- und der Generalisationsbildung. Innerhalb der Va-
riablen, die Bestandteile einer beliebigen Aussagefunktion sind, un-
terscheiden wir nach einer bekannten Methode 1) freie und gebun-
dene Variablen. Eine Aussagefunktion, die keine freien Variablen
enthilt, nennen wir eine (sinnvolle) Aussage; die Menge aller
Aussagen bezeichnen wir mit dem Symbol S

Schliesslich definieren wir auf rekursivem Wege den Begriff
des logischen Satzes. Zu den logischen Sétzen erster Ordnung,
d. h. zu den logischen Axiomen, zihlen wir Aussagefunktionen
zweier Arten: (1) alle Ausdriicke des Typus (Z —>o) >z, &—>(T—>Y)
und (2 —>y) = ((y —2) —> (x—>2)), wobei 2,y und 2 beliebige Aussage-
funktionen sind; (2) folgende vier Aussagen:

1) Val. z. B. T, S. 102, Def. 6; T, 8. 204, Def. 11.

19
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- 01:,’NHaiﬂaII—NRa/al(£"
o=, ,1dIla"CRa'a" NRa" a'%,
cg=yplda'lla"lla"" CRa'a’ CNRa"' a”" Ra' a’'**

sowie .
eg=yplla lla"CRa' o' N1Ia'" CRa'a’' NRa'" a’*.

Wie man sieht, sind die Axiome der ersten Art beliebige Aussa-
gefunktionen, die als Resultat einer Einsetzung in die Axiome des
Aussagenkalkiils gewonnen werden kénnen. Von den Axiomen der
zweiten Art driickt das erste aus, dass die Relation R nicht leer ist:
es gibt zwei Dinge, von denen eines dem anderen vorangeht; die wei-
teren zwei charakterisieren E als eine Relation, die alle miglichen
Dinge ordnet!); schliesslich behauptet das let‘;zte; dass die durch die
Relation E festgelegte Ordnung dicht ist: wenn o’ dem a” vorangeht,
8o gibt es ein solches Ding 4", das dem & nachfolgt und dem a” vo-

rangeht 2) — Die logischen Sitze hoherer Ordnungen gewinnen wir

aus den Sitzen niederer Ordnungen mit Hilfe einer der vier wohl-
bekannten Operationen: der Einsetzung, der Abtrennung, sowie der
Hinzufiigung und Weglassung des Alloperators im Nachglied 3).
Die Menge aller logischen Sitze, die keine freien Variablen enthalten,
bezeichnen wir mit dem Symbol , L«

" Wir haben also gezeigt, wie man alle Grundausdriicke der allge-
meiner Metamathematik in ihrer Anwendung auf diejenige konkrete
deduktive Theorie interpretieren soll, die zum Gegenstand der Be-
trachtung gewihlt wurde. Wie man leicht feststellen kann, bewahren
bei der obigen Interpretation die Aziome 1 —5 aus § 1 ihre Gultigheit.
Es gelten also auch alle Folgerungen dieser Axiome; insbesondere
kann man in den Uberlegungen, die elementare Theorie der dichten
Anordnung betreffen, den Systemenkalkiil anwenden.

*) Die Axiome ¢, und o, weichen etwas von den gewdhnlichen Postulaten
der Anordnung ab, und zwar deshalb, weil unter den Zeichen der betrachteten
Theorie das Identitatszeichen nicht auftritt; vgl. hierzu J. Lukasiewicz: O po-
jeciu wielkodei (Uber den Begriff der Grosse, polnisch), Przeglad Filozoficzny (Re-
vue Philosophique) 19, 1916, S. 35 ff. . :

%) Der Leser, den das Vorhandensein der Aunssagen ¢, —¢, unter der lo-
gischen Axiomen und dadurch auch unter den Elementen der Menge L wun-
dert, moge die Aufmerksamkeit daranf lenken, dass die Menge L interpretiert
werden kann als Gesamtheit von Aussagen, die man in dem Augenblicke als
wahr anerkennt, in dem man die betrachtete deduktive Theorie zu treiben be-
ginnt (vgl. § 1).

%) Vgl. T, 8. 103; T,, 8. 296—299.
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* Ziehen wir jetzt zwei konkrete Aussagen in Betracht:
d=,TaNITa' NRa' o' sowie dy=,0a'NIla"NRa"a“. Wie
man leicht erkennt, driicken diese Aussagen aus, dass es zu jedem Ding
ein anderes Ding gibt, das ihm folgt, bzw. das ihm vorangeht, m, a. W,
bei der Anordnung aller Dinge, die durch die Relation R festgelegt
wird, gibt es kein letztes, bzw. kein erstes Element.

Mit Hilfe einer oft angewandten Methode, die in der Zuriick-
filhrung der Aussagen auf die Normalform und in der sukzessiven
Elimination dér Operatoren besteht?!), kann man folgenden Satz
begriinden (wir formulieren ihn in den Termen des Algorithmus der
Aussagen, die uns aus den §§ 1 und 2 bekannt sind):

Jede Aussage x € S erfillt genau dine von den folgfmden sechzehm
Formeln: (1) weL, (2) ZeL, (3) x=dy, (_4) x=d, ‘(5)_.:17=—=£12,
(6) w=dy, (7) w=dy+ dy (8)3=0y+dy, (9) 2=d1+dy, (10) v=0, +dy,
(11) g=dy-dy (18) v=dy-dy, (I13) 3=0dy-dy (14) z=0;dy
(16) o=dy - dy+ @y - &y, (16) w=dy-dy+dy-dy.

Dieser Satz enthilt bereits die Losung aller wichtigeren meta-
mathematischen Probleme, die sich auf die Theorie der dichten Anox:d-
nung beziehen. In der 'U'bersetzung in die Sprache des Systemenkaflgpls
besagt er, dass die Klasse G sechzehn verschiedene Systeu.le enthalfs;
gotzt man nimlich: D,=Fl({d;}) und Dg_ =Fl({d,}), 80 -s_md da§ die
Systeme: L, 8, Dy, Dy, Dy; Dy, Dy+Dyy Dy Dy Dy-Dyy D+ Dy Dit-Dy
DD, Dy+D, Di+Dy Dy-DytDy-D, sowie Dy-Dy+Dy-D,
Alle diese Systeme sind axiomatisierbar, der Gehaltsgrad und ‘der
Vollstindigkeitsgrad eines jeden von ihnen ist offfnb.ff endlich.
Vier von den Systemen sind unzerlegbar: D;+ Dy, D;: Dy, Dy D, und
D,- D,. Vier andere, die logischen Komplemf?ntj der voxfergena'.n‘nten
Systeme, sind vollstindig: Dy-Dy=D;+ Dy Dy “Dy=D; + Dy,
j—1:52=D1 +D, und 1_):32=D1—]-D2; das charakteristische Paar
der Theorie ist also (4, 0). Jedes System ist die Summe aller in ihm
enthaltenen unzerlegbaren Systeme und zugleich das Produkt aller

1 it mi ist, hat diese Methode zum ersten Mal Th. Skc:lem
benﬁtzt) isrfv:f;: ]gzrhri;f:an;'zwrauchungm iiber die Amiome des KlassenkaZouvfflsé.i.;
Videnskapsselska.pets Skrifter, 1 Mat.-nat. Klasse, 1919, No. 3, 8. 29 ﬁ.f i de
Theorie der dichten Anordnung wurde diese Methode von C. H. Langford an

gewendet in dem Aufsatz: Some theorems on deducibility, Ann. of. Ma:th., 13{60;:
Series, 28, 1927, 8. 16—40. Die unten angegebenen Tatsachen, die diese Theo:

betreffen, bilden die Erginzung der Ergebnisse Langfords.
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vollstindigen Systeme, die es enthalten. Mit einem Wort: die Be-
ziehungen zwischen den Systemen gestalten sich genau 80, wie es
in Satz 37 vorausgesehen wurde.

Die zweite Theorie, mit der wir uns beschiiftigen werden, — die
elementare Theorie der isolierten Anordnung — hat schon
fainen infinitistischen Charakter, und die Manigfa,ltigkeit ihrer Systeme
ist unvergleichbar grosser. Bei einer fliichtigen Betrachtung unter-
scheidet sich diese Theorie nur unmerklich von der Theorie der dichten
Anordnung: es treten in ihr dieselben Konstanten und Variablen suf
dieselben Ausdriicke nennen wir Aussagefunktionen und Aussagen’
dieselben Operationen beniitzen wir bei der rekursiven Definitionei:;
des‘Begriffes des logischen Satzes. Der einzige Unterschied besteht
darin, dass wir aus der Liste der logischen Axiome die Aussage ¢, fallen
lassen und sie durch zwei Aussagen ersetzen:

i ¢s=,,11a'Ila" ORa'a"NIla''CRa'a"' NTla'"CRa'a’" N Ra/""'g/"'
¢e=,1la'Ila""ORa"a/NIla''CRa' "o’ N Ia""" CRa""' &/ N Ra"" q/""" 5
fh'ese zwei neuen Axiome driicken aus, dass jedes Ding das —
in der durch die Relation R festgelegten Anordnung — kein,letztes
b.zw. kein erstes Element ist, einen unmittelbaren N achfolger 'bzw7
elnen unmittelbaren Vorgiinger hatl). ’ ‘
. Um die Struktur der deduktiven Systeme im Bereich der Theo-
ne.a der isolierten Anordnung zu untersuchen, zeichnen wir eine be-
stimmte Folge von Aussagen e, aus; in der ["Tbersetzung in die Um-
gangssprache driickt die Aussage e, den Gedanken aus, dags €8 hoch-
stens n + 1 verschiedene Dinge gibt. Wir setzen: ,

eo=wldaa"Ta""CRaa'NRa'ag"
—_ 4 vy ’ ’ ’ o . ?
=yla' Ha"Ta"Ta""CRa'a"CRa'"a "NRa"a'"*

U. 8. W.¢ man kann schon leicht erraten, wie die rekursi initi
der Folge ¢, aussieht. Mit Hilfe dieser ,Folge sowie deSII'VZ£§:gl§E(Z
uPd dy, von denen schon im Zusammenhang mit der Theorie der
dichten Anordnung die Rede war, definieren wir eine neue Folge Qon
Aussagen 4, nimlich: &=+, Gy=dy+dy iy=,+dy is=2,
gnd fp= 6,,._4—}-.3,',_-.3 fiir ein beliebiges natiirliches n 225. Der Inhalt
er Aussagen i, 4, und 123 i8t klar (die Aussage iy driickt z. B. aus,

1 23 - s e
) Mit einer #hnlichen, aber spezielleren Theorie — namlich mit der

ele){le;tjar;;; (:‘:z;t;ﬁe dzs;d Or(‘igll;gstypus © — beschiftigte sich Langford in dem
: on ucibily
Artak%, Toon, & e Wity (second paper), Ann. of Math., Second Series,
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dass in der durch die Relation R festgelegten Anordnung entweder
ein erstes oder ein letztes Element vorkommt); die Aussagen 1y, 45, %...
stellen beziehungsweise fest, dass die Anzahl aller Dinge nicht genau
gleich 2, 3, 4... ist. :

Mit Hilfe der vorher erwiihnten Methode (und zwar der sukzes-
siven Elimination der Operatoren) ) lisst sich folgender Satz bewei- -
sen, der eine entscheidende Bedeutung fiir die metamathematischen
Untersuchungen iiber die Theorie der isolierten Anordnung hat:

Jede Aussage xe8 erfilllt dine und nur édine der vier Bedingungen:
(I) weL; (2) Tel; (3) es gibt eine endliche wachsende Folge von natirli-

p
chen Zahlen ny, Ny ..., Ny, 30 dass 2= Iliy,; (4) es gibt eine endliche wach-
k=1
: p__
sende Folge von natiirlichen Zahlen my, Ny ..., np, S0 dass z E:i,,k. Dabei
=21

sind die Folgen my, My ..., np, die in (3) und (4) aufireten, durch die Aus-
sage x in eindeutiger Weise bestimmd.

Wir geben hier die wichtigsten Folgerungen dieses Satzes im

Gehiete des Systemenkalkiils an.
Setzen wir: I, =Fl({i,}) fiir ein beliebiges natiirliches n. Es

zeigt sich, dass die Klasse aller Systeme I, sich mit der Klasse 1 deckt;
da dabei zweien verschiedenen natiirlichen Zahlen n und p immer
zwei verschiedene Systeme I, und I, entsprechen, so gilt: T ==&,

Die Klasse B besteht aus allen Systemen I, wo n eine beliebige
natiirliche Zahl ist, sowie aus dem System I,4I, R T
dieses letzte System ist nichtaxiomatisierbar, wéhrend die itbrigen
axiomatisierbar sind. Daher gilt: FT=T- A=y, BT—A=1, die
betrachtete deduktive Theorie besitzt also das charakteristische
Paar (N, 1).

Die Klasse ¥ enthilt die Systeme L und S, sowie alle Systeme
von der Form I, + I, + .+ I, wnd I, - I, ... I,, wobeidie natiir-
lichen Zahlen g, #,...,m, eine beliebige endliche Wachsel.lde ]:?olge.
bilden; daraus folgt: ﬁ:so. Die Systeme der Form I, T + I,
haben eine endlichen Gehaltsgrad, der gleich ist 27, dagegen einen un-
endlichen Vollstindigkeitsgrad, der gleich ist 2%; wenn es sich um
Systeme der Form I+ I+ ... I,, handelt, so verhilt es sich umge-

1) Vgl. 8. 293, Anm. 1) (die Anwendung dieser Methode ist jedoch in dem
jetzt betrachteten Fall nicht so einfach wie in dem vorhergehenden)‘.
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kehrt. Es ist zu bemerken, dass das System § und die Systeme der
Form-1, :1,.-.. -.I_,,p die einzigen Systeme der Theorie der isolierten
Anordnung sind, die sich nicht als Summen der in ihnen enthalte-
nen unzerlegbaren Systeme darstellen lassen.

Die Klasse &—% besteht aus Systemen der Form

In4 T+ .+ L)+ ..

wobei die'Zahlen n,,7,...,7,... eine beliebige unendliche wachsende
Folge bilden; diese Systeme sind konvergent oder divergent je nach
dem, ob die Anzahl der natiirlichen Zahlen, die keine Glieder der

Folge n,, Mg eeny Mind,j_n&lich ist oder nicht. Daraus C= @:——’ﬁzso,
dagegen ©=GC—A=GC—C=2% Der Gehaltsgrad eines jeden
Systems der Klasse G— ist gleich 2%, Ist X=I,,,—{-I,,;,~+'~...~}'—I,,p—{'—...
ein Eonffrgentes System, so gilt X=1I, + I, 4o + I, und
X=In+In,...1n, wobeim,, m,,...,m, ale (von einander verschiede-
nen) natiirlichen Zahlen sind, die in der Folge N3 Ng.rey Np... Dicht auftre-
ten; der Vollstindigkeitsgrad eines solchen Systems X ist gleich 27+1,
Ist aber X =1In+In+ ...+ I, +...
X=In+In+.. -'}-I,,,q—i— .-iy wobei my,my,...,m,... eine unendliche
wachsende Folge aller derjenigen natiirlichen Zahlen ist, die in der Folge
Mgy Ny oey Mp ... Dicht auftreten; ferner gilt: X:I,.;;—I,,._,-I‘—...—]-I,,p-i—...,
das System X erfiillt also den Satz von der doppelten Negation.

ein divergentes System, so ist

Der Vollstindigkeitsgrad des divergenten Systems X ist unendlich,

gleich 2%

Mit einem Wort, wir haben hier genau den Fall, der im Satze 39
vorgesehen und beschrieben wurde.

Wir kennen viele Beispiele anderer deduktiver Theorien, deren
charakteristisches Paar, (8, 1) ist und dié —im Sinne der Schlussbe-
n}erkungen des § 4 — denselben strukturellen Typus besitzen, wie
d_m elementare Theorie ‘der isolierten Anordnung. Eine besonders
einfache Theorie dieser Art ist die elementare Theorie der
Identitdt. Ihr Bau ist den beiden vorhergehenden Theorien sehr
dhnlich, der Unterschied besteht nur darin, dass man in das System

der logischen Axiome, statt der Aussagen ¢, ¢, ..., ¢;, nur zwei Aussa-
gen aufnimmt: '

~la'Ra’'a und ,Ha' oIl a"CRa’'a"CRa'a"Ra"a"
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die zusammen R als eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation charakterisieren. Das Symbol ,R*“ kénnen wir hier Iden-
titdtszeichen nennen, die Formel ,Ra'a”“ lesen wir ,,a’ ist iden-
tisch mit a”'“. Alle Ergebnisse betreffs der Theorie der isolierten An-
ordnung, lassen sich auch auf die Theorie der Identitéit ausdehnen,
unter der Bedingung, dass man die Folge der Auss’a.gen i, entspre-
chend definiert. Es ist nicht schwer, die Definition dieser Folge zu
formulieren: die Aussagen ¢,,1,,4;... sollen beziehungsweise den Ge-
danken ausdriicken, dass die Anzahl aller Gegensténde nicht genau
gleich ist 1, 2,3 ...; wir kénnen z. B. annehmen:

,';1 — ,,N Hal HGII R a’aII‘E’
ty=,1a'Ila"CIIa"'C N Ra'a"Ra"a"Ra'a"“ u. 5. w.

Wir erwihnen noch eine Theorie von demselben strukturellen Typus,
nimlich die atomistische Algebra der Logik?!). Es unter-
scheidet sie wiederum nur éin Umstand von den vorher betrachteten
Theorien: eine andere Liste der logischen Axiome. Das Symbol , R“
nennen wir — in Bezug auf diese Theorie — das Zeichen der In-
klusion, die Formel ,Ra’a”“ lesen wir jetzt ,das Ding o’ steht 2u
dem Ding a”’ in Beziehung der Inklusion” oder ,,das Ding a' ist in dem
Ding a” enthalten®. Als logische Axiome der Theorie neimen wir —
ausser den Aussagefunktionen, die durch Einsetzung in die Axiome
des Aussagenkalkills gewonnen werden konnen, — Aussagen an,
die zur Begriindung des gewdhnlichen Systems der Algebra der
Logik ausreichen (die aber mit Hilfe des Zeichens der Inklusion
als des einzigen Grundbegriffes formuliert sind2)) und iberdies
einen Zusatz: l=,[da'CHa’'CRa"a N3Ia"Ra'a’", wobei B
eine Abkiirzung der Aussagefunktion
NOIHag"CNIa'Ra"a"CRa"a" Ra"a’ a”" Ra"a""“

ist; ,,8 driickt aus, dass Ding a” ein Atom ist (ein unzerlegbares
Ding), d. h. ein solches nichtleeres Ding, welches kein von sich ver-

1) Vgl. T5, S. 191 #f. (hier jedoch haben wir im Auge eine solchfa atomi-
stische Theorie der Algebra der Logik, in der unendliche Operationen nicht a}ﬂ-
treten). Die strukturellen Eigenschaften der betrachteten Theorie lasten slqh
aus den Uberlegungen Skolems ableiten, von denen in der Anm. 1),. S: 293 die
Rede war. Die wichtigsten metamathematischen Siitze, die die atomistische Al-
gebra der Logik betreffen, gab ich an in T}, S.318—327 (dort a:ber behandelte
ich das Problem unter einem ganz anderen Gesichtspunkt als hier).

2) Vgl. E. V. Huntington, Seis of independent postulates for the algebra
of logi¢, Trans. of the Am. Math. Soc. 5, 1904, 8. 297; Te, B. 295—296.
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schiedenes nichtleeres Ding enthilt, und die Aussage I stellt fest, dass
jedes nichtleere Ding wenigstens ein Atom enthilt. Die Definition
der Folge 4, fiir die atomistische Algebra der Logik ist der ent-
sprechenden Definition fiir die élementare Identitéitstheorie dhnlich:
die Aussage 4, driickt aus, dass die Anzahl aller Atome nicht genau
gleich = ist.

Schliesslich geben wir Beispiele deduktiver Theorien von héheren
strukturellen Typen an. Wenn wir in dem Axiomensystem der ato-
mistischen Algebra der Logik die Aussage ! durch die logisch schwii-
chere Aussage I, ersetzen, die nur soviel ausdriickt, dass unter den
Dingen, die alle Atome enthalten, ein kleinstes Ding vorhanden ist
(Wh=.,NTNaClla"CBRa"aNIIa" Cla"CRRa"a" R a'a”’, wo-
bei ., die frithere Bedeutung hat), so erhalten wir ein Beispiel
einer Theorie mit dem charakteristischen Paar (%), 2). Wenn wir aus
dem Axiomensystem der Theorie der dichten Anordnung die Aussage
¢, streichen (oder, was auf dasselbe hinauskommt, aus dem Axiomen-
system der Theorie der isolierten Anordnung die Aussagen ¢; und ¢;)
und auf diese Weise zur allgemeinen elementaren Theorie der
Anordnung tibergehen, so wird die Struktur der Theorie ungeheuer
komplizierter: die Theorie der dichten Anordnung besitzt einen von den
einfachsten strukturellen Typen, die allgemeine Theorie der Anord-
nung hat einen sehr zusammengesetzten Typus, ihr charakteristi-
sches Paar ist das grosste, nimlich gleich (x,, 2%). Lassen wir noch
aus dem Axiomensystem der allgemeinen Theorie der Anordnung
die Aussagen ¢, ¢, und ¢, weg: wir gewinnen eine neue Theorie mit
dem charakteristischen Paar ( Ng, 2%), nidmlich die allgemeine
elementare Theorie einer zweigliedrigen Relation. Diese
Theorie umfasst gewissermassen alle vorher betrachteten Theorien,
im Rahmen der Untersuchungen iiber diese Theorie finden alle in
diesem Paragraphen skizzierten Betrachtungen ihren Platz. So z. B.
kann man alle Ergebnisse, die beliebige deduktive Systeme der Theorie
der dichten Anordnung betreffen, als Ergebnisse auffasen, die sich
auf solche Systeme der allgemeinen Theorie der zweigliedrigen Re-
lation beziehen, welche das System A =F1({c;, ¢,, ¢, c,}) enthalten.

. Anhang.

Trotz ihres elementaren Charakters ziehen die in § 5 angegebe-
nen E.rgebnisse. eine Reihe von interessanten Folgerungen nach
smh, die weit iiher den Rahmen der vorliegenden Arbeit hinausgrei-
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fen. Ich will hier — iibrigens in sehr fliichtiger und nicht allzu priziser
+Weise — einige dieser Folgerungen besprechen.

Es sei’ @ ein beliebiger Ordnungstypus!). Betrachten wir eine
beliebige Menge X und eine beliebige Relation R, die diese Menge
nach dem Typus « ordnet. Nehmen wir an, dass die Variablen »@
S0 @' die in der elementaren Theorie der Anordnung auftre-
ten, ausschliesslich die Elemente der Menge X bezeichnen, und lenken
wir unsere Aufmerksamkeit auf die Menge aller jener Aussagen der
Theorie der Anordnung, die bei der angegebenen Interpretation der
Variablen inhaltlich wahr sind. Es ist nicht schwer -einzuseben, dass
diese Menge weder von der Menge X, noch von der Beziehung E ab-
héngt, sondern ausschliesslich vom Ordnungstypus «; deswegen be-
zeichnen wir gie mit dem Symbol , W ()“. Man kann zeigen, dass —
fiir einen beliebigen Ordnungstypus @ — die Menge W (z) ein voll-
sténdiges deduktives System ist.

Die Formel: W (a)=W(8) driickt aus, dass alle Eigenschaften
der Ordnungstypen « und 8, die sich in der Sprache der elementaren
Theorie der Anordnung formulieren lassen, identisch sind; deswegen
nennen wir die Typen a und g die diese Formel erfiillen, elemen-
tar ununterscheidbar oder elementar #dquivalent.

Aus dem bekannten Skolem - Léwenheimschen Satze ?)
ergibt sich, dass jeder Ordnungstypus elementar dquivalent ist mit
einem hochstens abzéhlbaren Ordnungstypus. Daraus folgt: jede
Klasse von Ordnungstypen, von denen nicht zwei elementar &quiva-
lent sind, kann hochstens die Machtigkeit 2% haben, denn dies ist
die Machtigkeit der Klasse aller abzihlbaren Typen (man kann das
auch einfacher beweisen, ohne den Skolem - Léwenheim schen
Satz anzuwenden). Andrerseits ist es micht schwer, eine Klasse von
elementar tnterscheidbaren (nicht #quivalenten) Ordnungstypen
zu konstruieren, deren Michtigkeit tatsichlich 2% ist (bei der Kon-
strulction nehmen wir den Beweis des erwihnten Satzes der Mengen-
lehre zum Vorbild, nach dem die Klasse der abzihlbaren Ordnungs-
typen die Méchtigkeit 2% hat 3)).

1) Die unten angegebenen Bemerkungen. betreffen die Ordnungsrelationen;
man kann sie aber auf heliebige Relationen erweitern. Statt von Ordnungstypen
muss man dann von Relationszahlen im Binne von A. N. Whitehead und B.
Russell (Principia Mathematica, 2 Ed., Vol. IT, Cambridge 1927, 8. 301f.).sprechen.

?) Vgl. z. B. Th. Skolem, Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik,
Skrifter utgitt av Det Norske Videnskaps-Akademi i Oslo, I. Mat.-nat. Klasse,

1929, No. 4, 8. 28 ff.
8) Vegl. F. Hausdorff, Mengenlehre, 1927, 5. 49 %
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Wenn wir uns auf die dichten Ordnungstypen beschrinken, so

kommen wir zu dem Ergebnis, dass nur vier solche elementar nicht-,
-dguivalente Ordnungstypen bestehen kiénnen: die Menge W (a) ist
ja immer ein vollstindiges System, und in der elementaren Theorie
der dichten Anordnung treten nur vier vollstindige Systeme auf.
Als ein Beispiel von vier dichten, elementar nicht-dquivalenten
Ordnungstypen konnen die Typen 7, 147, #-+1, 14741 dienen,
wobei ,,n“, wie gewohnlich, den Typus der natiirlichen - Anordnung
der Menge aller rationalen Zahlen bezeichnet. Verwendet man die
Symbole, die bei der Betrachtung der Theorie der dichten Anordnung
eingefiihrt wurden, so kann man zeigen, dass W(xy) =D, + D,,
W(+n)=D,4D, W(n+1)=D,+D, wd W(l+q+1)=D,}+D,
ist. Jeder andere Typus der dichten Anordnung ist einem wvon den
vier aufgezeigten Typen elementar fquivalent. So z. B. haben wir
fiir den Typus 4 der natiirlichen Anordnung der Menge aller reellen
- Zahlen: W(i’) =W (n). Nichtsdestoweniger unterscheiden sich die
Typen 5 und 4 in einer ganzen Reihe von Eigenschaften: 7 ist
ein abzéhlbarer Typus, 4 nicht; 4 ist ein stetiger Typus, % nicht.
Daraus folgt: solche Eigenschaften der Ordnungstypen wie die Ab-
zéhlbarkeit und die Stetigkeit sind in dem Sinne nicht
elementare Eigenschaften, dass sie sich in der Sprache
der elementaren Theorie der Anordnung nicht aus-
driicken lassen (wenn es um die Abzihlbarkeit geht, so folgt dies
ebenso aus dem zitierten Satze von Skolem - Lowenheim).
, Auf dhnliche Weise kommen wir zu dem Ergebnis, dass es nur
eine abzdhlbare Anzahl von isolierten Ordnungstypen geben kann
{d. h. solcher, in denen keine eigentlichen Schnitte, sondern nur
Spriinge und Liicken vorkommen), von denen nicht zwei elementar
dquivalent sind. Betrachten wir, in der Tat, die Klasse, die aus allen
endlichen Typen, sowie aus den Typen o, o*, o*+o und w-+o*
besteht, wobei ,w“, wie immer, den Ordnungstypus der Relation
des Kleinerseins im Bereiche der natiirlichen Zahlen bezeichnet.
Wir iiberzeugen uns leicht, dass nicht zwei Typen dieser Klasse ele-
mentar dquivalent sind. Dabei kann man zeigen, dass

W@t =L, W =L, W*+o)=I, Wn) =TI
fir ein beliebiges natiirliches n=>2 gilt und schliesslich dass

Wo+o*)=L+I4+ ..+ I+ ..
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da auf diese Weise alle vollstindigen Systeme der Theorie der
isolierten Anordnung erschépft sind (vgl. § 5), so muss jeder andere
isolierte Ordnungstypus mit einem von den betrachteten Typen ele-
mentar &dquivalent sein. So z. B. gW(w) =W (o + 0* + w); andrer-
geits ist @ der Typus einer wohlgeordneten Menge, w+w*+o aber
nicht. Daraus folgt: die Wohlordnung ist keine elementare
Eigenschaft der Ordnungstypen, sie lédsst sich in
der elementaren Theorie der Anordnung nicht aus-
driicken.

Wie es scheint, erdffnet sich hier ein neues, weites Untersu-
chungsgebiet. Es ist vielleicht interessant, dass man diese Untersu-
chungen im Rahmen der Mathematik selbst (z. B. der Mengenlehre)
durchfithren kann und dass hief im Grunde der Begriffs- und Metho-
denapparat der Metamathematik nicht erforderlich ist: alle Begriffe,
die in diesen Untersuchungen vorkommen (z. B. der Begriff der ele-
mentaren Eigenschaft eines Ordnungstypus oder der Begriff der
elementar ununterscheidbaren Ordnungstypen) lassen sich in rein
mathematischen Termen definieren?).

Bemerkung. In der vorliegenden Arbeit habe ich Ergebnisse zusammen-
gestellt, die zu verschiedenen Zeiten gewonnen wurden.

Die Ergebnisse, die in den §§ 1—4 enthalten sind, stammen grisstenteils
aus den Jahren 1630--82. Ich habe dariiber am 6. X, 1933 in der Warschauner
Sektion der Polnischen Mathematischen Gesellschaft in einem Vortrag u. d. T.:
Uber dio. Grundlagen der Methodologie der deduktiven Wissenschaften berichtet
(vgl. Apn de la Soe. Pol. de Math. 13, 1985, 8. 127; vgl. auch hierzu die Abhan-
dlung von 8. Mazurkiewicz: Uber die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Monatsh. f. Math. u. Phys. 41, 1934, 8. 343352, in der — in Anlehnung
an den Systemenkalkiil — eine neue Methode zur Grundlegung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung entwickelt wird). '

Die Betrachtungen des § 5 habe ich bereits in den Jahren 1926—28 durch-
gefiihrt, ohne selbstverstdndlich den Apparat des Systemenkalkiils zu verwenden,
iiber den ich damals noch nicht verfiigte (vgl. Ts, S. 324, Anm. %), sowie den
dort zitierten Aufsatz von M. Presburger). In derselben Zeit bin ich mir auch
der im Anhang angegebenen Tatsachen bewusst worden; erst aber rnit Hilfe der
Methoden, die in Ty und T4 entwickelt wurden und die aus den Jahren 1929—30
stammen, vermochte ich diese Tatsachen in eine korrekte und prizise Form
zu fassen. Die im Anhang besprochenen Tatsachen samt anderen Ergebnissen
von verwandtem Charakter wurden von mir am 9. XII 1932 in einem in der
Warschauer Sektion der Polnischen Mathematischen Gesellschaft gehaltenen
Vortrag u. d. T.: Uber die elementaren Bigenschafien der Relationen mitgeteilt:
(vgl. Ann. de la Soc. Pol. de Math. 12, 1934, S. 124).

1) Zu diesem Zwecke geniigt es die Methode anzuwenden, die ich in T,

- entwickelt habe.
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