Un théoréme sur les fonctions de classe 1.
Par
B. Vulich (Leningrad).

On connait le théoréme classique de M. Baire: ,,pour que
la fonction f(z), définie sur Vemsemble parfait P, soit une fonction
de Baire de classe 1, il faut et il suffit que, quel que soit e>0, sur
chaque ensemble parfait H(C P, Vensemble de points © dans lesquels
Voscillation de la fonction f(z) (relativement & cet ensemble H) sur-
passe & soit non-dense*‘.

J’ai obtenu un théoréme plus fort dans le sens de la suffisance
que celui de M. Baire, en utilisant le procédé tramsfini employé
ordinairement pour la démonstration de ce dernier.

Définition. Nous appellerons oscillation supérieure de la
fonection f() au point w, ¢ H (relativement & cet ensemble H)
la valeur de 1’expression -

Max (f, mgy H) —f(1,),

Max (f, @, H) = %ﬁup I (@).
stu

Il est bien entendu que la fonction f(z) est définie sur un en-
gemble H' D H. '

Je montrerai qu’on peut remplacer dans le texte du théoréme
de M. Baire le mot oscillation par oscillation supérieure;
ainsi on arrive au théoréme suivant:

ol

Théoréme. Pour que la fonction finie f(»), définie sur Ien-
semble parfait P, soit une fonction de Baire de classe 1, il faut et il
suffit que, quel que soit €0, sur chaque enseinble parfait H CP, Ven-
semble de points & dans lesquels Poscillation supérieure de la fonction
f(@) (relativement & cet ensemble H ) surpasse € soit non-dense.
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Je démontrerai préalablement un lemme auxiliaire qui géné-
ralise un peu un lemme de M. Lebesguel).

Soit f() une fonction finie, définie sur I’ensemble parfait P.

Lemme. Supposons que, quel que soit e> 0, il existe des
ensembles fermés E,,..., BEn,... tels que

1. une fonction de classe 1, f(z), soit définie sur chagque ensemble E,,
2. [f(@) — fal@)| < & pour tout xe B,

3. P=3F,
n=1

Dans ces conditions f(z) est une fonction de classe 1.

.

Démonstration. Nous montrerons que, quel que soit £>0,
il existe une fonction de classe 1, F(z), définie sur ’ensemble P,
telle que

1) |F(z)— f(=)| < e

pour tout xeP. Il en résultera immédiaternent que f(x) est une fone-
tion de classe 1.
- Prenons un &>0 arbitraire, mais fixe, et posons

hi@) s B
() sur E,—FE
Pw=| 0 2 BTh
fo(z) sur By— Eny
o S

E,=E +..+E (k=1,2,.)

et fu(x) sont les fonctions correspondantes & la valeur choisie de ¢
suivant les conditions du lemme.

Remarquons qu’on peut considérer les fonctions fx(®) comme
définies sur Pensemble P tout entier, sans changer leur classe.
En effet, supposons que Pensemble P est situé dans lintervalle
fermé J. Nous pouvons prolonger f, sur I’intervalle J, par exemple
en linterpolant linéairement dans les intervalles contigus & En.
Il est aisé de vérifier que la fonction f, étendue de cette maniere
A l’intervalle J est une fonction de classe 1 non seulement sur l’en-
semble P, mais aussi sur lintervalle J tout entier. Un raisonne-

1) H. Hahn, Theorie der recllen Funktionen, Berlin 1921, S. 353, Satz II.
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ment semblable peut étre fait dans le cas ou l'ensemble P n’est

pas borné. ‘ .
Pour que F(x) soit une fonction de classe 1, il faut et il suffit

que pour tout a les ensembles §(F>a) et 8(F<a) soient des F.1).
Cette condition est remplie dans le cas présent, ce qui suit des
égalités évidentes:

$(F>a)= 2?, (Bu—TF1)- 8 (fa > a)
(2) o0 —

& (F<(l) == Z‘l (En"—"Enwl) -8 (fll <a’)]
ol

E,=E,+ ..+ E (k=1 2,...)

et B, est l’ensemble vide.
En effet, f. étant des fonctions de classe ‘1, tous les ensembles

&(fu>a) et 8(fn<a) sont des F;; de méme les ensembles Ey—En . sont’

des F, comme des différences d’ensembles fermés; les premiers
termes des égalités (2) sont donc des ensembles F,. Par conséquent,
quel que soit £>0, on peut construire une fonction de classe 1, F(w),
" pour laquelle P’égalité (1) soit vérifiée, c. q. f. d.

Démonstration du théoréme. En vertu du théoréme de
M. Baire, cité ci-dessus, la nécessité de notre condition n’éxige pas
de démonstration. Nous en démontrerons donc la suffisance.

Chaque ensemble fermé étant un ensemble parfait ou contenant
des points isolés, et chaque fonction f(x) étant continue au point
isolé, il est évidert que si la condition du théoréme est remplie sur
chaque ensemble parfait, elle est aussi remplie sur chaque enscmble
fermé.

Nous montrerons que;, quel que soit &£>0, la - condition du
lemme est remplie pour la fonetion f(x); il s’en suivra que f(x) est
une fonction de classe 1.

Pour conserver 'uniformité, désignons par F, l'ensemble P,
En vertu de la condition du théoréme, 'ensemble des points, dans
lesquels ’oscillation supérieure de la fonetion f(x) surpasse £, est
non-dense sur F,. Par conséquent, sa fermeture?) F, ne coincide
pas avec F,.

') H. Hahn, L ¢., §. 350, Satz III. Fy est 1a somme d’un ensemble dénom-
brable d’ensembles fermés.

%) La fermeture d’un ensemble est la somme de cet ensmnble et de son
dérivé, :
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Posons
M,=F,—F,

M, est done un F, et, par conséquent

’
foacd
M=y P
k=1

ot M sont des ensembles fermés.

Définissons sur chaque ensemble M une fonectibn semicon-
tinue supérieurement (qui est & fortiori une fonction de classe 1)
¢(x), en posant

¢1°(x) = Max (f, o, M{®).
L’inégalité

(@) — f(z)| < e

est vérifiée pour tout weM®, car Ioscillation supérieure de la

fonetion f(x) & ces points (rela,tlvement 4 l'ensemble P) ne surpasse
pas &.

Nous appliquerons ensuite I’imduction transfinie. Supposons
que les ensembles fermés Fy soient déja définis pour tout f<e
(a< Q) et que ,

1. Fa(CFy 81 §'>8,

2. My=Fy—Fyyy nlest vide pour aucun f+1<a,

3. Bi § est un nombre de 2 espéce, Fy= ]]pr.

On peut présenter chaque -ensemble M; (§+1<e) sous la
forme:

My=3 Mgk)y
==
ol Mff) sont des ensembles fermés, supposons qu’'une fonction semi-
continue supérieurement (p‘ (.r) telle que
|p$? (@) —f()| << e pour tout werq"’

soit définie sur chaque ensemble M.
Alors, si @ est un nombre de 1™ espéce, désignons par F,
la fermeture de 1’ensemble des points zeF,_, dans lesquels

Max (f, #, Fy 1) — f(@) > e
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Posons
Mc{-—-l == -Fuwl "'"F«

et remarquons que l’ensemble M.y n’est pas v1de. On peut pré-
senter P’ensemble M,..; sous la forme

3
M«——l =IEIM(¢!)—1y
e

ot M, sont des ensembles fermés.
Définissons sur chaque ensemble M®, une fonction semi-
continue supérienrement tpﬁﬁ:(w), en posant

gily(@) = Max (f, @, M(Ly).
On a évidemment '
lp® () — fl@)| << e sur ML,
Dans le cas oll « est un nombre de 2% espéce, posons

F,= 117 Fy.
3l

D’aprés le théoréme bien connu de M. Baire sur le§ suites
bien ordonnées et non croissantes d’ensembles fermés, il existe
un nombre transfini u<<£ tel que F, est un ensemble vide. Dong,
on peut décomposer P par le procédé indiqué en un ensemble dé-
‘nombrable d’ensembles fermés (M) sur chacun desquels est
définie une fonction semicontinue supérieurement (p(,)(m) et

lp() —f(x)| <& pour tout weMP

¢ q. £ d.

Leningrad, Avril 1933,

Uber stetige Abblldungen der Teilmengen eukhdlscher
Riume auf die Kreislinie.

Von

K. Borsuk und S. Eilenberg (Warszawé).

Ist M ein metrischer Raum, so bezeichnet SV die (abelsche)
Gruppe, die als Elemente stetige Abbildungen von M in die, in der
komplexen z-Ebene liegende Kreislinie 8, = E[zi =1] hat, wobei

die Zusammensetzung von Elementen die gewohnhche Multiplika-
tion ist. Zwei Abbildungen f,,f, e 8" werden dabei dquivalent in
einer gewissen Teilmenge N von M genannt (Bezeichnung: f; ~ f,
inN), wenn es eine stetige reelle Funktion¢ gibf, fiir welche
f.(z) jl(m )= fiir jedes x e N gilt. Die mit 1 (d. h. mit der Funktion
f(x)=1, welche das neutrale Element von S} ist) im ganzen Raum M
équiva.lenten Funktionen ') bilden eine Untergruppe P(M) von il
Die Faktorgruppe von §i nach P(M) wird mit B,(M) bezeichnet.

Es ist bekannt 2), dass das Verschwinden der ersten Bettischen
Zahl eines Kompaktums M eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir das Verschwinden der Gruppe B,(M) bildet. Fiir nicht
kompakte Ridume verhilt sich-die Sache anders. Wir werden némlich
in vorliegender Arbeit zeigen, dass schon im dreidimensionalen
euklidischen Raum R, offene Mengen (* existieren, fiir welche die
eindimensionale Bettische Zahl positiv ist, obwohl die Gruppe B,(@)

1) Es ist leicht zu beweisen, dass fiir Kompakta die mit 1 dquivalenten
Abbildungen mit den sog. wnwesentlichen Abbildungen gleichbedeutend sind.
8. hierzu 8. Eilenberg, Fund. Math. 24 (1935), 8. 162; auch Fund. Math. 26
(1936), S. 68

2) Siehe bierzu K. Borsuk, Fund. Math. 20 (1933), 8. 224—231. Genauere
Ergebnisse, u. a. die vollstindige Bestimmung der ersten Bettischen Zahl
von M durch die Gruppe B, (M), befinden sich in der Arbeit von N. Bruschlin-
sky, Math. Ann. 109 (1934), S. 525—537.
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