44 E. Cech.

on v'a g,y,=0 que s g,=0 pour chaque £ On doit senlement
k

prouver que g,e§, c'est-d-dire que I'ordre de chaque g, est fini,
Or ceci résulte sans peine par recurrence des équations (4), en
tenant compte des conditions hy, >0, by, =0 pour i> k.

V. Soit me®, m>0. Supposons que le groupe & soit tel que
mg=0 pour chaque ge . Alors lu structure du groupe B () est
complétement déterminée por celle des trois groupes &, B@,) et
B*H(G,), oiv €, disigne le groupe additif des nombres entiors réduits
mod. m. En effet, si le groupe @& jouit de la propriété énoncée, on
voit sans peine que les théordmes I, II et IIT restent vrais (avee lu
démonstration essentiellement la méme) en remplagant & par @, 1),

1) On doit remplacer (§ par (§

3

aussi dans Ja définition du groupo [{'l‘ (Gj).
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Zum Diagonalverfahren Cantors.
Von

A. Fraenkel (Jerusalem).

Wenn das erste und einzige mathematische Journal, das ganz
der Mengenlehre und ihren Anwendungen gewidmet ist und auf
dessen bisherige Greschichte die Mathematiker Polens mis berechtigtem
Stolze blicken kénnen, nach kurzer Zeit das Jubiltum des 25. Bandes
feiert, so ist das vielleicht ein passender Anla$f, neben neuen For-
schungen auch eine allgemeine und prinzipjelle Betrachtung vorzu-
legen. Besonders wenn das bebandelte Problem dasjenige ist, das
von den meisten Mengentheoretikern und von fast allen Gegnern
der Mengenlehre als der springende Punkt beim Aufbau der Mengen-
lehre und der Begriindung des Aktual-Unendlichen betrachtet wird:
das Diagonalverfahren, wie es Cantor zum Beweis der Unglei-
chang 2">>m (Méchtigkeit der Potenzmenge), speziell also der
Nichtabzghlbarkeit des Kontinuums verwendet hat 1).

Gegen das Diagonalverfahren sind in den letzten Jahren eine
Reihe von Angriffen gemacht worden, die es als bedeutungslos
oder unbegriindet hinstellen und damit (ich glaube: mit richtiger
Konsequenz) die Mengenlehre in ihren Grundfesten erschiittert
erkliren. Unter den Angreifern befinden sich solche, tiber die man
nicht wohl schweigend zur Tagesordnung ibergehen kann, wie
z. B. der auch erkenntnistheoretisch mit Erfolg hervorgetretene

1) Es gentigt auf Cantors Arbeit Uber cine elementare Frage der Manniy-
faltigheitsichre (Jahresb, Deutschen Math. Ver. 1 [1892], 76—78; Gesammelte
Abhandlungen [Berlin 1932], 278—270) zu verweisen und von seiner Arbeit von
1874 abzusehen, ebenso von den spiteren Anwendungen des Diagonalverfahrens,
besonders durch die Herren Zermelo und Sierpinski.
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bekannte Physiker der Harvard University P, ‘W. .Ihzidgm u'n. 1,
Speziell dieser Angriff, der nicht einfach aly pintuitionistische Kritik*
bezeichnet werden kann, bildet den Anlal fur die folgenden Zeilen.

Der Gegensatz zwischen ,klassischer! und nintui’ti(miﬂtiﬂcher“
Betrachtungsweise soll ausgeschaltet bleiben; schon deshalb, aber
auch zum Zweck der Vereinfachung werde nur der speziellste Fall
betrachtet, namlich der Beweis der Nichtabzghlbarkeit des Konti-
nuums. Auf die anderen Angriffspunkte im Bridgmanschen
Aufsatz soll hier nicht eingegangem werden; zum Teil (so betretfs
des Nachweises irrationaler Zahlen, eiviger Paradoxien, der An-
wendungsgebiete der Mengenlehre ote) beruhen sio auf Mifiver-
stdndnissen.

1. Statt der negativen Behauptung ,das Kontinuum ist ecine
nichtabzithlbare Menge“ withle ich die positive Fassung:

(D) Zu jeder gegebenen (ejjcktiv) abzihlbaren Menge von recllen
Zahlen gibt es weitere reelle Zahlen, div in der Menge wicht vorkommen.

Das Analogon im Fall der Potenzmenge lautet: Ist m eine Menge
und M eine zu m (effektiv) #quivalente Menge von Teilmengen
von m, so gibt es Teilmengen von m, die in M nicht vorkommen.

Bei dieser Formulierung bleibt die unter den Intuitionisten

selbst strittige Frage, ob das Kontinuum ,eine Menge ist“ und was

eine solche Aussage bedeutet, ganz aufler Acht. Audererseits ist filr
den, der das Kontinuum als Menge anerkennt, die Formulierung (D)
gleichbedeutend mit ,das Kontinuum (Menge aller reellen Zahlen)
ist nichtabzhlbar¥, wie sich sofort ergiht vermdge einer elementaren
logischen Regel A-—>B . — - B —> gjf)_

Erinnern wir uns nun des iiblicken Beweis von (D), der keines

1Y A physicist's second reaction to Mengenlehre, Scripta Mathematica 2 (1984),
101—117 und 284—284. Bs sei noch ein auch von Bridgman genanntes, aber wenig
in mathematische Kreise gedrungenes Werk angefiihrt, dus einen heftigen Angriff
gegen das Diagonalverfahren enthiilt: A. ¥. Bentley, Linguistic analysis of mathe-

" matics (Bloomington, Ind., 1932); ein Werk, das zwar viele Mifiverstindnisse verritt,
aber doch auch bemerkenswerte Anregungen enthilt, (Die Einwinde gegen das
Diagonalverfahren in L, Fischers Buch Die Grundlagen der Philosophie und
der Mathematil [Leipzig 1988] ktnnen, da auf groben Irrtiimern beruhend, aufier
Acht bleiben,) Die Erginzung, dio soeben W, M. Rust, JR., zu Bridgmans

Aufsatz gibt (Ser, M. 2, 884—886), macht die nachstehenden Hinweise keineswegs
iberfliissig,
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indirekten Verfahrens bedarf! Auf Grund der Tatsache, daf man
leicht eine effektive Abbildung zwischen den Punkten einer beider-
seits unbegrenzten Geraden und denen eines endlichen Intervalls
angeben kann, geniigt es sich auf die Punkte bzw. Abszissen eines
Intervalls, z. B. (0, 1), zu beschranken. (Dieser Schritt ist unwesentlich
und entbehrlich.) Weiter stellt man die reellen Zahlen der gegebenen
Menge als n-adische systematische Briiche (z. B. Dezimalbriiche) dar,
wobei die natiirliche Zahl »>>1 und sogar, wenn man gewissen
kleinen Unbequemlichkeiten beim Beweis entgehen will, > 2 zu
nehmen ist. Uberdies wihlt man, um eine eineindeutige Zuordnung
zwischen reellen Zahlen und systematischen Briichen zu erhalten,
fur die auf zwei Arten durch systematische Briiche darstellbaren
Zahlen eine bestimmte Darstellung, z. B. immer die nicht-abbrechende
(die dann die Periode n— 1 besitzt die). Gegen diesen Schritt, namlich
gegen das Operieren mit den nicht-abbrechenden systematischen
Briichen, wird eingewandt: ,»Non-terminating« is obviously - only
a polite way of saying sinfinite«, and such are not things like
apples, for no one can present me with one which I may fit into
its place.. the operations involved in produeing the mon-terminating
decimal eannot be completed, so that it is not legitimate to postu-
late the performance of other operations, that is arrangement in
sequence, after the impossible completion of the non-terminating
decimal“, Hier liegt ein MiBverstdndnis vor, das herrithrt vom
Gebrauch einer allgemein tblichen verkiirzten Ausdrucksweise.
Nattirlich ist es oft — bei irrationalen Zahlen in der Regel —
unmiglich die Ziffernfolge der Darstellung einer gegebenen reellen
Zshl zu tberblicken, und insofern kann allerdings die Operation
der Entwicklung nicht ,vollendet werden. Aber das ist auch fiir-
den Beweis gar nicht notig; es kommt nur darauf an, fur jede
fragliche reelle Zahl das Gesetz zu haben, das ihre Entwicklung
so weit als gewdnschi fortzusetzen gestattet, und dies ist, da die
Zahlen der abzihlbaren Ausgangsmenge gegeben (somit z. B. ihrer
GroBe nach mit rationalen Zahlen vergleichbar) sein sollen, jeden-
falls erfullt — wie es =z B. erfiillt ist fiir die Zahl m, obgleich

‘wir auch bei ihr die Ziffernfolge etwa ihrer Dezimalbruchentwicklung

nicht zu tbersehen vermdgen. Die Betrachtung ,aller méglichen
Regeln“, die zur Konstruktion nicht-abbrechender systematischer
Briiche dienen konnen, ist somit tberflissig, und damit entfallen
die gegen die Gesamtheit dieser Regeln mit Recht erhobenen Be-
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denken; man kann eindeutig eine Regel zur Entwicklung jeder gege-
benen reellen Zahl in einen nicht-abbrechenden n-albruch angeben.

Weiter sind unsere systematischen Briiche hzw. die sie festle-
genden Gesetze in eine Folge angeorduet zu denken, was infolge
der vorausgesetzten Abzihlbarkeit der gogehenen Menge zuliissig ist.
Es folgt der letate Schritt, die Bildung des diagonalen n-slbruchs:
néamlich die Angabe einer bestimmien Regel (oder mehrerer solcher
Regeln), nach der jede beliehige, etwa ¢ Ziffer des Diagonalbruchs
verschieden ist von O und von der #*n Ziffer des »'* n-albruchs
ungerer Folge. Die Regel kann z B. folgendermafien lauten: fur
die Werte von 7, fur die die r Ziffer des #'** n-albruchs 1 ist,
sei die s Ziffer des Diagonalbruchs 2; ftr alle anderen » wei
die »*¢ Ziffer des Diagonalbruchs 1.

Der Haupteinwand, der hiergegen erhoben wird, ist etwa fol-
gender: Da ein nicht-abbrechender n-albruch bzw. eine unendliche
Reihe nur ein abgekilrzter Ausdruck ist fir die Moglichkeit, bis
zu beliebig, aber endlich vielen Stellen fortzuschreiten, und nicht
etwa ein fertiges Granzes darstellt, so kinne der Beweis nur die
Mboglichkeit ausdrticken, bei beliebigem + einen bis zur st Stelle
reichenden #-albruch anzugeben, der in allen Stellen verschieden
ist von r gegebenen, ebenso weit reichenden Brtichen. Damit ist
aber nichts gewonnen. Denn: ,The theorem would demand that it
is impossible to set up any scheme for arranging all possible deci-
mal fractions of  digits in a definite order, 7 being subject to no
restriction as to magnitude. But such a theorem is obviously false,
for there are not more than 107 possible decimals of » digits, so
that.. I ean set up a scheme by which any possible decimal of r
digits will be found to correspond to some number less than 10,
... The ordinary diagonal Verfahren I believe to involve a patent
confusion of the program and object aspects of the decimal fraction..
In fact, I find it difficult to understand how sueh a situation
should have been capable of persisting in mathematics. Doubtless
the confusion is bound up with notions of existence; the decimal
fractions are supposed to »exist« whether they can be actually
produced and exhibited or not.

Es ist nun leicht verstandlich zu machen, dah all dies auf
MiBverstindnissen basiert, die wohl durch die Ubliche kurze Aus-
drucksweise des Mathematikers veranlaBt sind. 'Wir haben oben
die n-albrtiche als Rechenvorschriften aufgefallt, die zu jeder reellen
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Zahl der gegebenen Folge ihre n-ale Entwicklung so weit als ge-
wiinscht zu bilden gestatten. Auf den nsimlichen Standpunkt miissen
wir uns inbezug auf den zu konstruierenden Diagonalbruch stellen.
Dieser ist bestimmt, und zwar als michi-abbrechender (nicht blofl
beliebig spit abbrechender) n-albruch, sobald ein Gesetz feststeht,
das seine Ziffern bis zu einer beliebigen zu berechnen gestattet, In
der oben angefithrten Regel (Ende des vorletaten Absatzes) liegt aber
ein solches Gtesetz: Fiir jeden Index » bis zur gewiinsehter Grenze
ktnnen wir zundichst den #%® gm-albruch unserer Folge bis zu »
Stellen und damit die #‘* Stelle des Diagonalbruchs berechnen.
Dieser ist also als etwas gewisserma@en Fertiges konstruiert, nim-
lich sein Bildungsgesetz gewonnen. Wir konnen ibn nach Beliehen
und ohne jede Willkiir hinschreiben, so weit wir wollen, genaun
wie die Entwicklung von # Damit diirfte fiir jeden Standpunkt
binsichtlich der mathematischen Grundlagenfragen, auch fir einen
entschiedenen Finitismus, die Behauptung (D) einwandfrei bewiesen
sein. Unterschiede der Auffassung kénnen nur bestehen hinsichtlich
des Begriffs ,gegebene (effektiv) -abzihlbare Menge reeller Zahlen¥,
Auf diese Unterschiede, die den Begriff der reellen Zahl wie
den der Abzihlbarkeit betreffen, ist hier kein AnlaB einzungehen;
doch werden sie durch den einfachen Spezialfall der Nr. 2 von selbst
beleuchtet.

2. Die Rolle des Diagonalverfahrens fiir den Nachweis der Eristenz
transzendenter Zahlen ist eine besondere Quelle verschiedener MiB-
verstdndnisse. Binige Autoren bestreiten diese Bedeutung des Dia-
gonalverfahrens, weil man mit seiner Hilfe fir eine (z B. durch
einen Dezimal- oder Kettenbruch, oder anch durch ein bestimm-
tes Integral ete.) ,gegebene“ reelle Zahl nicht entscheiden ksune,
ob sie algebraisch oder transzendent ist. Diese Autoren renuen offene
Ttren einj denn das Diagonalverfahren hat sich niemals eine
derartige Leistung angemalt. Anders steht es mit den Einw#nden:
Der Nachweis transzendenter Zahlen durch das Diagonalverfahren
sei rein abstrakt-existentialer Natur, die in dem fraglichen Beweis
auftretende Gesamtheit der algebraischen Zuhlen ttherdies eine unvoll-
endbare, nicht abgeschlossen denkbare Glesamtheit, und endlich ver-
fehle der Beweis sein Ziel, da ,the mere act of assigning operatio-

-nal meaning to the transcendentals of itself ensures that they are

Fundamenta Mathematicae, t. XXV. 4&
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denumerable* 1). Die beiden ersten Argumente genlgten namentlich,
am den Nachweis transzendenter Zahlen vom intuitionistischen Stand-
punkt aus wertlos zu machen, der nur Konstruktionen und keine
reinen Existenzbeweise anerkennt.

Demgegentiber ist hervorzuheben: der Nachweis transzendenter
Zahlen durch das Diagonalverfahren erfolgt auf streng konstrulctivem Weg,
und er ist sinnwoll und beweiskriyftig fiir jeden (auch intuitionistischen)
Standpunlet, der iiberhaupt einer der iblichen Zuordnungsregeln zwischen
den algebraischen und den natiirlichen Zahlen einen Sinn zuerfeennt.

In der Tat: Bleiben wir bei der oben auseinandergesetzten Auf-
fassung, wonach eine reelle Zahl gegeben — und zwar offenbar kon-
struktiv gegeben — ist, sobald eine Regel vorliegt, die ihre Dezimal-
bruchentwicklung so weit als gewlnseht zu bilden gestattet! (Der
geluufigeren Vorstellung und Ausdrucksweise wegen ist hier 7 =10
genommen. Ebenso beschrinken wir uns der Bequemlichkeit halber
auf reelle algebraische und transzendente Zahlen.) Es liege nun eine —
z. B. die Cantorsche — Zuordnungsregel zwischen den ulgebraischen
und den nattirlichen Zahlen vor; fir jede algebraische Zahl, die
durch die zugehérige irreduzible algebraische Gleichung und z B.
eine zusitzliche GréBenkennzeichnung (unter den endlich vielen Wur-
zeln der Gleichung) gegeben sei, kann ihre Platznummer vermdge
der Zuordnungsregel in endlich vielen Schritten ermittelt, anderer-
seits ihre Dezimalbruchentwicklung bis zu jeder gewinschter Stelle
berechnet werden. So ist die +** Dezimalstelle der »' algebraischen
Zahl unserer Abzithlung eine wohlbestimmte, berechenbare Ziffer ¢,
zwischen O und 9, die Grenzen eingeschlossen, Wenn wir also, wie
in Nr. 1, einen eindeutig bestimmten, Stelle filr Stelle berechenbaren

- Dezimalbruch durch eine Regel angeben, die die »* Ziffer o, als
von ¢, verschieden festsetzt, so erhalten wir eine reelle Zahl, die
konstruktiv festgelegt und von jeder algebraischen Zahl verschieden
ist. Wir haben damit eine ganz bestimmte transzendente Zahl kon-
struiert, wenn auch freilich die Ziffernfolge ihrer Dezimalbruchent
wicklung nicht anschaulich tibersehbar ist. Die in (D) (Beginn von

Nr. 1) besprochene abzihlbare Menge ist hier die Menge der alge-
braischen Zahlen.

1) Brid‘g‘-'m an, loe, cit. p. 233. Gemoint ist offenbar, daf die Mengoe der al-
gebraischen und der transzendenten Zahlen abzihlbar sei, oder jedenfulls Anderes
nicht nachgewiesen werden kiune.
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Contribution 2 la topologie des polytopes.
Par

Karol Borsuk (Warszawa).

La formule bien connue due aux MM. S. Lefschetz et H. H opf,
concernant le nombre des points invariants des transformations con-

tinues *) implique que chaque polytope P dont les nombres de Betti %)
remplissent I'égalité ‘

(1) Jne)=1

k=0
contient un point invariant par rapport & toute transformation con-
tinue en son sous-ensemble,

Les théorémes sur la décomposition des polytopes que je vais
démontrer dans cette Note nous permettrons de prouver que dans
le cas des polytopes situés dans I'espace euclidien troisdimensionnel B,
Pégalité (1) est non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour

Pexistence d’un point invariant par rapport & toute transformation
continue en sous-ensemble.

Théoréme 1. Chaque polytope3) connexe P de dimension <n
se laisse décomposer en deuw polytopes P, et P, dont le premier

) Voir 8. Lefschets, Trans, Amer. Math. Soc. 28 (1926), 'p. 1—49 et

~ H. Hopf, Math. Zeitschr. 29 (1929), p. 498—524. Comp, aussi §. Lefschets,

Topology, New York 1930, p. 359.

) Quant &4 la définition des nombres de Betti voir p. ex, le livre cité de
M. Lefschetz, p. 84—38b (pour les polytopes) et p. 324-—334 (pour les espaces
compacts arbitraires). Le nombre de Betti de dimension # d'un espace compact K
sora désigné ici par p.(H).

3) La thése du théoréme 1 serait en défaut pour les espaces un peu plus
généraux que les polytopes, p. ex, pour les continus localement contractiles. Il existe,
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