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(0) Wieder aus anderer Quelle entspringt eine Zusatzbedingung

z - .
fiir stetige Zerlegungen £ =3 F,, wenn K ein L-Raum ist und
oy

die Abbildung y = @(2) durch Wahl eines L-Raums H stetig ge-
macht werden soll. Das Konvergenzensystem von H muss dann
das System £, bestehend aus den Konvergenzen

o(@,) > @) fir z,—>ax

enthalten. Anders ausgedriickt: eine Konvergenz y,—y des Systems £
ist damit gleichbedeutend, dass es Punkte z, ek, , xel, mit x, >z
gibt. Benutzen wir den unteren abgeschlossenen Limes lim 4, einer
Mengenfolge 4,0 (die Menge aller Punkte limz, fur =, e 4,),
so ist y, —>y damit gleichbedeutend, dass es einen Punkt x gibt,
der gleichzeitig zu %, und zu lim E, gehort, also mit

B, -lim B, 0.

Man sieht nun, dass € zwar die Limesaxiome (8), (y), aber nicht
notwendig das Eindeutigkeitsaxiom (@) erfullt, da ja lim B, mit ver-
schiedenen E, gemeinsame Punkte haben kann; zur Sicherung der
Eindeutigkeit ist notwendig und hinreichend, dass lim E, hochstens
mit einem FE, gemeinsame Punkte hat, also: o

mit E,-lim B, 40 ist lim 5, C &,

Wenn dies fir alle y, y, erfullt ist, definiert & einen Z-Raum H,
der unsere Aufgabe lost; die tbrigen Réume dieser Art sind die
Oberrsume des Minimalraums H. Ubrigens ist die Bedingung mit
der folgenden, anscheinend schirferen, gleichwertig :

wit Z,-lim &, 4=0 ist HH_I_EJ,"CE_',,,

wobei der obere abgeschlossene Limes lim 4, die Menge aller
Punkte lim 2, (4, Teilfolge von 4,, =z, ¢ A,) bedeutet %).

Auf weitere thnliche Bedingungen fir stetige Zerlegungen wollen
wir nicht eingehen. Die betrachteten drei, so verschiedener Her-
kunft sie auch sind, erweisen sich doch im Falle eines kompakten
metrischen Raumes Z als gleichwertig,

'} C. Kuratowski, Sur les ddcompositions semi-continues d'espaces mdtriques
compacts, Fund, Math. 11 (1928), p. 169—185; insbesondere p. 171. Vgl auch
P. Alexandroff, a. a. O, 8, 568.

————————————
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Grundziige des Systemenkalkiils.
Erster Teil %,
Von
Alfred Tarski (Warschau),

Die Ergebnisse, die in der vorliegenden Mitteilung dargestellt
werden, gehSren zur allgemeinen Metamathematik (die
ich frither auch als allgemeine Methodologie der deduk-
tiven Wissenschaften bezeichnet habe), also zu einer Disziplin,
deren Avufgabe es ist, den Sinn von allgemeinen metamathema-
tischen Begriffen, die sich uns bei der Untersuchung der verschie-
densten konkreten deduktiven Theorien aufdréingen, zu préizisieren
und die Grundeigenschaften dieser Begriffe festzustellen. Dabei sollen
hier nur diejenigen Theorien bertioksichtigt werden, deren Aufbau
eine logische Basis in groBerem oder kleinerem Umfange, mindes-
tens aber den ganzen Aussagenkalkill voraussetzt.

In einer fruheren Mitteilung: Uber einige JSundamentale Begriffe
der Metamathematik (im folgenden als 7} zitiert)?) habe ich ein

¥) Anmerkung der Redaltion. Der mweite Teil der vorliegenden Abhandlung
ist gleichzeitig mit dem ersten eingegangen und wird — im Einverstindnis mit
dem Verfasser — im nfichsten Band der ,Fundamenta Mathematicae® versfen-
tlicht werden,

1) C. R. des séances de la Soc. d. Se. et d. L. de Varsovie XXIIL, 1930,
Classe III, 8, 23—29. Uberdies werde ich mich in den weiteren Uberlegungen aunf
meine folgenden Arbeiten berufen: .

Fundamentale Begriffe der Methodologie der dedulctiven Wissenschayten, I,
Monstsh, f. Math, v, Phys. 87, 1930, 8. 361—404 (das ist die Ausfithrung desje-
nigen Teils der Mitteilung 7, der deduktive Wissenschaften von beliebigem. Cha-
rakter behandelt; hier als 7', sitiert); :

Sur les ensembles définissables de nombres réels, I, ¥und. Math, 17, 1981,
8. 10289 (sitiert als 77)

»
b
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Grundlagensystem fir die allgemeine Metamathematik der ehen
charakterisierten deduktiven Theorien skizziert. Hier soll in §1
dieses Grundlagensystem einer Modifikation unterzogen werden,
wodurch, wie ich glaube, grofere Nattirlichkeit und Einfachheit
erreicht wird. In § 2 skizziere ich einen Kalktil —- ich nenne ihp
den Kalkiil der deduktiven Systeme oder kurz Systemenkalkil —,
der die metamathematischen Untersuchungen in dem uns interes-
sierenden Gebiete wesentlich erleichtert; dabei wird sich eine
interessante Analogie zwischen diesem Kalkiil und der intuitioni-
stischen Logik herausstellen. In § 3 erweitere ich den Systemen-
kalktil durch Einfiihrung des Begriffs des axiomatisierbaren Systems,
In § 4 werden noch zwei weitere Arten von deduktiven Systemen
in die Betrachtungen einbezogen, nimlich die unzerlegbaren und
die vollstindigen Systeme, und es werden einige etwas tiefer lie-
gende Sitze angegeben, die sich auf der Grundlage des Systemen-
kalktils gewinnen lassen und die gewisse Klassen von deduktiven
Systemen bestiglich Machtigkeit und Struktur charakterisieren. In
§ 5 werden die dargestellten allgemeinen Ergebnisse dadurch illu-
striert, dass sie auf konkrete — ibrigens sehr elementare — de.
duktive Theorien angewendet werden n.

Elinige Betrachtungen itber die Begriffe der w-Widerspruchsfreiheit und der
w-Vollstindighkeit, Monatsh, f. Math. u, Pbys, 40, 1933, 8. 97—112 (zitiert
als T);

Zur GQrundlegung der Boole'schen Algebra. I, Fund, Math, 24, 1985,

8. 177198 (zitiert als T.);

Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, Studia 'Philosophica 1,
1986, 8. 261—404 (das ist die Ubersetaung meiner Arbeit in polnischer Sprache:
Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukeyjnych, Travaux de la Soc, d. Se. et de
L. de Varsovie, Nr. 84, 1938; zitiert- als Ty).

Schliesslich wird hier (als ZT) die gemeinsame Arbeit von J. Fukasiewicz
und dem Verfasser zitiert: Untersuchungen itber den Aussagenkalkdll, C. R, des
séances de la Boc. d. Sc, et d. L. de Varsovie XXII1, 1930, Classe 111, 8, 30—50.

') Zur Vermeidung von Missverstindnissen ist es wichtig zu bemerken, dass
ich die Ausdriicke ,deduktive Theorie® und ndeduktives System® im ganz verschie-
dener Bedeutung gebrauche. Ich versiche hier unter deduktiven Theorien die
»Modelle® (»Realisierungen%) des Axiomensystems, das im § 1 angegeben ist. Da
in diesem System vier Grundbegriffe auftreten, so ist jedes Quadrupel von Begriften,
die alle Axiome dos Systems erfiillen, sein ,Modell*; um nicht zu sehr von der iiblichen
Bedentung des Terminus pdeduktive Theorie® abzuweichen, habe ich im Sinne nur
die 8o beschaffenen nModelle* des Axiomensystems, in denen als Korrelate der
Grandbegriffe gewisse Mengen von Ausdriicken sowie die Operationen mit den
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Beweise werden hier nicht gegeben; ich beabsichtige, sie in einer
umfangreicheren Arbeit darzustellen. Sie sind tbrigens mit wenigen
Ausnahmen sehr oinfach.

§ 1. Grundbegriffe und Axiome.

In dem in 7 angegebenen Axiomensystem traten vier Grund-
ausdriicke auf: 8% — ,die Menge aller sinmvollen Aussagen,
LX) — pdie Folgerungsmenge der Aussagenmenge X4 &3¢ —
piie Negation der Aussage z“, ,&—y“ — | die Implikation mit dem
Vorderglied x wnd dem Nachglied y*1). Mit Hilfe dieser Begriffe
wurde dort u. a. der Begriff des deduktiven Systems definiert,
d. h. einer Aussagenmenge, die alle jhre Folgerungen als Elemente
enthilt; die Klasse aller deduktiven Systeme wurde mit dem Sym-
bol ,&“ bezeichnet. Es wurde dort bemerkt, daB unter den dedu-
ktiven Systemen ein kleinstes existiert, d. h. ein System, das ein
Teilsystem jedes anderen deduktiven System ist. Es ist das numlich
das System FI(0), die Folgerungsmenge der leeren Menge. Dieses
System, das ich hier der Kiirze halber mit ,L“ bezeichnen werde,
kann als die Menge aller logisch giiltigen Aussagen interpretiert
werden (oder auch allgemeiner: als die Menge aller jener Aussagen,
die wir bereits als wahr anerkennen, wenn wir an den Aufbau der
deduktiven Theorie, die jeweils Gegenstand der metamathematischen
Untersuchung ist, herantreten) 2),

Es zeigt sich nun, dass das erwihnte Axiomensystem eine ein-
fachere und, wie mir scheint, aunch nattirlichere Gestalt annims,
wenn man anstatt , F[(X)“ das Symbol ,L% in die Liste der Grund-
ausdricke aufnimmt. Zur Begrtindung der allgemeinen Metamathe-
matik (in dem Umfang, in dem in 7 eine Begriindung angesirebt
wurde) reichen dann folgende fiinf Axiome aus:

Ausdriicken auftreten. Hingegen sind deduktive Systeme (im Bereiche einer be-
stimmten deduktiven Theorie) gewisse spezielle Mengen von Ausdriicken, die ich
genau am Anfang des § 1 sowie in der Def. b des § 2 charakterisieren werde,

1) Ich gebrauche hier Bymbole, die sich von denen in 7', ein wenig unter-
scheiden: ich schreibe ,FI(X ) statt ,F(X)%, ,&* statt ,n(z)* und. @ — y* statt
wo(@,y)*. Uberdies bentitze ich — Whnlich wie in 7, und 7, — eine Symbolik,
die in Arbeiten aus dem (iebiste der Mengenlehre iiblich verwendet wird; im
besonderen gebrauche ich Formeln vom Typus ,o,4...eX“ als Abkiirzungen der
Ausdriicke ,die Hlemente m,y... gehdren zur Menge X“.

) Vel. 1), 8. 283 Ty, 8. 10, Satz 1, 9 b,
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Aziom 1. 0 <SR,

Aziom 2. Wenn %,y €S, so auch ZeS und x—>ye 8.

Aziom 3 LCS.

Aziom 4. Wenn x,y,2¢8, so gilt (T—z)—>xel, 2—>(Z—>y)el
und (x—>ry)—>((y—>2)—>(x—>2)) e L.

Aziom 5. Wenn x,x~>yeL (wobei yeS), so auch ye L.

Der Inhalt dieser Axiome ist so klar, dass er kaum einer Ep-
Jauterung bedarf. Vom intuitiven Gesichtspunkt aus lassen sie je~
doch gewisse Zweifel aufkommen, die ich hier nicht diskutieren
werde 1).

Die Axiome 2, 4 und b sind dem System der Grondausdritcke, der Axiome
und der Schlussregeln von Fukasiewicz angefasst, das eine hinreichende Basis
zur Begriindung des Aussagenkalkiils bildet?). Es ist klar, dass wir ebenso gut
irgendein anderes formales System des Aussagenkalkiils als Ausgangspunkt be-
niitzen kounten. Wenn wir uns im besonderen den Aussagenkalkiil Nicod's 3)
zum Vorbild nihmen, so wiirde die Zahl der in den Axiomen auftretenden Grund-
ausdriicke kleiner werden und die Axiome 2 und 4 wiirden sine gewisse Ver-
einfachung erfahren.

Wir wollen zeigen, wie mit Hilfe der angenommenen Grundbe-
griffe der Begriff der Folgerung definiert werden kann. Zu diesem,
Zwecke setzen wir vor allem:

Definition 1. adfy=xF—y, Z-y=x—>7y fir belichige
z,yelS.

Den Begriff der Summe und des Produktes von Aussagen kann
man mittels Rekurenz anf eine beliebige endliche Anzahl von Sum-
manden und Faktoren ausdehunen:

n n
Definition 2. :2 = x,=m, wenn n=1 und x, ¢8;
- F£5 .
§7 n—1 n n—1
2x= o+ x, und I z,— Il x;-2,, wenn n eine beliebige na-
i=1 i1 i=1 im1 g

tirliche Zahl > 1 ist und @, z,..., z, ¢ 8,

)} Vgl T,, 8. 24, Anm.?); T,, 8. 100, Anm.19); T, 8. 269, Anm. 8),
8. 290 £. und 800 £,

) Vgl. £T, 8. 31 und 35; T,, 8. 25, die Bemerkungen im Zusammenhang
mit Satz 3%, ‘

‘)'Vgl. J. Nicod. 4 reduction in the number of the primitive propositions
of logic, Proc. of the Cambr. Philos. Soc. 19, 1917,
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Die Definition des Begriffes der Folgerung lautet:

Definition 8. Fiir eine beliebige Menge X (S besteht die
Menge Fl(X) aus solchen und nur aus solchen Aussagen y ¢ S, die die
Bedingung erfiillen: entweder ye L, oder es gibt Aussagen ,, z,..., x, € X,

n
so dass ITa,— y e L.
FE]

Diese Definition kann man in folgender Weise unformen:

Satz 1. Fir eine beliebige Menge X (C S ist die Menge FiI(X)
der Durchschnitt aller der Mengen Y, die die folgenden 2wei Bedingungen
erfillen: (1) L+ XCY; (2) wenn x, 2~>yeY (wobei yeS), so -
yeY.

Es ist leicht zu zeigen, dass die Menge FI(X) eine von den
Mengen Y ist, die die Bedingungen (1) und (2) des eben angefiihr-
ten Satzes erfullen; sie ist also die kleinste dieser Mengen. Da
man die Operation, die zwei beliebigen Aussagen x und z—y die
Aussage y zuordnet, gewohnlich Operation der Abtrennung
nennt, so kann man auf Grund des Satzes 1 die Menge F1(X)
als kleinste Menge charakterisieren, die die Mengen L und X ent-
hilt und die in Bezug auf die Operation der Abtrennung abgeschlos-
sen ist.

Es kinnte scheinen, der hier eingefithrte Begriff der Folgerung sei wesentlich
enger als der, mit dem man gewthnlich beim Aufbau von deduktiven Theorien
operiert: bei der Prilzisierung dieses Begriffes haben wir nnr eine der Schlussregeln
beriicksichtigt — die Regel dor Abtrennung, als ob wir die Existenz anderer Regeln
dieser Art, z. B. die der Einsetzungsregel und der Regeln des Operierens mit dem
Alloperator t), ghnzlich vergessen hittten, Alles dies aber hitngt im wesentlichen
von der Interpretation des Symbols ,L* ab. Ist dus System der Logik, worauf
wir die deduktiven Theorien griinden, so beschaffen, dass wann immer sine be-
stimmte Aussage y aus einer anderen Aussage x, bzw. aus anderen Aussagen
Ty, ®y..., 2y mit Hilfe irgendeiner der Schlussregeln gewonnen werden kann, dann

n
die Implikation,  — y, baw, Il ;—+y der Menge L aller logisch giiltigen Aussagen
=]

zugezithlt wird (diese Bedingung erfiillen tatsichlich alle bekannten und geniigend
ausgebauten Systeme der Logik), so erfahrt der Begriff der Folgerung keineswegs
eine Vareﬁgemng‘: die Aussage y wird unter diesen Bedingungen eine Folgerung
jeder Menge von Aussagen sein, die die Aussage x, bzw, die Aussagen ,, @y..., %
enthilt, nicht nur im (iblichen Sinne, sondern auch im Sinne der Def, 8 oder

) Vgl z, B, T,, 8, 207 f.
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des Satzes 1. Man konnte also sagen, dass man mit der Regel der Abtrennung
(sogar in der besonderen Gestalt, in welcher sie in der Def. 3 guftritt) als
einziger Schlussregel beim Aufbau von deduktiven Theorien auslangt, wenn nur
diess Theorien auf eine geniigend reiche logische Basis gestiitzt sind.

Es konnen nun folgende zwei Sitze bewiesen werden:

Sate 2. a) Ist XC8, so XCFUX)CS;
b) ist XC S, so FI(FUX)) = FI(X)
o) st XC8, 0 FUX) —2Fl Y);
YCX'zde<N0
) ¢s gibt eine Aussage x €S, so dass Fl({x}) =S,
®) ist XS, y,2eS und y—>2eli(X), so ze FUX 4{y});
1) ist XC8,9,2eS und 2e FU(X-+{y}), 50 y—>=ze FI(X);
9) wenn x ¢ S, so Fl({x, Z}) =8,
h) wenn xS, so Fl{{x}) - FI{Z}) = F1(0).

Satz 3. L=FI(0).

Satz 2 zeigt, dass sich aus den oben angegebenen Axiomen 1—5
und aus der Def 3 alle Axiome 1—10* ergeben, die in T vor-
geschlagen wurden (von den Axiomen 1 und 6* aus 7} konnten
wir bei Formulierung des Satzes 2 absehen, denn das erste ist im
neuen Axiom 1 enthalten, das zweite aber deckt sich mit dem neuen
Axiom 2). Es ist leicht zu zeigen, dass sich das Ergebunis umkehren
lasst: wenn wir den Satz 3 als Definition des Symbols ,L“ ansehen,
dann konnen wir aus dieser Definition und aus dem Axiomensy-
stem von 7} die neuen Axiome 1—5 und die Def. 3 als Sitze ab-
leiten. Schliesslich kdnnen wir also behaupten, dass die beiden in
Betracht gezogenen Systeme von Axiomen und Grundbegriffen #qui-
valent sind.

§ 2. Der Systemenkalkiil.

Auf den im vorigen Paragraphen entworfenen Grundlagen kann
man zwei Kalkile aufbauen, die bei metamathematischen Untersu-
chungen sehr niitzlich sind, nimlich den Kalkiil von Aussagen
und den Kalktil von deduktiven Systemen; der erste ist
eine vollstindige, der zweite eine teilweise Interpretation des for-

malen Systems, das gewthnlich Algebra der Logik oder Boole'sche
Algebra genannt wird.
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Um die weiteren Uberlegungen zu konkretisieren, werden wir
hier in extenso ein bekanntes System von Postulaten anfithren, das
zum Aufbau der Algebra der Logik dienen kann. In diesem System
werden acht Grundbegrlﬂ'e vorkommen: , B¢ nider Bereich der
Uberlegungen®, ,x<y“ ndas Ding x steht in der Beziehung der
Inklusion zum Dinge y*, ,x =y* — ,das Ding = steht in der Be-
ziehung der Gleichheit 2um Dinge y“, x4 y* — ,die Summe der
Dinge x und y*, ,x-y“ — ,das Produkt der Dinge x und v,
204 — ndas Nullding® (ydas leere Ding*), ,1% —  das Totalding*
(ndas volle Ding“), ,&“ — ,das Komplement (die Ergineung, die
Negation) des Dinges x*.

Das betrachtete System besteht aus sieben Postulaten :

Postulatl ¢) Wenn weB, so 2 <<z; °) wenn z, y,zeB, 2y
und y <<z, 0 x <2

Postulat Il. Wenn x,ye B, so gilt x =1y dann und nur dann,
wenn zugleich x <y und y << .

Postulat III. Wenn x,yeB, s0 %) 2~4yeB; V) x<<w+4y
und y<z-y; °) wenn iberdies ze B, x<z und y<z so x-ty<a.

Postulat 1V. Wenn %,yeB, 50 *) z-yeB, ) z-y <z und
z-y<y; °) wenn diberdies ze¢ B, 2 <ax und 2 <y, s0 2 <x-y.

Postulat V. Wenn x,y,2¢B, s0 %) z-(y +2)=x- y—{-a’ 2
und ) x+y.2=(x+9)- (x4 2)

Postulat VI. @) 0,1¢B; ) wenn xe B, so 0 <ax und x < 1.

Postulat VII. Wenn xzeB, so ®) TeB, b x-Z==0 und
) x4+ &= 1

Das System der Algebra der Logik kann man erweitern, indem

man zwei unendliche Operationen einfuhrt: , 3 y* — ,die Summe
yeX
aller Dinge der Menge X“ und ,, I y* — ,das Produkt aller Dinge
yeX

der Menge X “. Es ist dann notwendig, folgende Postulate hinzuzufiigen:

Postulat VIII Ist XC B, s “) EyeB und ) z<< 3y
yeX

fiir ein beliebiges x e X, ©) wenn ubcrdzes zeB und <<z fir en

beliebiges xz ¢ X, s0 Jy < 2.
yeX
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‘ ' , a) IyeB und ) Il y <<z fir
Postulat 1X. Ist XCB, so )yeX?/E yeX?/ :

ein beliebiges x ¢ X; °) wenn dberdies 2 e B und z<ax fir ein be-
liebiges x e X, so 2 < Il y.

yeX
Postulat X. Wenn xeB und X(C B, s0®) 2+ 3 y= 2 (x-y)

yeX yeX
und ®) x4+ Hy=II (x4 y)
yeX yeX

Die Postulate I—VII samt allen Sitzen, die sich aus ihnen
ergeben, bilden das gewdhnliche und die Po.stulate I—X das
erweiterte System der Algebra der Logik?). ' '

Wir gehen nun zum Kalkil der Aussagen iber, den_er tibri-
gens nur kurz besprechen werden; um terminologische Missverstin-
dnisse zu vermeiden, wollen wir ihn nicht einfach Aussagenkalkil,
gondern Algorithmus der Aussagen nennen: der. Te}-mings
,Aussagenkalkiil“ hat schon eine bestimmte Bedeutung, die sich mit
der, die wir meinen, nicht deckt.

Den Bereich der Uberlegungen des Algorithmus der Aussagen
bildet die Menge S. Wir werden zwischen den Elementen dieser
Menge zwei Beziehungen definieren: ,x Jy“ (,z impliziert y*) und
JE=y" (42 ist y dquivalent®).

Definition 4.%) x Dy gilt dann und nwr dann, wenn x,ye S
und x—>yel; Y x=1y gilt dann und nur dann, wenn zugleich
x Dy und y Dz gilt.

Dann kann man folgendes beweisen :

Satz 4. Ersetzen wir in allen Postulaten des gewihnlichen Sy-
stems der Algebra der Logik dic Symbole ,B*, ,<“ und ,==" be-
ziehungsweise durch ,S¢, , D% und ,=="; ersetzen wir ferner ,0¢
durch die Variable ,u“ und ,1% durch die Variable ,v*, wobei wir
iiberall in den entsprechenden Postulaten die Voraussetzungen machen,
dass we S und %eL sowie dass velL gilt; lassen wir endlich die
iibrigen  Symbole unverindert. Dann sind die Postulate I—VI/
erfiills.

1) Vgl T}, 8. 177—180. Es ist zu bemerken, dass die Postulate I—X nicht
von einander unabhiingig sind; insbesondere kann man zeigen, dass beliebige drei
von den vier Postulaten V#, Vb X und X' aus den fibrigen Postulaten des
betrachteten Systems abgeleitet werden knnen (dadurch wird eine Bemerkung
verschirft, die in T, 8. 180 gemacht wurde),
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Zu diesem Satz ist zu bemerken, duss die Symbole ,0% und »1"
der Algebra der Logik auf unserer Grundlage nicht ,effektiv¢ inter-
pretiert werden konnen, denn wir kénnen keine einzige Konstante
definieren, die einen konkreten Satz bezeichnet.

Der Satz 4 =zeigt, dass man ans don Axiomen 15, die in § 1 vorgeschlagen
wurden, — auf Grund entsprechend gewihlter Definitionen (1 und 4) — alle
Postulate des gewdhnlichen Systems der Algebra der Logik ableiten kann; man
iiberzeugt sich dabei leicht, duss das Axiom 1 im Beweise des betrachteton Sutzes
keine Rolle spielt. Dieses Ergebnis kann umgelehrt werden: aus den Postulaten
I—VIL der Algebra der Logik (wenn die in Satz 4 beschriebenen Ersetzungen
durchgefithrt werden) kann man die Axiome 2—b ableiten, falls der Ausdruck
w2 —> y* nur entsprechend definiert wird, indem man z B. -—r;y—.—-z—l— y setat,
Wir ktnnen also behaupten, duss die Axiome 2--5 ein Hystemm von Sitzen
bilden, das mit dem System der Postulato des gewshnlichen Systems dor Algebra
der Logik #quivalent ist (das Problem der Aquivalens der Systeme von Grund-
bogriffen, die in den beidon Systemon von Sitzen auftreten, wiirde eine ein-
gehendere Besprochung verlangen) 1),

Da wir als Grundlage der Uberlogungen das System der Axiome des 81
gewtihlt haben, haben wir uns im Grunde darauf beschriinkt, die Menge § als
eine nichtleere, hchstens abzithlbare Menge zu charakterisieren, deren Elemente,
— beziiglich der zwischen ihnen bestehenden Verkniipfungen — die Postulate
der Algebra der Logik erfillen. Die Forschungen, die sich auf diese Grundlaga
stiitzen, liberschreiten also nicht — vom rein formalen Gesichtspunlkt aus -- das Gebiet
der Algebra der Logik, unterscheiden sich aber von den frither in diesem Gebieto
durchgefithrten Uberlegungen dadurch, dass sio sich auf Bogriffe richten, mit denen
man sich bis jetzt nicht besehiiftigt hut: den Hauptgegenstand der Untersuchungen
bilden nicht die Elemente des Hystems S sclbat, die zwischon ihnen herrschenden
Beziehungen oder die Operationen, dio mit ihuen darchgefihrt werden, sondern
gewisso ausgewithlte Mengen dieser Llemente, niimlich die deduktiven Systeme.

) Wie ich schon in § 1 erwithnt habe, kann man bei der Formulierang eines

" Axiomensystems filr den uns interessierenden Bereich der Untersuchungen ein

beliebiges Grundlagensystem zum Vorbild nehmen, das zum formalen Aufbau des
Aussagenkalkiils ausreicht, Wenn wir diese Bemerkung mit den Tatsachen verglei-
chen, von denen vorher die Rede war, kommen wir zur Uberzeugung, dass es
eine allgemeine Methode gibt, die os erlaubt, aus jedem System von Axiomen und
Schlussregeln fiir den Aussagenkalkitl ein System von Postulaten fiir die Algebra
der Logik zu gewinnen. Es wiire tiberflitesig, hier genauer zu beschreiben, worauf
diese Methode beruht, zumal sie in den letsten Jahren in den Aufsitzen von
Bernstein und Huntington entwickelt wurde; vgl. B. A. Bernstein,
Whitehead and Russell's theory of deduction as o maihematical science, Bull, of
the Am. Math, Boc, 87, 1981, 8, 480-—488, sowie B. V. Huntington: New sets
of independent postulates for the algebra of logic..., Trans. of the Am. Math,
Soe. 36, 1988, 8. 274804, und Independent postulates for the jinformal® part
of Principic Mathematica, Bull, of the Am, Math, Soc., 40, 1934, 8. 127--136.
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Erinnern wir uns an die Definition des dekuktiven Systems:
Definition 5. Xe© dann und nur donn, wenn FI(X)CXCS.

Mit Hilfe der von uns angenommenen Grundbegriffe kinnte
man diesen Begriff auch in folgender Weise charakterisieren:

Satz 5. Xe® gilt dann und nur dann, wenn L XCS gilt und
wenn die Formeln: z,z—>yeX und yeS tmmer: yeX nach sich ziehen,

Der Kalkiil der deduktiven Systeme, den wir kurz Systemen-
kalkiil nennen werden, stellt (wie es sich weiter unten zeigen wird)
eine sehr wesentliche Erweiterung des Algorithmus der Aussagen
dar. In dem Systemenkalktl kommen die Korrelate aller Grund-
begriffe aus dem Gebiete der Algebra der Logik vor. Den Bereich
der Uberlegungen bildet die Klasse ©. L wird als das leere System,
S als das volle System betrachtet. Die Inklugion und die Gleichheit
zwischen den Systemen sowie das Produkt (der Durchschnitt) der
Systeme bhewahren ihren tiblichen, im Klassenkalkiil festgelegten Sinn
(der Klassenkalkiil bildet bekanntlich eine der gewbhunlichsten Inter-
pretationen der Algebra der Logik); die Gleichheit deckt sich also
mit der logischen Identitit. Die Addition der Systeme dagegen, die
wir logische Addition nennen und mit dem Symbol ,-¢
bezeichnen werden, deckt sich nieht mit der mengentheoretischen
Addition, denn die letatere Operation hat, wenn sie auf Systeme
angewendet wird, in der Regel kein neues deduktives System als
Ergebnis *); entsprechendes gilt auch fiir die Operation der Bildung
des Komplements.

Die Definition der logischen Summe der Systeme X und ¥
lautet: ‘

Definiton 6. X Y= FI(X 4+ Y) fir beliebige X, Y ¢ ©.
Das logische Komplement (die logische Erghinzung)

oder die Negation des Systems X, symbolisch X, definieren '

wir folgendermassen:

Bei dieser Gelegenheit mochte ich bemerken, dass mir das System der Axiome
1—5 aus §1 und sein Zusammenhang mit der Algebra der Logik schon im Jahre
1930 bekannt waren (ich erwithne dies System implicite in 7, 8. 362 als Grund-
lage, auf der der bisher nicht vertffentlichte zweite Teil der zitierten Arbeit
aufgebant wird),

1) Vgl. T, 8. 2b, Satz 7%; T,, 8. 870—3871, Satz I. 12 und die ihm hinzu-
gefiigten Bemerkungen. )

icm

Grundgiige der Systemenkalkiils 1 513
Definition 7. X = IIX FL({z)) fivr ein beliehiges X ¢ &,
xe

Wir werden weiter unten (Satz 21) andere dquivalente Formu-
lierungen dieser Definition kennen lernen.

Auf Grund der angegebenen Definitionen kann man folgen(fen
:Satz beweisen :

Satz 6. Lrsetzen wir in allen Postulaten des gewshnlichen Sy-
stems der Algebra der Logik die Variablen ,a%, ,y, 224 durch die
Variablen ,X*, , Y%, ,Z*, die deduktive Systeme bezeichnen; ersetzen
wir ferner die Konstanten ,B*, <4, 4% 0% ynd »1¢ beziehungs-
weise durch die Symbole ,&%, , C, -4 L und »8% Dann sind
alle Postulate erfiillt, wmit Ausnahme des Postulates VII®, das weg-

Jallt; doch behalt die folgende Folgerung des Postulates VII® ihre
Griltigheit:

Postulat VII4 Ist X,Ye® und X Y=L, so YCX.

Der wesentliche Unterschied zwischen dem Systemenkalkiil und
z. B. dem Klassenkalkul besteht also darin, dass im Systemenkalktil

statt des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten: X - X =8 nur
-eine gewisse schwichere Molgerung dieses Satzes gilt. Wie sich
aus den weiter unten angegebenen Sitzen 17 und 37 ergibt, gilt
-der Satz vom ausgeschlossenen Dritten im Falle, wenn die Klasse &
-endlich ist (oder, was auf das gleiche hinausliuft, wenn die Menge S
nicht unendlich viele Sitze enthult derart, dass nicht zwei von
diesen #quivalent sind). Wenn aber die Klasse © unendlich ist —
und diesem Falle begegnen wir im allgemeinen bei der Betrach-
tung - von konkreten deduktiven Wissenschaften — so gibt es Sy-
steme, die diesem Satze nicht geniigen.

Das Fehlen des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten zieht weitere
Folgerungen nach sich. Der Satz von der doppelten Negation gilt
aur in einer Richtung, erst der Satz von der dreifachen Negation
gilt in beiden Richtungen:

Satz 7. Wenn X e ©, s0 XCX und X =X,

Von den zwei De Morgan'schen Sutzen ist nur einer wahr,
von den vier Sitzen der Transposition fallen zwei weg, zwei aber
bleiben gultig:

Fundamenta Mathematicae, T, XXV, 33

li


GUEST


514 A. Tarski:

Satz 8 Ist X, YeS, 509 X ¥Y=X.Y7;, V) X.-Y=X.7,
¢) die Formel: XY zieht nach sich: YCX; @) die Formel: XCY
zieht nach sich: YCX.

+ Die Satze 7 und 8 kann man auf einem rein kalkulmissigen
Wege aus dem in Satz 6 beschriebenen Systeme von Postulaten
ableiten; es werden dabei die tiblichen Schlussweisen aus dem Ge-
biet der Algebra der Logik bentitzt, Das gleiche trifft auch bei
anderen uns bekannten Sitzen des Systemenkalkiils, sofern sie nicht
einen existentialen Charakter haben.

Augenfillig ist die schlagende formale Ahnlichkeit des Systemen-
kalkiils mit dem intuitionistischen Aussagenkalkil von Heyting?):
man konnte sagen, die formale Beziehung des Systemenkalkiils zum
gewohnlichen Klassenkalkiil ist genau dieselbe wie die Beziehung
des Aussagenkalkiils Heyting's zum gewthnlichen Aussagenkalkiil.
Mit anderen Worten: wenn wir auf Grundlage der intuitionisti-
schen Logik den Klassenkalkill aufbauen, so wird sich dieser
Kalktl — wie es scheint — formal vom Systemenkalkiil nicht
unterscheiden. Man kann das auch so ausdriicken: das System der
in Satz 6 beschriebenen Postulate bildet (wenn man von der
konkreten Bedeutung der im diesen Postulaten auftretenden Termini
abstrahiert) eine hinreichende Grundlage fir die Begrindung
eines solchen formalen Systems der Algebra der Logik, fir den
unter anderem der intuitionistische Klassenkalkiil eine Interpretation
darstellt. Es ist klar, dass die letzten Bemerkungen eine genauere
Ausfithrung und Prizisierung erfordern wiirden.

Der Systemenkalkiil lisst sich durch Einfthrung unendlicher
Operationen erweitern. Das Produkt (der Durchschnitt) von Syste-
men der Klasse & wird genan so wie im Klassenkalkil aufge-
fasst (als das Produkt der leeren Klasse wird immer die Menge &
betrachtet), dagegen bildet die Definition der logischen Summe

von Systemen der Klasse & symbolisch ZY, die natiirliche
YeQ

Verallgemeinerung der Definition 7:
Definition 8. 2Y= FZ(Z Y) fiir eine beliebige Klasse R C S,
YeR YeR ‘

1) Vgl. A. Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathe-
matik, Sitzungsberichte der Preuss. Ak. d. Wiss,, Phys,-math. Klasse, 1930.
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Im Falle, dass die Klagse § aus den Mengen

alle, ! Y, Y.
besteht, die eine endliche Folge von # Glie(lern, bz b D

w. eine unend-
liche Folge bilden, schreiben wir statt ,,2‘ ye: Y,+Y2++ Y, 4

o Yef
bzw. ¥, + Yy 4.4 ¥, .. ¢

Satz 9. Drsetzen wir in allen Postulaten des erwez’teﬂen Systems
der Algebra der Logz/c — ausser den in Satz 6 beschrichenen Ande-
rungen — dberall dic Variablen ,X“ und ,Y* durch die Variablen
o8 und L% die Kiassen von Systemen bezeichnen, und die Kon-

stanten 2 und IT“  durch die Konstanten ‘ ¢
h stan und .
R/

Dann sind ausser den Postulaten [— VI wnd VIIob avch die Postu-

late VIII, IX, und X erfiill, doch entfGllt zusammen mi
’ v mit dem Posty-
lat V_[_lv auch d(l.’a‘ POStulatXb_ em 08ty

Diesem Salze gemdss ist also die endliche Multiplikation gegen
die unendliche Addition distributiv, doch gilt das Distributivitits-
gesetz der endlichen Addition gegen die unendliche Multiplikation
im Systemenkalkiil nicht mehr; a fortiori fallen die allgemeinen
Distributivititsgeselze einer der unendlichen Operation gegen die
andere weg ). Aus der Zusammenstellung der unten angegebenen
Stitze 17 und 24 ergibt sich, dass das Distributivititsgesetz der en-
dlichen Addition gegen die unendliche Multiplikation seine Gltig-
keit in denselben Fullen bewahrt wie der Satz vom ausgeschlos-
senen Dritten.

Aus den in den Stitzen 6 und 9 beschriebenen Postulaten kann
man andere Sktze des Systemenkalkiils, die unendliche Operationen
betreffen, ableiten, z B. jenen unter den beiden Sitzen von De
Morgan, der fir endliche Operationen gliltig war:

Satz 10. Ist KC &, so 21Y=”?.
Ye YeR
Wir kennen auch solche Sutze des Systemenkalkils, die sich

aus den in den Sutzen 6 und 9 beschriebenen Postulaten nicht ab~
leiten lassen; als ein Beispiel geben wir an:

.1) Diee;se Sitze sind nicht einmal in dem erweitorten System der Algebra der
Logik gtiltig; vgl. 7y, § 2, insbesondero 5. 195—197.
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Satz 11. Ist § eine beliehige Klasse von deduktiven Systemen, so

dass S=ZY, dann gibt es eine endliche Teilklasse 2. von 8, so
YR

dass 8:2'1’.
Yes

Lenken wir noch die Aufmerksamkeit auf den folgenden Sata:

Satz12. Wenn Xe®©, s0°®) f:Z‘Y und °) X:II-Y
XY=L X+Y=S

Die Formel *) diéses Satzes kann man leicht aus jenen Postula-
ten der Algebra der Logik ableiten, die im Systemenkalkiil erfullt
sind, insbesondere aus dem Postulat VII»4; die Formel ) konnen
wir auf diesem Wege nicht ableiten, und wir missen uns im Be-
weige unmittelbar auf die angenommenen Axiome und auf die Defi-
nitionen der in der Formel auftretenden Symbole berufen.

Satz 12 zeigt, wie man den Begriff des logischen Komplements
mit Hilfe anderer Begriffe aus dem Gebiete des Systemenkalkils
charakterisieren kann. Wir sehen, dass das logische Komplement
des Systems X, shnlich wie in gewohulichen Klassenkalkdl, die
‘Summe aller zu X logisch fremden Systeme ist, d h. jener,
fir die: X.Y =1L gilt, und zugleich der Durchschnitt aller Sy-
steme Y, die X logisch ergédnzen: X - ¥ =28. Uberdies ist,
im Hinblick auf den Satz vom Widerspruch, X das grosste zu X
logisch fremde System; wegen der Ungtltigkeit des Satzes vom
ausgeschlossenen Dritten ist dagegen X im allgemeinen nicht das
kleinste System, das X logisch erginzt (aus Satz 12 folgt nur:
wenn es liberhaupt ein solches kleinstes System gibt, so deckt es
sich mit X).

§ 3. Axiomatisierbare Systeme.

Dadurch, dass der Systemenkalkiil von dem tiblichen Klassen-
kalktl abweicht, entsteht eine Reihe von Problemen folgender Art:
man betrachtet einen beliebigen Satz des Klassenkalkills, der bei
der Ubertragung auf den Boden des Systemenkalktils seine All-
gemeingiiltigkeit verliert; es geht darum, auf moglichst einfache Art
die Klasse derjenigen ‘Systeme zu charakterisieren, ftr die der
betrachtete Satz seine Giltigkeit bewahrt. Das wichtigste dieser
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Probleme betrifft den Satz vom ausgeschlossenen Dritten und fithrt
zu dem aus 7} schon bekannten Begriff des axiomatisierbaren
Systems?). .

Wir nennen ein deduktives System X axiomatisierbar, wenn es
mindestens ein Axiomensystem enthilt, d.h. eine endliche Menge ¥
von Aussagen, so dass X=/F1(Y) Da wir aber die endliche
Menge ¥ durch eine Menge ersetzen konnen, die eine einzige Aus-
sage enthilt (ndmlich das logische Produkt der in beliebiger Weise
angeordneten Aussagen der Menge Y), so kann man diese Defini-
nition etwas vereinfachen; wir bezeichnen mit dem Symbol ,2¢
die Klasse aller axiomatisierbaren Systeme und setzen:

Definition 9. XeWN dann und nur dann, wenn es ein solches
xzelS gibt, dass X = I'l ({}).

Wegen des Axioms 1 folgt daraus sofort:

Satz 13. A< K,

Die folgenden Stitze drticken implicite die elementaren Eigen-
schaften der axiomatisierbaren Systeme aus:

Satz 14. Wenn z ¢S, so ¢) Fi{{x})= L dann und nur dann,
wenn xeL; ) Fl{xz))=2S8 dann und nur dann, wenn ZeL;
?) FlL{z)) = Fi({=}).

Sate 16. Wenn x,y¢ 8, so ¢) Fi{a)C Fl{y)) dann und nur
dann, wenn y Dz; °) Fl({w})) = Fi({y}) dann und nur dann, wenn
z=y; °) Filw+-y)) =FI{a}) - FL{y})); Y Flle-y)) =Fi({z, g =
= Fi({=)) + Fl{{y))-

Aus den Sitzen 14 und 15 folgt, dass derjenige Abschnitt des
Systemenkalktils, in dem man ausschliesslich die axiomatisierbaren
Systeme behandelt, und der Algorithmus der Aussagen vollkommen
homomorph sind (diese Homomorphie ist deshalb keine genaue
Isomorphie, weil allen #quivalenten Sitzen ein und dasselbe axio-
matisierbare System entspricht); dies rechtfertigt auch die oben
gemachte Bemerkung, dass der Kalkiil beliebiger Systeme — axio-
matisierbarer und nichtaxiomatisierbarer — eine wesentliche Erweite-

1) Vgl Ty, 8. 27, Def. 9; T,, 8. 875, § 4, insbesondere die Def. 8D (ich
verwende den Begriff der Axiomatisierbarkeit in diesen beiden Arbeiten in einer
weiteren Bedeutung als hier, da ich ihm nicht nur auf deduktive Systeme, sondern
auf beliebige Aussagenmengen beziehe).
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rung des Algorithmus der Aussagen bildet. Jeder Satz des Systemen-
kalkiils, der axiomatisierbare Systeme betrifft, lassl sich vollstindig
oder teilweise (je nachdem, ob in diesem Satz ausschliesslich von
axiomatisierbaren Systemen die Rede ist oder nicht) in die Sprache
des Algorithmus der Aussagen Ubersetzen und umgekehrt, wohei
man jedoch beachten muss, dass die beiden Kalkiile in Bezug auf-
einander gleichsam dual sind: der. Summe von Systemen entspricht
das Produkt von Aussagen, dem Produkte von Systemen die Summe
von Aussagen u. s. w.

Mit Rucksicht darauf kano man den fulgenden Satz aufstellen,
der eine Ubersetzung des Satzes 4 ist:

Sate 16. Fiikren wir in den Postulaten des gewihnlichen Systems
der Algebra der Logik alle Umformungen durch, die in der Voraus-
. setzung des Satzes 6 beschricben wurden, nur mit dieser Abweichung,
dass ,B“ wicht durch ,@% sondern durch U* ersetet wird. Dann
sind alle Postulate I— VII erfiillt.

Daraus ergibt sich insbesondere, dass im Kalkill der axiomati-
sierbaren Systeme der Satz vom ausgeschlossenen Dritten gilt (als
Korrelat des Satzes vom Widerspruch im Algorithmus der Aussagen).
Es zeigt sich jedoch etwas weit interessanteres —die axiomatisierbaren

Systeme sind die einzigen Systeme, die den Satz vom ausgeschlos-
senen Dritten erfiillen:

Satz 17. XeW gilt dann und nur dann, wenn X e© wund
X+ X=358

Satz 17 verdient schon wegen der oben angegebenen Analogie
zwischen dem Systemenkalkil und der intuitionistischen Logik
Interesse: wie man erwarten sollte, gilt der Satz vom ausgeschlos-
senen Dritten in Bezug auf Systeme, die in gewissem Sinne einen
finitistischen Charakter haben, verliert jedoch seine Geltung im
Bereich der ibrigen Systeme. Satz 17 konute seiner Form wegen
als Definition des Begriffes der Axiomatisierbarkeit angesehen werden;
diese Definition wire ganz in Termen des Systemenkalkils for-
muliert.

Das Problem der einfachen Charakterisierung ‘derjenigen Sy-
steme, die dem Satze vom ausgeschlossenen Dritten gehorchen, hat
im Satze 17 seine vollstindige Losung gefunden. Unten (in den
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Sutzen 28, 24 und 26) werden wir die Antwort auf analoge Fragen
finden, die einige andere Sitze des Klassenkalkils betreffen.

Zum Beweise von Satz 17 ist es bequem, folgenden Satz zu
beniitzen, der eine Umkehrung der Postulate III* und IV? aus
Satz 16 ist:

Satz 18. Wenn X, Ye®, XY e¥ und X Ve, so X, YA
(allgemeiner: wenn X, Ye® und X 4 YeN, so gibt es Systeme
X, Yy e, so dass X, CX, Y,CY und X+¥V =X, 1)

Um die Grandlagen des Systemenkalkiils' zu vervollstindigen,
geben wir noch cinen Salz an, der einen gewissen Zusammenhang
zwischen den axiomatisierbaren Systemen und den Systemen von
einem beliebigen Charakter feststellt und der aus den bis jetzt be-
handelten Sutzen des Systemenkalktls nicht folgt:

Satz 19. Wenn X, Ye© wund wenn fiir ein belichiges System
ZeWN die Formel: ZC X stets: ZC Y nach sich zieht, so gilt X(CY.

Wir wollen nun die in den Sttzen 6 und 9 beschriebenen Po-
stulate (gewonnen durch die Umformung und teilweise durch die
Abschwichung der Postulate der Algebra der Logik) mit den Si-
tzen 11, 18, 17 und 19 zusammen als ein System von Grund-
sitzen des Systemenkalkils betrachten, der durch unend-
liche Operationen und den Begriff der Axiomatisierbarkeit berei-
chert ist. Mann kann zeigen, dass jeder Satz des Systemenkalkiils,
der sich auf Grund der Axiome aus § 1 beweisen lisst, aus den
soeben dargestellten Grundsiitzen abgeleitet werden kann (dabei
zihlen wir dem Systemenkalkil nur jene Sttze zu, die ausschliess-
lich Symbole und Termini folgender drei Arten enthalten: 1) Ter-
mini von einem allgemein-logischen Charakter, 2) Konstanten, die
in den Grundsitzen auftreten, sowie Symbole, die mit ibrer Hilfe
definiert werden konnen, und endlich 3) Variablen, die deduktive
Systeme, Klassen von Systemen oder Relationen zwischen Systemen,
Klassen jener Klassen oder Relationen u. s. w. bezeichnen). Diese
Bemerkung bezieht sich insbesondere auf die schon bekannten
Sutze 12, 16 und 18,

1) Ein anﬁloger Hatz gilt anch in dom Aussagenkalliil Heyting's (vgl. 8.514,
Anm. 1)):

eV B TV i Ata ALV T AD D eV TIe ALYV T
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Die oben aufgeziihlten Grundsiitze des Systemenkalkiils sind voneinander

nicht unabhiingig (so z. B, liest sich das Postulat V&b aus den Ubrigen Sutzen

ableiten); ebenso sind die in diesen Sitzen auftretenden Grundbegriffe des Kalkiils.

voneinander nicht unabhiingig, d. h. gewisse dieser Begriffe lassen sich durch die
itbrigen definieren. Indem man die Anzahl der Grundbegriffe reduziert, kann man

zugleich eine bedeutende Vereinfachung des Systems der Grundsiitze erreichen.

Nehmen wir z. B. als Grundbegriffe des Systemenkalkiils nur zwei Symbole an:
,,6“ und das Zeichen der Inklusion ,(C“ (wir sehen von dem allgemein-logischen
Sinne dieses Zeichens ab). Dann kinnen wir die iibrigen Termini des betrachteten
Kalkiils in folgender Weise dofinieren:

D,. Fiir eine beliebige Kilasse § von Systemen : };’ﬁl’ ist das einzige System
]

Xeg’ das die Bedingungen erfillt: (I) YCX fir ein beliebiges Yo R
(2) wenn Ze® und Y C Z fir ein belicbiges Y eﬁ 8o auch X Z,

D,. Fir eine beliebige Klasse § von Systemen: ﬂ Y = 2, Z, wobei jL die
TeQ Yesgt
Klasse aller Sysieme Z ist, die die Bedingung erfilllen: Z C Y fir ein belie-
biges Y e Q.

Dy. Fir beliebige Systeme X und Y : X+ Y= Z’ Z und XY = n Z,
ZeQ ZeQ
wobet § = {X, Y'}.

p,.s5=) ¥ L=] T
Ye® Ye

Dg. Fiir-ein beliebiges System X: X=2 Y.
Ye@ und X' Y =1

Endlich ktnnen wir als Definition des Symbols ,9(* den Satz 17 annehmen. Eg
zeigt sich, dass bei Annahme der obigen Definitionen folgende sechs Grundsitze
zur Grundlegung des ganzen Systemeckalkiils ausreichen: die Postulate 1a, VIIIa
und Xa, die in den 8itzen 6 und 9 besprochen wurden, und die Stze 11, 13 und 19
(das Postulat VIII2 driickt aus, dass es fiir eine beliebige Klasse § von Systemen
genau ein System X gibt, das die beiden in dcr Definition D, angegebenon Be-
dingungen erfiillt),

Es lohnt sich zu erwihnen, dass fiir den Systemenkalkiil auf Grund der Mengen-
lehre eine Reihe verhiiltnismissig einfacher Interpretationen gegeben werden kann.
und zwar aof folgende Weise. Wir betrachten eine belichige Klasse 9[ von Mengen,
die folgende Bedingungen erfiillt; (1) 9( ist nichtleer und hichstens abziihlbar; )N
ist ein Mengenkérper, d, h, die Formel: X, ¥e9( zieht immer: X+Ye( und X— Vel

uach sich f); (3) wenn { eine beliehige Teilklasse von [ ist und D Y= 2 Y, so

Yef Yef
gibt es eine endliche Teilklasse g von ®, so dass ) ¥= 3 ¥, Dann bilden
Ye Yep

') Vgl z. B. F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, 8. 78 fi.
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wir die Klasse & aller Mengen, die Summen einer beliebigen Anzabl von Mengen
der Klagse 9( sind, Der Reihe nach interpretieren wir weitere Termini aus dem
Gebiete des Systemenkalkiils: den symbolischen Ausdritcken pXC Y% upd X Y%
gehreiben wir die gewthnliche mengentheoreusche Bedeutung zu, ebenso betrachten

wir die Summen X+ Y und \g‘Y als gewdhnliche Summen von Mengen (im
YeQ
8inne der Mengenlehre), weiter sotzen wir: § == \ Y und L =0, endlich nehmen
Yedy
wir bei der Interpretation der Symbole ,, n@Y und X (demen man die gewshn-
hd

liche Bedeutung nicht zuschreiben kann) die Deﬁmt]oneu D, und D; zum Vorbild.
Es zeigt sich, dass das auf diesem Wege gewonnene System von Begriffen alle
Grundsiitze des Systemenkalkiils orfitllt.

Vom Gesichtapunkt der uns interessierenden Probleme aus ist der
Umstand, dass der Systemenkalkil innerhalb des Systemenkalkils
selbst verschiedenartig interpretiort werden kann, von grosser Be-
deutung. Um die entsprechenden Sitze bequem zu formulieren,
fihren wir folgende Bezeichnungen ein:

Definition 10. ¢) &* ist die Klasse aller Systeme Ye®, so
dass YCX; ¥) @y ist die Klasse aller Systeme Ye®, so dass X(C Y.

Satz 20. Sei A ein belicbiges dedultives System; sei XA=A-X
fiir ein beliebiges System Xe¢©; sei endlich U* die Klasse aller
Systeme Xe®©4, so dass AC X4 X (und insbesondere sei YA =
=& U, folls AeN). Ersctzen wir dberall in den Grundsiteen des
Systemenkallils die Symbole ,S8% X% ,8% und U* bezichungs-
weise durch 4%, [ XA% @4 und M4 und lassen wir die dbrigen
Symbole unverdndert. Dann bleiben alle Grundsitze des Systemenkal-
kils giiltig, mit Ausnakme der Sitee 11 und 13, die (jeder fiir sich)
dann und nur dann erfullt sind, wenn A e

Satz 21. Sei B irgendein beliebiges deduktives System; sei

weiter X =2Y fiir jedes System Xe© (und insbesondere sei
Ye® und X YCB

=B+ X, falls X eN); sei endlich Ny die Klasse aller Systeme

von der Gestalt B—}— Y, wobei Y e (und insbesondere sei Wp=Cp %A,
vorausgesetzt, dass B ¢ N). Ersetzen wir in den Grundsitzen des Sy-

 stemenkalkils aberall die Symbole LY, ,X¢ ,@% und ,A* bezie-

hungsweise durch ,B*, X4, ,©p% und Mz und lassen wir die
wbrigen Symbole unverdndert. Dann sind alle Grundsdize des Syste-

_menkalkiils erfiillt.


GUEST


522 A. Tarski:

Die angefilhrten Sitze zeigen, dass sich alle aus den Grund-
stitzen  des Systemenkalktils gewonnenen Ergebnisse relativieren
lassen, und zwar nach zwei Richtungen: (1) man kann die Menge S
aller sinnvollen Sitzen dadurch einengen, dass man sie durch ein
beliehiges axiomatisierbares System A erselzt und sich dabei auf
die Betrachtung derjenigen deduktiven Systeme beschrinkt, die
in 4 enthalten sind (wenn es sich um Ergebnisse handelt, die ohne
Hilfe der Satze 11 und 13 bewiesen werden konnen, so ist die
Voraussetzung der Axiomatisierbarkeit des Systems A tiberflissig);
(2) man kann die Menge L aller logischen Sitze dadurch erweitern,
dass man sie durch ein beliebiges deduktives System B ersetzt und
gich auf die Betrachtung derjenigen Systeme beschrinkt, die das
System B umfassen *). Man kann freilich jedes Ergebnis der dop-
pelten Relativierung unterwerfen -— zuerst in einer Richtung, dann in
der zweiten; es ist nicht schwer einen allgemeinen Satz zu formu-
lieren, der die Sitze 20 und 21 als Spezialfille umfasst und die
gleichzeitige Relativierung nach beiden Richtungen ermoglicht.

" Alle weiteren Sitze der vorliegenden Mitteilung sind Folgerungen
der Grundsitze des Systemenkalkiils,

Sate 22. Wenn Xe®, s0 %) X—z X und v X ~]IY
s Ye@X. Ye @X A

Satz 222 steht im engen” Zusammenhang mit dem Satze 19;
im System der Grundsitze des Systemenkalkiils konnte man den
Satz 19 durch Satz 22* ersetzen.

Gesttitzt u. a. auf Satz 22> kénnen wir eine Reihe von not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen tiir jene Systeme auf-
stellen, die den Satz von. der doppelten Negation erfiillen:

Satz 23. Fiir ein beliebiges System X e & sind folgende Bedin-
gungen dquivalent: (1) X = X; (2) es gibt ein System Y e®, so dass
X=Y; (3) die Formel: XC Y zicht fiir_jedes System Ye@ die For-
mel: Y(C X nach sich; (4) die Formel: X_CY zicht fiir jedes System
YeS die Formel: Y'CX nach sich; (5) X=]I Y; (6) es gibt

Ye@y A
eine Klasse RC N, so dass X—-HY
Ye

1) Vgl ein analoges Ergebnis in T,, 3. 368 f., Satz 1. 6 und die anschlie-
ssenden Bemerkungen.
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Folglich sind die Systeme, die den Satz von der doppelten Ne-

gation erfiillen, dasselbe was die Durchschnitte der axiomatisierbaren
Systeme.

In Satz 17 erkannten wir bereits eine charakteristische Rigen-
schaft der axiomatisierbaren Systeme, die ganz in Termen des Sy-

~ stemenkalkils formuliert war; nun werden zwei andere Eigenschaf-

ten dieser Art angegeben:

Satz 24. Iir ein belichiges System X ¢ © sind folgende Bedin-
gungen dquivalent: (1) X e, (2) jede Klasse RC & befriedigt die

Formel: X+”Y=MX+Y (3) fiir jede Klasse RC © eicht

Yef Y
die Formel. X:ZY dic Bxistenz ciner endlichen Klasse ILC@
Yef
nach sich, so dass X =2Y

Yest
In der Bedingung (3) dieses Satzes ktnnten beide Glelchhmts
zeichen durch Inklusionszeichen ersetzt werden. .
Die nichtaxiomatisierbaren Systeme lassen sich in folgeuder
Weise charakterisieren :

Satz 26. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent: (1) XeS—X;

(2) es gibt cine unendliche Klasse 8 ©, so dass X =2 Y, wobei
YeQ
Y=L fhr ein beliebiges YeR sowie Y .Z=L [fiir zwei beliebige
verschiedene Systeme Y, ZeR; (3) es gibt eine unendliche Folge von
Systemen Y, e®, so dass X =Y, + ¥, ...4 ¥,4... wobei
Y,C Y, sowie ¥,== Y, filr ein beliebiges natitiliches n. Man kann
dberdies in den Bedingungen (2) und (3) annehmen, dass alle Sy-
steme der Klasse 8, bew. der Folge Y, axiomatisierbar sind.

Die nichtaxiomatisierbaren Systeme sind also Summen unend-
licher Klassen von logisch fremden Systemen oder auch Summen

.unendlicher Reihen von (in strengem Sinne) wachsenden Systemen.

Ubersetzen wir die Bedingung (2) des obigen Satzes in die
Sprache des Algorithmus der Aussagen (indem wir vorher ,&*
durch ,A“ ersetzen) so kommen wir zum Ergebnis, dass man fur
jedes System X ¢© eine Menge ¥ (C X aufbauen kann, derart dass
(@ X=FU(Y), 8) Y'L=0 sowie (y) x4 yelL fur beliebige
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z,y e¥ (oder, was auf dasselbe hinauskommt, (§') wenn 2, ye¥, )z
und y Dz, so zeL); wenn tiberdies Xe@—2, so (J) ist die Menge ¥
unendlich. Die Bedingungen (8) und (y) drlicken aus, dass Y eine
Menge von maximal unabh#ingigen Aussagen im Sinne
Sheffer’s ist; es ergibt sich daraus a fortiori, dass ¥ eine Menge
" von unabhingigen Aussagen im tiblichen Sinne und demnach eine
Basis des Systems X ist ).

In analoger Weise schliessen wir leicht aus der Bedingung (8)
des Satzes 25 oder auch auf unmittelbarem Wege, dass jedem Sy-
stem X ¢ @ eine unendliche Folge von Aussagen y, ¢ X zugeordnet
werden kann, die die Bedingungen erfilllen: (a) fiir jede Aussage
zeX gibt es ein Glied der Folge y,, so dass y, D (wenn also ¥
die Menge aller Glieder der Folge ist, so gilt 7I(Y)=X); (8) 11D ¥,
fiir ein beliebiges nattrliches #; wenn tiberdies Xe © — U, so (y)
gilt die Formel: y,=y,;, fir kein natiirliches #n. Die Folge von
- Aussagen, die die Bedingung (f) erfullen, knnte man Folge von
logisch wachsenden Aussagen nennes; wenn tiherdies die
Bedingung (y) erfillll ist, so sprechen wir von einer Folge von
in strengem Sinne wachsenden Aussagen.

Unter dem logischen Produkt einer unendlichen
Folge von Aussagen y, verstehen wir eine Aussage x, derart
dass (@) # Dy, fir jedes nattirliche » und (8) wenn 2 eine beliebige
Aussage ist, so dass 2 Dy, fir jedes nattirliche », dann aach z Dx
(es konnen viele solche Aussagen x vorhanden sein, doch sind sie
alle untereinander Hquivalent); in analoger Weise definieren wir
das logische Produkt einer beliebigen Aussagenmenge X. Es scheint
nattirlich zu sein, die Folge von wachsenden Aussagen #, dann kon-
vergent zu nennen, wenn es ein logisches Produkt dieser Folge
gibt; da ein solches logisches Produkt zugleich Produkt des ganzen
Systems X ist, dem die betrachtete Folge zugeordnet wurde, so
werden wir in analoger Weise auch das System X selbst kon-
vergent nennen. Falls das logische Produkt x des Systems X
selbst diesem System angehort, gilt, wie man leicht einsieht, die

Formel: X = Fi({x}), und das System X ist schlechthin axiomati-
sierbar.

') Vel hier H. M. Sheffer, The general theory of notational relativity.
Cambridge Mass. 1921 (herausgegeben als Manuskript), 8, 82; zum Begriff der
Basis vgl. T, 8. 27 ., Def. 7 und Satz 17%; T,, 8. 386 £., insbesondere Def, I. b,
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Die Klasse der konvergenten Systeme werden wir mit dem
Symbol €4 bezeichnen; indem wir die Definition der Konvergenz
in die Sprache des Systemenkalktls tthersetzen, erhalten wir:

Definition 11. X e @ dann und nur dann, wenn Xe¢© und
]I Yed, m a. W. wenn s cin System Y gibl, so dass (1) Yel
Yﬁ‘@x-%
und XCY, sowie (2) fir ein belicbiges System Z die Formeln Z e
und XC Z tmmer: Y Z nach sich zichen.

Wir kennen verschiedene Umformungen dieser Definition:

Satz 26. Fir ein leliebiges System X ¢ & sind folgende Bedin-
gungen dquivalent: (1) X e 6, (2) X e, 8) Xel, (4) X +X=25

(6) X Y=X-F}Y fiir jedes System Ye®; (6) X ¥ = f-{—T’
fiir jedes System Y e ©.

Also ktnnte man die konvergenten Systeme am einfachsten als
solehe Systeme kennzeichnen, deren logische Komplemente axio-
matisierbar sind und die darum den Satz vom ausgeschlossenen
Dritten in der abgeschwichten Formulierung erfullen: X -} X = .

Aus den Sitzen 28, 24 und 26 folgt, dass manche Sitze des
Klassenkalktls, die im Systemenkalkul nicht allgemeingiltig sind,
ihre Geltung dann wiedererlangen, wenn wir mindestens von einem
der Systeme, auf die sich diese Sutze beziehen, voraussetzen, dass
es axiomatisierbar ist (z B. die Sidtze der Transposition, der Satz
der Distributivittit gegen die unendliche Multiplikation), oder auch
nur, dass es konvergent ist (der Satz von De Morgan).

Als Beispiele anderer Sttze, die sich auf die konvergenten
Systeme beziehen, geben wir an:

Sate 27. %) AC G, ¥) XeC€ dann und nur dann, wenn Xe &
und X ¢ €; ©) wenn X, YeG, so X+Ye€ und X-YeG.

Satz 28. Wenn X, Ye®, X+4+YVel und X -Ye€, s0 X, Ye@.

In diesem Satz, der das Korrelat des Satzes 18 ist, kann man
22 nicht durch ,@% ersetzen.

Es erhebt sich die F'rage, ob es tiberhaupt konvergente nicht-
axiomatisierbare Systeme gibt, m, a. W. ob es nichtaxiomatisierbare
Systeme gibt, deren Komplemente axiomatisierbar sind. Wir werden
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spater seben (im Satze 38), dass die Antwort positiv ist, falls es
nur iiberhaupt nichtaxiomatisierbare Systeme gibt, d. i. falls die
Klasse & unendlich ist; andrerseits wird sich zeigen, dass es unter
derselben Voraussetzung auch nichtkonvergente Systeme gibt. Wir
haben also drei Klassen von Systemen: (1) axiomatisierbare Systeme,
die einzelnen Aussagen zugeordnet sind; (2) nichtaxiomatisierbare
konvergente Systeme, die konvergenten unendlichen Folgen von
(in strengem Sinne) wachsenden Aussagen enteprechen, und endlich
(8) divergente Systeme, die unendlichen divergenten Folgen ent-
sprechen. Die Systeme der ersten beiden Klassen haben im allgemeinen
einander dhnliche Eigenschaften; einer der wesentlichen Unter-
schiede besteht darin, dass kein System der zweiten Klasse den
Satz von der doppelten Negation erfullt.
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Non-separable metric spaces.
By

Deane Montgomery?®) (Princeton).

Separability is a property which greatly facilitates work in
metric spaces, but it may be of some interest to point out that this
property has beon unnecessarily assumed in the proofs of certain
theorems concerning such spaces and concerning functions defined
on them. In particular it may be shown that if a subset of an ar-
bitrary metric space is analytic at each of its points, it is an ana-
lytic set in the space. This problem was mentioned recently by
Sierpinski in his discussion of locally separable spaces?), It is
known that a function f(x,y) continuous in x and of class @ in
y is of class @~ 1 in (x,y) under certain restrictions on the spa-
ces in question. Kuratowski? has asked whether or not this
theorem remains true when # and y range over non-separable metric
spaces. It is shown in this note that the theorem does remain true
in this case. The proofs rest on simple lemmas which for some
purposes repluce the classical theorem, true only in separable spaces,
that a decreasing series of closed or open sets is enumerable.

1. The fundamental space to be considered here will be denoted
by M; it is subjeet to no conditions except that it be metric unless
otherwise specified.

Lemma 1. If
() 0% O%..., 0% 0¥,

#) National Research Iellow.

1Y) Fundamenta Mathematicas, Vol. 21 (1988) p. 112, problem of Banach.

) Kuarntowski, Topologie I' (Monografje Matematyezne t. III, Warszawa~
Liwéw, 1938) p. 181 (footnote).
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