Sur quelques familles de fonctions harmoniques.
Par

Paul Montel (Paris).

1. On sait comment le groupement en familles des fonetions
analytiques a permis l'étude des propriétés communes & toutes les
fonctions d’une méme famille, en particulier lorsque cette famille
est normale. Il en est ainsi pour les familles de fonctions méro-
morphes admettant trois valeurs exceptionnelles, de fonctions uni-
valentes ou multivalentes, ete.

On obtient des résultats semblables dans I'étude des familles
normales de fonctions harmoniques réguliéres. Nous allons voir que
les fonctions harmoniques bornées dans un domaine, ou admettant
une valeur exceptionnelle, par exemple, forment des familles nor-
males et nous examinerons quelles propriétés, pour les fonctions de
ces familles, découlent de la solidarité qui les unit.

Examinons tout d’abord quelques critéres de mnormalits. Nous
nous bornerons, en général, aux fonctions harmoniques de trois
variables, mais les résultats pourront aisément s'étendre & des fone-
tions harmoniques d’'un nombre arbitraire de variables.

2. Les fonctions U(x,y,2) ou UP), P désignant le point de
coordonnées «,y, 2, harmoniques et bornées en module dans lewr en-
semble dans wn domaine (D) forment une famille normale dans Din-
térieur de ce domaine, c'est-d-dire dans tout domaine (D’) comple-
tement intérieur & (D).

Soit en effet P un point intérieur & (D); tragons une sphére
de centre P et de rayon J tout entidre intérieure & (D). On a
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do et dv désignant les éléments de surface et de volume de la
sphére, v le volume de cette sphére, a l'angle du rayon avee I'axe

"~ des z.

M, on en déduit

I(Qg)
| dx P
s désignant la surface de la sphére. Soit alors (D) un domaine
complétement intérieur & (D), 20 la distance des frontitres des
domaines (D) et (D). Chaque point P de (D) est le centre d’une

sphére de rayon J et intérieure & (D). Done, en chaque point de (D),
les modules des dérivées partielles premidres de U sont bornés par

Comme |U|<C

le nombre %«y Les fonetions U sont done également continues et

forment dans (D') une famille normale et bornée: la proposition
est démontrée.

3. Les fonctions U(P), harmoniques et positives dans un do-
maine (D), forment une famille normale dans Vintérieur de ce domaine.

Il suffit de démontrer que la famille des fonetions U(P) est
normale en chaque point O intérieur au domaine. Soit B le rayon
d’une sphére (S) de centre O, intérieure & (D); on a, en un point P
de cette sphére, d’aprés la formule de Poisson,

UP) = 4R fUM)

¢ désignant la distance OP, r la distance MP, M désignant un point
de la surface de la sphére. Comme U(M) est positif et que l'on
a les inégalités

d G,

B—o¢ _RB*—9® R-4op
EBFoS # SE—o¥
on voit que

EE—g 1 R(R+9) 1
Frol o f ) da<U(P)<u-~~— Tope f UM)d
ou, d’aprés le théoréme de Gauss,

R(R—0) ;) < iy < Bw+@m)
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Soit alors Uy, Uj,..., Uy,..., une suite infinie de fonetions U,;
choisissons une suite partielle, extraite de la précédente et telle que
les nombres U, (0) correspondants aient une limite 4 finie ou infinie;
nous continuerons & appeler U, la nouvelle suite. Supposons que le

point P reste dans la sphére (S') concentrique & (S) et de rayon E;
2

nous aurons les inégalités
2
5 U0 < U.(P)<6T,(0)

Si A est fini, on voit que U,(P) est borné: done la suite est nor-
male dans (§'). 8i 4 est infini, linégalit¢ de gauche montre que
U.(P) augmente.indéfiniment d’une maniére uniforme dans (S”).
La famille U est done normale au point O, done dans Vintérieur
de (D).

On en déduit aussitdt que: les fonctions U(P), harmoniques dans
un domaine (D) ol elles ne prenment pas une valewr a, forment une
famille normale dans ce domaine.

En effet, en tout point de (D) on a U>a ou U<w; car, si
on avait U> ¢ en un point P, de (D) et U< e en un point P,
de (D), la fonction continue U prendrait la valeur a en un point
au moins de toute courbe intérieure & (D) et joignant P, et P,.
La famille est donec composée 1° des fonctions U pour lesquelles
U.>cc dans (D): cette famille est normale comme celle des fon-
ctions positives U—a; 2° des fonctions U pour lesquelles U<«
d.a}ls (D) cette famille est normale comme celle des fonetions po-
sitives a— U. La réunion des deux familles donne une famille
normale.

Qn démontrerait de la méme manidre que: les fonctions U, har-
moniques dans un domaine (D) ok elles ne premment pas toutes les
valeurs du segment (0, 1), forment wne famille normale.

Comme chaque fonction U/ ne prend pas toutes les valeurs du
segment (0,1), on a ou bien U>0 ou bien U< 1; et la démon-
stration s'achéve comme la précédente.

4. Qn peut daillenrs remplacer la constante @ par une fonetion
harmonique fixe 7, et le segment (0, 1) par une famille normale
et bornée de fonctions harmoniques V. Dans ce dernier cas la dé-
mons‘tration doit étre un peu modifiée. Il agit d’établir que: les
fonctions U, harmoniques dans un domaine (D) ot elles ne deviennent
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pas dgales & toutes les fonctions harmoniques V d'une famille normale
et bornde, forment une famille normale.

Soit Uy, Uy,...y U,..., une suite infinie de fonetions Uj la
fonction U, ne devient pas égale & une fonction V, au moins de la
famille ¥. On a done U,— V,>0 dans (D) ou U,— V,<<O
dans (D). L'une de ces inégalités au moins a lieu pour une infinité
de valeurs de m; supposons que ce soit la premidre et soient
Ny, Mgy-r-s Maye.., 108 valeurs correspondantes de n. La suite V,,
4tant normale et bornée, choisissons une suite partielle 7, telle que
V,;, converge vers une fonetion limite finie V,. La suite U, — Vo
4tant normale, puisqu’elle est formée de fonctions positives, choisissons
une suite partielle z; telle que U,,— V,, converge vers une fonetion W,
finie ou égale & la constante - oco. Comme V. converge vers Vs
fini, on voit que [, converge vers W, -V, qui est une fonetion
harmonique finie, ou vers la constante --co. Ainsi, toute suite in-
finie U, contient une suite partielle convergente, dunc la famille 7
-est normale.

Si on suppose que les fonetions V' sont des coustantes finies,
on voit quon peut remplacer la famille des fonctions V' par un
ensemble de valeurs contenues dans un segment fini. En particulier,
si lon prend toutes les valeurs du segment, on retombe sur un
théoréme précédent.

5. Dans chacun des cas ot la famille est normale, il suffit que
“les fonetions U soient bornées en module en un point fixe, pour
que la famille soit bornée dans l'intérieur de (D).

Considérons par exemple les fonctions harmoniques dans une
sphére (S) de centre O et de rayon R, et prenant au point O une
valeur fixe a,; si elles forment une famille normale, leurs modules
seront bornés dans toute sphére concentrique de rayon 0B (0<K6<C1)
par un nombre qui ne dépend que de ¢, de 6 et du caractére de
normalité de la famille. En effet, la transformation

u(z, v, 2) = U(Rx, Ry, Rz)

remplace les fonctions U harmoniques dans la sphére (S) par les
fonctions » harmoniques dans la sphére-unité (s) concentrique & (S);
la valeur en O est la méme et les familles u et U sont normales
en 'méme temps. On a done les mémes inégalités pour les modules
de u et de U Done,

|U] < 2(ao, 0).
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Examinons en particulier les funetions U positives dans (s) et
égales & a, au centre 0. Les inégalités (1) nous donnent
1—46 146
— Ay 0.
oo S u—o
Nous obtenons ici une limite supérieure et une limite inférieure
positive qui sont les limites exactes. Les valeurs limites sont en
offet atteintes pour la fonction harmonique

1 — o2
Uﬁ*=a0 - 1,BQF7

dans laquelle ¢ représente toujours le distance OP et » la distance
P4 de ce point au point A de coordonnées 1,0, 0. Cette expression
peut aussi s'écrire sous la forme
i3
r

oz |’

U =a, —;+2

qui montre immédiatement que U est harmonique” dans (s). Elle
est évidemment positive. Pour ¢ < 6, le maximum et le minimum
ont lieu sur la surface ¢ = 6 et correspondent au minimum 1 — ¢
et au maximum 16 de r: on retrouve bien les limites indiquées.
Cette fonction est nulle sur la surface de la sphére (s) sauf au
point A4 ou elle est infinie.

Pour une fonction harmonique de p variables, positive dans ’hy-
persphére de centre O. et de rayon wun, égale au centre & a,, om
obtiendrait de méme les inégalités 1)

1—46 1
ag (T—IT——H)”’I KULq (I—_ir)f_p

les limites étant atteintes pour la fonetion

*
UF =a,——% =

1) Cf P. .Appell et J. Kampé de Fériet, Fonetions hypergéométriques
et hypersphériques. .., p. 199 (Paris, Gauthier-Villars & Cle, 1926),
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.6. Lorsque p =1, la fonction est linéaire et les limites sont
évidentes.

Lorsque p =2, U¥ est la partie réelle d'une fonction homogra-
phique de la variable 2= -4y que 'on peut déterminer aisément.
par une autre voie. Les fonctions U sont, dans ce cas, les parties
réelles de fonctions f(z), holomorphes dans le cercle-unité |2| < 1
et dont les valeurs Z sont toutes dans le demi-plan R(Z)> 0. La
transformation:

142

f= T, §=a01_2

transforme le cercle |2| <C1 en le demi-plan R({) > 0. Le cercle
|z] << 6 se transforme en un cercle (y) conjugué par rapport aux
points @, et — a,; son centre est done sur l'axe réel et les extrémités

du diamétre situé sur cet axe sont les points a, i:‘-_z et a, 1—1—2
Les fonetions f(2) deviennent des fonetions F({) holomorphes dans
le demi-plan R({) > 0 et dont les valeurs Z sont dans ce demi-
plan; on a d’ailleurs F(q,)=a,. On sait que les fonections F({)
réduisent la distance non-euclidienne de deux points f, c'est-a-dire
que la distance non-euclidienne des valeurs Z correspondant & §
est inférieure en général & la distance non-euclidienne des points .
Il y a exception seulement lorsque F'({) est une fonction homogra-
phiquer la distance non-euclidienne est alors conservéel). Or, si
|2] < 6, { est dans (y), donc aussi Z, car la distance non-euclidienne
Za, est inférieure & la distance La, et (y) est le lieuw des points
équidistants de a,. On a done

1—9 1-+6
a4, m SRZ)=U<gq 1—8
Les limites sont atteintes pour F({)=(; alors
142
fB)=a, -l—j_z’

et

142 1 — g2
U =% (a = .
2 °1—=2 72
1) Cf. P. Montel, Sur les fonctions méromorphes limites de fractions ration-

nelles & termes entrelacés (Annales Sc. de I'Ecole Normale Supérieurs, s. 3, t. L,
1933, p. 193).
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On retrouve bien ainsi la fonction obtenue an moyen de la for-
mule de Poisson.

Tl serait intéressant d’obtenir la valeur exacte de £2(a,, 6) pour
d’autres familles normales de fonetions harmoniques.

L'inégalité |U| << 2 (ao, 6) est comparable & celles que fournis-
sent les théorémes du type du théoréme de M. Schottky con-
cernant les familles normales de fonetions holomorphes dans un
cercle et prenant au centre de ce cercle une valeur fixe ou de
module borné.

7. Voici maintentant des propositions du type du théoréme de
M. Landau concernant les fonetions holomorphes autour d'un point
o elles prennent une valeur fixe ainsi qu'une dérivée en ce point.
Ces fonetions possédent en outre un critére de normalité.

Considérons des fonetions harmoniques U réguliéres autour de
Torigine O, prenant en ce point une valeur fixe a,. Nous supposons
en outre que l'une des composantes @, du gradient & lorigine soit
fixe, en sorte que la fonction U est représentable par le dévelop-
pement:

U,y 2)=ay+a, 2+b y+¢ 2.

Supposons enfin que la fonetion U posséde un critére de normalité
ne portant que sur les valeurs prises par U: par exemple que U
so0it positive, ou ne prenne pas toutes les valeurs du segment (0, 1)
lorsque le point P(x, y, 2) reste intérieur & la sphére (S) de centre 0
et de rayon R dans laquelle U est réguliére.

Les fonetions :

u= U(Rx, Ry, R#)=a, -+ a, Rx + b, Ry + ¢, Rz }...

sont harmoniques et régulitres dans la sphére-unité (s). Elles forment
une famille normale et lon a, dans la sphére concentrique de

Tayon 5,

1
I'MI < 0 (ao, §)
De l'inégalité établie au paragraphe 2,

[Qu
5

3 M

= '3_)
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on déduit, pour la dérivée o, R & lorigine,
1
30 (ao, ‘2—)

Rla|<< 1
2

3

doty, si a, =0,
60
Rl —.
]

Par conséquent:

Si Pon fixe la valeur a, de la fonction harmonique U & Uorigine
et la valeur non nulle a; d*une composante de son gradient & Uorigine,
il existe un nombre R, ne dépendant que de a, et de a,, tel que foule
fonction harmonique régulitre dans wne sphire de rayon supérieur
& R mne posséde pas dans ceite sphéve le critére de normalité considére.

. Par exemple, s'il s'agit de fonctions harmoniques positives, les
surfaces U =0 coupent toute sphdre de rayon supérieur & R.

Au lieu de fixer la valeur a,, on peut adopter toute autre condition,
pourvu que les constantes soient exclues de la famille considérée.
On peut, par exemple, fixer la grandeur du gradient & Forigine ou
une limite inférieure positive de la grandeur de ce gradiemt. On
peut aussi fixer, ou borner inférieurement, le module d’'une dérivée
& lorigine d’ordre supérieur & un. On peut encore fizer la valeur b,
de la fonction & en up point fixe O’ distinet de O, pourvu que les
valeurs a, et b, soient différentes, afin que la famille ne contienne
pas de constante. Dans chacun de ces cas, il existe un rayon
maximum B ne dépendant que de a, et de la seconde valeur fixée.

Faisons la démonstration, par exemple, dans le cas ot l'on fixe
les valeurs a, et by (a3 b,) en O et (/. Si le nombre E(a,,b,)
nexistait pas, & chaque entier » correspondrait une fonetion U,
harmonique dans la sphére (S,) de centre O et de rayon # et rem-
plissant les autres conditions. De la suite U,, qui est normale dans (),
on peut extraire une suite partielle convergente dans (8;); de celle-ci,
qui est normale dans (S;), on peut extraire une suite partielle conver-
gente dans (S;), ete.; par le procédé diagonal, on obtient aussi une
suite partielle de fonctions U, qui, & partir d’un certain rang, con-
vergent uniformément dans toute sphére vers une fonction limite U,
harmonique dans tout 'espace. Mais chaque fonction 7, a un module
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n
27
que de ag; on en déduit que U est bornée dans tout l'espace: clest
done une constante. Mais U(0) = a,, U(O’)——bo et ag=Fby. Il y a
done contradietion, et il existe un rayon maximum R (a,, bo)

borné, dans la sphére de rayon

8. Considérons en particulier les fonetions U, harmoniques et
positives autour de O; on peut écrire, si la fonetion est régulidre
dans (S), en vertu des inégalités du paragraphe 3

W BE—0) R(B+o0)

“wFer SUSH @—gp>
d'otr Yon déduit

31?—}—9 — ., SER—p

(R+9>’ e S C(RB—o

Si Ion fait tendre ¢ vers zéro, le point P se déplagant sur une
demi-droite fixe issue de O, on voit que

L2y
’dn'

<3ao

En particulier, si la direction est normale & la surface U= q,, on
en déduit que la grandeur 7 du gradient & l'origine est inférieure &

3 . .
—Tg—g. Done, les dérivées partielles de U & lorigine ont des modules

inférieurs & ce nombre. Soit

U=a,+ao4bytczi..
On a

Ba,
Sl

Cette limite est d’ailleurs exacte, car la fonction

3
[a1]<%’ et RB<C

ar a a2
% (1T Y 4
U ( ’ 7_0_)'—a0+a1x+n04

est réguliére et positive dans la sphére de rayon %. Elle est nulle

Ja]
b la surface de cette sphére sauf au point (ia-?g, 0, 0), o elle de-

vient infinie. Ainsi:

par un nombre ne dépendant .
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Toute fonction harmonique
a +a; z+by+...
dans laquelle a, et a,5=0 sont fixes change de signe ou cesse d'étre

régulidre dans toute sphére de rayon supérieur & 3l et cette limite

o)
st exacte.
On trouverait la méme limitation en fixant, au lieu de g, la

grandeur ! du gradient & l'origine; la limite supérieure du rayon

serait ?’Ta“ et cette limite serait atteinte pour la fonetion

le ly 1=z
U;k(g_%,%,m):ao+lx+0y+08+...

Pour une fonetion harmonique de p variables, le rayon de I'hy-
% ., P&

persphére maximum est égal & T ...... I ou l—’ la limite étant atteinte
ay
par une fonetion déduite de Ug, en multipliant chaque wvariable
a l
par —— ou —
pay pa

9. Considérons maintenant les fonctions U, harmoniques et po-
sitives, prenant & l'ovigine la valeur a; et, au point O’ (e, 0,0) la
valeur différente b,. On peut supposer o >0; on peut aussi sup-
poser by > a;, sinon on permuterait les roles des points O et O,

L'inégalité
, R(E -+«
U(0) =t <aY a R +))
entraine, en posant by =up>1,
Qy

Putl 4Bl
ASTTRemn T

Done:

Toute fonction harmonique qui prend aux points O et O’ les va-
deurs positives ay et by (b, < ay) change de signe ou cesse d’ére régu-
lidre dans toute sphére de centre O et de rayon supérieur &

_ . ao+2b0+l/(ao+850 ao
fo= 00 5l — )

£t cette limite est exacte.
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Si Yon fait tendre OO’ vers zéro et b, vers ay, la valeur de R,
.. by—a
a pour limite %, en désignant par g, la limite de —°0 0 °. On re-
a
trouve bien ainsi la limite du paragraphe précédent.

10. Supposons que lon fixe, avec @y, un des autres coefficients
du développement de U en série entiére en =,y,2, par exemple
le coefficient @, de x*. Il est facile de voir que, si ce nombre est
différent de zéro, il existe encore une limite supérieare R, du rayon
de la sphére dans laquelle U est positive,

Considérons, en effet, une fonetion U(x,y, 2) régulidre, harmo-
nique et positive dans la sphére-unité (s); on a, en un point P
intérieur & cette spheére,

1_ 2
U(P)=4—Llnffu(M) ~Lao,

¢ désignant la distance OP et r la distance P du point P au
point M(a, b, c) variable & la surface de la sphére. On a d’ailleurs,

TN
si on désigne par y l'angle POM,
r2=1—2pcosy+ g%
D’antre part,

1
7=Po—}- Py(cosy)o+... 4 P,(cos y) o"+...,

F,(u) désignant le ne polynome de Legendre. On en déduit

1—o?
8

=PF,+ 3P (cosy)o+...4(2n+1)P,(cos y) g"+....

Or, si Pon remplace ¢ cosy par ax - by +-c2, l'expression P,(cos y) 0"
devient un polynome homogéne de degré » en z,y, 2, dont les coeffi-
cients @,, f,...; 4yy... sont des polynomes en a,b,¢. En appliquant
la formule de Poisson et intégrant terme & terme, on en déduit les
coefficients a,, b,,..., {,,... du polynome de Laplace de degré # qui
entre dans le développement de U. On a done

L— (2_"4%_9 f f D) Afab,e) do,
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Mais 4, est compris entre deux limites 4, et A, que I’on obtient
pour deux fonctions particulidres U(a,d,¢). On a done
Cn41)1,a0<<L, << @0+ 1) 2 a.
Appliquons ces considérations pour le coefficient @,. On sait que
Posy)| <1, B(l)=1,  Py(—1)=(—1)"

D’autre part, le coefficient e, est égal & P,(a). Done, si # est im-
pair, on a
. —1 < a, < + 17
les limites étant obtenues pour les fonctions Ug¥ relatives aux points
(1,0,0) et (—1,0,0).
Si 7 est pair et si w, désigne le minimum négatif du polynome
P,(u) dans lintervalle (—1, +1), on a

e < 2, <K+ 1,
les limites étant atteintes pour certaines fonctions Ugk.

Soit alors
Uy, 2)=ay+...4a,2" ... (a, == 0)
une fonetion réguliére, harmonique et positive dans une sphére (8)
de rayon R; la fonetion

U(Bz, Ry, Rz) =0y ... a,R" 2" ...

est réguliére, harmonique et positive dans (s). Done, si # est impair,

on a
|| B < (2n 1) a,
d’ont

n

Egl/gnl_"ct‘ll).f_ngn_

Cette limite est atteinte pour la fonction
@ y 2

+ R, £ R/ iﬁn)=“°+---+anw"+.--,

le signe placé devant R, étant celui de a,. Si # est pair et a, po-
sitif, on obtient la méme conclusion.
Si n est pair et a, négatif, on a

a, B = 2n41)u,a,,

U;*(

d’ot
Rngﬂi—aﬁ_ﬁw
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et .
__.___T__;._..
R<V( a) O_:--Rn;.

la limite est atteinte pour une fonetion Ug* particulidre dans la-

x Yy 2
quelle on remplace x, , 2, par R R

On peut donc énoncer la proposition suivante:

Une fonction harmonique
gt omzt+by+ez4... a0t 4.

dans laquelle a, et a,==0 sont fizes change de signe ou cesse d'étre

regulibre & Uintériewr de toute sphire de cenire origine et de rayon

Supérieur &

nv————g———.—-—-_...
o]

(2n-+1) 2
a,|
si m est impair ou, si m éant pair, a et a, sont de méme signe.
Lorsque n étant pair, a, et a, sont de signes contraires, la limite est

I/(M-HM,, |

A
al

n

#n désignant la valewr minimum du ne polynome de Legendre dans
Tintervalle (0,1). Ces limites sont exactes.

On obtiendrait des propositions du méme type en fixant, au lieu
de a,, les coefficients d'autres termes du développement; par exemple,
des termes en 2"ly, 2" y%.... 2" %z, ete.

Les résultats sont plus simples dans le cas de deux variables ;
dans ce cas, les polynomes de Legendre sont remplacés par les poly-
nomes cosn (arc cos). La limite supérieure du rayon est toujours

R,= l/ 2|%),

afl
Cette limite est atteinte pour la fonetion U (__:th"’ j:an)’
Telative au point 4(1, 0), lorsque % est impair ou » pair et a, positif.

Bin est pair et a, négatif, la fonetion Uy est relative au point

T . n
4, (eos —, 8ln —|.
n n
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11. 1l résulte des paragraphes précédents qu'une fonetion U, har-
monique dans tout I'espace, ne peut y posséder un critére de nor-
malité sans 8tre une constante. En effet, dans le cas contraire, il y
aurait un point ot le gradient n’est par nul et on en déduirait
l'existence d’un rayon maximum pour la sphére dont le centre est
en ce point et dans laquelle le critére est vérifié. Ainsi, une fonetion
harmonique entidre ne peut étre bornée, ni positive, ni admettre une
valeur exceptionnelle.

Pour étudier de plus prés les propriétés des fonctions harmoni-
ques entiéres U nous emploierons la méthode de morcellement qui
nous a permis de préciser les propriétés des fonctions entitres de
variable complexe. Soit done

(2, Y, 2) = U2 w, 2" Y, 2"2)
une famille de fonetions w,, harmoniques dans la sphére (s) de
rayon 7z et prenant dans leur ensemble, dans cette sphére, les
valeurs que prend [J dans 'espace.

Cette famille ne peut &ire normale. En effet, 8'il en était ainsi,
comme

%,(0) = U(0) = ay,
les fonetions seraient bornées dans toute sphére intérieure & (s),

par exemple dans la sphére concentrique de rayou 5 Mais les

valeurs que prend u, dans cette derniére sphére sont les mémes
que les valeurs de U dans la sphére de rayon 2°~' ]l en résulterait
que |U| est bornée dans tout I'espace, ce qui est impossible si U
n'est pas une constante,

La famille u, n’étant pas normale, il y a dans (s5) des points
irréguliers en lesquels elle n'est pas normale !). Le point O ne peut-&tre
le seul point irrégulier, car toute suite partielle convergeant unifor-
mément vers une fonetion finie ou vers Iinfini sur une sphére de
centre O, convergerait uniformément 3 l'intérieur, done au point O,
Soit done I un point irrégulier distinet de O, Dans toute sphére (o)
de centre I, si petite soit-elle, la famille 4, n’est par normale; par
conséquent les fonetions 4, prennent toutes, & partir d’un certain
rang, une valeur arbitraire . Tragons les sphéres (0,) homothétiques
de (o), dans le rapport 27, par rapport au centre d’homothétie (:

1) P. Montel, Sur les familles normales de fonctions analytiques (Annales
Se. de 'Ecols Normale Sup., 8. 8, t. XXXIII, 1916) p, 227,
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la fonetion U prend la valeur ¢ dans les sphéres (0,) & partir d’un
certain rang. Toutes les sphéres (o,) sont intérieures au cone de ré-
volution de sommet O, d'axe 07 ou (4) et circonserit & (o), L'angle
au sommet de ce cone est aussi petit que I'on veut. Done:

Pour toute fonction harmonique entidre, il existe au moins une
demi~droite (4) issue de chaque point O de UVespace, telle que, dans
tout cone de révolution de sommet O, daxe (4) et d'angle aussi petit
que DPon veut, lo fonction prenne une infinité de fois toute valeur finie.

On peut remarquer que, dans chaque sphére (g,), la fonetion U
prend, & partir d’un certain rang, toutes les valeurs du segment (0,1)
par exemple, ce qui ne résulte pas du théoréme précédent. On peut
done, dans Pénoneé, remplacer les mots ,toute valeur finie“ par
ptoute valeur de tout segment fini

Dans le cas des fonctions de deux variables, toute droite (J) de
la fonction entiére de la variable complexe {=x - iy dont U est
la partie réelle est une droite (4), mais la réciproque n’est pas vraie,
Par exemple, pour

eb=¢"cosy + i¢*siny,
il y a deux demi-droites (J) portées par I'axe imaginaire. Pour la
fonetion U==¢"cosy, toutes les demi-droites issues de O dans le
demi-plan () =0 sont des droites (A).

12. Considérons maintenant une fonetion harmonique U, régulisre
en tout point de Vespace distinet de O et nulle & Iinfini. Supposons
que U soit bornée autour de O, done dans tout l’espace, ou que U
soit positive autour de O.

La fonetion
2

, , , 1 7 7 J
V(m,y,z)=;,—U(£ LA —),

/27 r/2! rlg

avee r'? =g 4 5% 123 est harmonique entiére. Si U est bornée,
V est bornée et nulle & Plinfini; done V est la constante zéro et U
est identiquement nulle.

Si U est positive autour de O, V est positive pour + > R’;
soit —M un nombre négatif inférieur au minimum de V dans la
sphére ' <C Z'. La fonetion entidre ¥ est toujours supérieure & —M,

donc elle est une constante C. Alors
U=0Cr' = —q
r

On aurait le méme résultat, si U> — u autour de O.
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Soit maintenant U une fonction harmonique et réguliére autour
d'un point O, bornée ou positive autour de ce point. Tragons deux
sphéres (8,) et (S;) de centre O, de maniére que U soit réguliére
entre (S;) et (S,); (S;) désigne la plus petite sphére. En un point P
compris entre les deux sphéres, on a

1

? 14U, 17 14U
U(P)—4nff dn r dn +4nff dn 7 dn do,

S (S2)

les dérivées normales étant prises vers l'intérieur de la région con-
sidérée. La seconde intégrale représente une fonction U, harmonique
et -régulitre dans (S,). La premiére représente une fonction U,
harmonique et réguliére & Vextérieur de (S;) et nulle & linfini,
Comme le rayon de (S;) est arbitrairement petit, U; est régulidre
dans tout 'espace sauf peut-étre en O.

Si U est bornée dans (S,), comme U, l'est aussi, U, est bornée
autour de O, done identiquement nulle: U est réguliére en O.

Si U est positive autour de O, soit ¢ un nombre non inférieur
au maximum de U, dans (S,); la fonction U, vérifie

U, +p >0 +0,>0;
done, U; > — p autour de O et cette fonetion est de la forme g

U admet en O un pdle simple.

13. Si O est un point singulier isolé de U sans &tre un pole
simple, la fonction U ne peut étre positive autour de ee point, ni
admettre aucune valeur exceptionnelle, Considérons la suite des
fonetions

(2, Y, 2) =U(‘§;v "gz, ‘5;)
définies, an moins pour % assez grand, dans la région comprise entre
les sphéres (S;) de rayon % et (S;) de rayon 2. Cette famille ne
peut &tre normale. Soit, en effet, @, la valeur de u, en un point

fixe, (1, 0, 0) par exemple. Si I'une des valeurs limites de a, est
finie, et si la famille était normale, on pourrait extraire de la suite w,

une suite bornée dans la région -12—< r < 2, done sur la sphére-
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unité, On en déduirait que U est bornée autour de O, done régu-
liére en O.

Si maintenant la suite a, augmente indéfiniment, on pourrait
extraire de la suite u,, une suite partielle convergeant uniformément
vers - oo, par exemple; on en déduirait que U est positive autour
de O et que, par conséquent ce point serait un pole simple.

.1
Ainsi, la suite %, n'est pas normale dans la région 5 <r<2. Soit 1

un point irrégulier; la demi-droite (4) qui porte le segment OI est
Paxe d'un cOne de révolution dont I'angle est arbitrairement petit
et tel que, & lintérieur de ce cone et de toute sphére de centre O,
gi petite soit-elle, la fonction U prenne toute valeur finie.

La raisonnement qui précéde montre qu'il est impossible de
trouver autour d’'un point singulier une suite infinie de domaines
7 <r <r, semblables entre eux et tels que, dans chacun d'eux,
U posséde un critére de normalité donné.

Conaidérons, par exemple, les points de la région 0 << »<C R en
lesquels U est positive et portons notre attention sur les valeurs
de r correspondantes. Il peut arriver que ces valeurs remplissent des
segments (r, 7 4 Ar). On démontre aisément la proposition suivante:

Il ne peut exister une suite infinie de segments dont la largeur
relative Ar,[r, reste supérieure & un nombre positif et tels que la fonction
soit positive lorsque r, <r <r, -+ Ar,.

14. Examinons maintenant les propriétés des points réguliers et
irréguliers des familles de fonctions harmoniques dans un domaine (D).

Soit A un point régulier; considérons une suite convergeant uni-
formément autour de A. On peut démontrer pour cette suite un
. théoréme tout & fait semblable au théoréme bien connu relatif aux
suites de fonetions de variables complexes:

Si une suite de fonctions harmoniques
u,0,...,0,...
converge uniformément autour dun point A vers ume fonction limite

non constante qui prend au point A la valewr o dans toute sphére

de centre A, les fonctions U, prennent toutes la valewr o & partir
dun certain rang.

_ On peut toujours supposer que a = 0, Tragons une sphére ()
de centre A; 'si les fonctions U, ne s'annulent pas toutes dans (8)
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pour 7 assez grand, il y a une infinité de fonctions U, qui gardent
dans (S) un signe constant; par exemple, il y a une infinité de
fonetions U, qui sont positives dans (S). Dans la sphére (S”) eoncen-
trique & (S) et de rayon moitié de celui de (S), on aurait I'inégalité

U,(P) <6T,(4)

du paragraphe 8. En donnant & l'indice n les valeurs correspondant
aux fonetions positives dans (S), on en déduirait que U,(P) conver-
gerait uniformément vers zéro autour de 4, ce qui est contraire

4 I'hypothése.
Done, pour n assez grand, toutes les fonetions U, s’annulent

dans (S).

15. Soit I un point irrégulier pour la famille des fonetions U;
autour de ce point, les fonctions U prennent toutes les valeurs
finies et deviennent égales A toute fonetion harmonique réguliére en I.

Liensemble E des points irréguliers est parfuit, continu ef d'un
seul tenant avec la frontiére du domaine (D).

Cet ensemble est évidemment fermé. Il ne contient pas de point
isolé: on le voit en répétant le raisonnement employé au paragraphe 11.
L'ensemble E est done parfait. )

Si cet ensemble n’était pas continu ou était séparé de la fron-
tiere de (D), on pourrait enfermer une partie ¢ de l'ensemble £
dans une surface & dont tous les points seraient réguliers. Toute
suite infinie de fonctions U donnerait naissance & une suite partielle
convergeant uniformément sur X vers une fonetion finie ou une con-
stante infinie, + co par exemple. Dans le premier cas, la suite U,
convergerait uniformément & lintérieur de J; dans le second cas,
comme chaque fonetion U, a son minimum sur 3, la suite U, con-
vergerait aussi vers - oo & l'intérieur de 3. Done la surface 3 ne
pourrait contenir & son intérieur les points du sous-ensemble e de Z.

16, Considérons en particulier une suite
U, Uy,..., U,...,

simplement convergente & lintérieur de (D). Les points irréguliers
de cette suite coincident avee les points de convergence non uni-
forme, Je dis que, dans ce cas:
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L'ensemble E est non dense.

On sait, en effet, que tout domaine (@) intérieur & (D) contient
un domaine (d') dans lequel les fonctions |U,| sont bornées?): dans
ce domaine (d), la suite ne peut converger sans converger unifor-
mément. On peut méme admettre que certaines valeurs limites de
la suite soient infinies, pourvu que la valeur infinie ait touwjours le
méme signe, positif par exemple. Dans ce cas, on montre de la
méme maniére Pexistence d'un domaine (d') dans lequel les fonetions
U, sont bornées inférieurement, et la conclusion est la méme.

Pour les suites convergentes de fonetions holomorphes Iétude
de lensemble E et des caractéres de la fonction limite a été entre-
prise. M. M. Lavrentieff a fait une étude semblable dans le
cas des fonetions harmoniques %),

17. Une suite de fonctions appartenant & une famille normale
ne peut converger sans converger uniformément 3).

Appliquons ce résultat aux séries de fonetions harmoniques po-
sitives. En chaque point, la suite U, des sommes des 7 premiers
termes a une limite finie ou infinie. Comme les fonetions positives U,
forment une famille normale, on voit que la série converge uni-
formément vers une fonetion harmonique ou vers l'infini.

Si en un point la limite est finie, le second cas est exclu: c’est
le théoréme de Harnack.

18. Supposons qu'une suite infinie U, de fonctions harmoniques
appartenant & une famille normale dans un domaine (D) converge
en une infinité de points P, ayant un point d’accumulation O in-
térieur & (D). Peut-on en conclure que la suite converge unifor-
mément dans lintérienr de (D), comme dans le cas des fonctions
holomorphes d’une variable complexe?

L’exemple de la suite

1 1
w=at =3y ton e =oys g,

) P. Montel, Legons sur les séries de polynomes & une variable complexe
(Paris, Gauthier-Villars 1910), p. 109.

%) Cf. M. Lavrentieff, Sur un probléme de M. P. Montel (Comptes-Ren-
dus des S. de I'Acad. de Se. de Paris, t. 184, 1927), p. 1634. — F. Hartogs
und A. Rosenthal, Uber Folgen analytischer Funktionen (Math. Annalen,
Bd. 100, 1918), p. 212—263.

) P. Montel, Legons sur les familles normales de fonctions analytiques,
ete, (Paris, Gauthier-Villars & Cle, 1927), p. 176.
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qui converge en tous les points du plan =0 et du paraboloide
o* =y (8y +2)

montre quil n'en est rien et que ce cas est & rapprocher de celui
des fonctions de plusieurs variables complexes?).

Pour certaines suites de points P,, la conclusion est cependant
exacte. Par exemple, dans le cas des fonctions harmoniques de deux
variables, on peut prendre des suites P, telles que les droites OFP,
ajent une infinité de positions limites distinetes ?) ou telles que deux de
ces droites limites fassent un angle non commensurable avec l'angle
droit; pour des fonctions de trois variables, il suffira de considérer
des suites P, telles que I'ensemble des droites limites des sécantes
OP, remplissent une infinité de plans distincts, ete.

Comme dans le cas des fonctions de plusieurs variables complexes,
le probléme revient au suivant: déterminer les caractéres d’une suite
dénombrable de points P, ayant l'unique point d’accumulation O de
fagon que toute fonetion harmonique et réguliére en O, et nulle aux
points P,, soit identiquement nulle.

1) P. Montel (loc. cit., p. 406), p. 24b.
3) Ibid., p. 246,
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