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deren FElemente durch die Folgen ®=={K/} gemif} die Bedin-
gungen 1), 2), 8), 4) mit 4= Ay 4+ 4y + 4, 4 ... 4 4,
gegeben sind.

Fir n=E1 kann B dargestellt werden ols
W g

B =

Dabei ist WE die grifte Untergruppe von N*, deren Elemente
in A liegen, ™ die grifite Untergruppe von N deren Ele-
mente in B beranden ®). .

Der Beweis vou (2) ist dem von (1) fast wortlich gleich.

%) Diese Ausnahmsstellung von # =1 kommt daher, dag nur O-dimensionale
Zykel Komponenten haben kdnnon, die (vgl #)) keine Zykel sind, Dagegen gilt
der Satz fitr » =0, wobei fiir A aie Einheitsgruppe einzusctzen ist, Der Bewels
liegt auf der Hand.
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Sur les ensembles analytiques nuls.
Par
N. Lusin (Moscou).

1. Les ensembles analytiques nuls. Un ensemble est dit nul,
gil est dépourvu d’éléments. Les ensembles analytiques nuls sont
définis au moyen de cribles rectilignes C qui sont eoupés par toute
droite paralléle & l'axe 0Y en un ensemble bien ordonné conformé-
ment & la direction positive de 0F. ,

Comme un ensemble analytique nul est un ensemble mesurable B,
son complémentaire (— oo, 4 oo) est décomposé en un nombre
dénombrable (ou fini) de constituantes mesurables B

1) ("‘001+°°)=‘90+81+32+~--+8a+--'/ﬁ-

Le plus petit des indices 8 tels que toutes les constituantes
83 Gppay. /L2 sont nulles est dit degré du erible C définissant un
ensemble analytique nul. Si le degré B du crible considéré C est
de premidre espdce, f = f*- 1, la constitnante & n'est pas nulle,
835 0; elle est dite constituante supérieure. Si le degré 8 est de
seconde espéce, il n'y a aucune constituante supérieure dans le dé-

veloppement (1).

2. Les cribles bien ordonnés, Parmi les cribles rectilignes C
définissant les ensembles analytiques nuls, les plus simples sont
les cribles I' dits bien ordonnés.

Par définition méme, est bien ordonné tout crible rectiligne I
dont la projection orthogonale sur I'axe 0Y est bien ordonnée. Nous
nous bornons ici & considérer les cribles rectilignes dont les éléments
sont des ensembles de classe 0, ou bien, simplement, sont des por-
tions, pris en un nombre dénombrable (ou fini) et situés sur des
droites paralleles & l'axe 0X.
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Désignons par G la projection orthogo.nale. du crible I" sur
Paxe 0Y ef par y un nombre fini ou transfini qui correspond A I’en-
semble bien ordonné G. Nous dirons que y est le type du crible
hien ordonné I

Il est clair que
2) f<y+1
et que, parmi les cribles I bien ordonnés de type ¥, il y en a eﬂ'ecFi—
vement dont le degré 8 est précisément égal & y 4 1. Pour Ie_ voir,
il suffit de prendre un crible I de type y formé d’éléments identiques,
excepté leur distance de laxe 0X.

Oonsidérons maintenant les cribles bien ordonnés I de type
donné y dont le degré B atteint effectivement son ms{aximum Y1,
B=17y- 1. Dans ce cas la constitunnte supérieure existe réellement
et coineide avee 8,, &, ==0. . '

COet ensemble &, dépend évidemment du crible considéré I’ et
est stirement mesurable B. Il importe maintenant de déterminer
précisément sa nature possible.

3. Les cribles dérivés. Tout d’abord, nous nous plagons sur
le terrain général et nous prenons un crible rectiligne C définissant
un ensemble analytique quelconque, mesurable B ou non. Le com-
plémentaire & de 'ensemble analytique Z est décomposé complétement
en ses constituantes, toutes mesurables B,

©) 8=80+8x+6z+---+8a’|‘---/9-

Pour examiner la nature de la constituante &,, nous formons la
suite des cribles dérivés successifs C@ provenant du crible donné C:

(4) C= 0", CO, 0W,...,.00 . /Q.

Nous rappelons iei qu'on obtient un erible dérivé C, si o est
de premtére espdce, « = o* 41, en enlevant de chacun des éléments
du crible précédent, déja défini, C®9, tout point dont l'abscisse
n'appartient & aucune des projections sur l'axe 0X des éléments
de O situés au-dessus de V'élément considéré de O, Et, si a
est de seconde espice, on obtient le crible dérivé C™ en regardant
comme éléments de C@ les parties communes aux éléments corres-
pondants des cribles C®%, o' < a, déja définis.

Ceci étant, prenons un point irrationnel # queleconque dans I'axe 0X
et désignons par P, une droite menée par z et paralléle d I'axe OY.
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D’aprés la définition méme du crible dérivé Cle,
la droite P, ne coupe pas le crible ¢® dans le cas
seul ol le point # appartient & l'ensemble-somme

(5) é'0"'I—‘g1"*"é‘2 —I—...—l—-é’u:-—f-—.../a,
¢ étant un nombre quelcongue, fini ou transfini, et ¢’ <a.

Done, lensemble-somme 8 -8, .. [a est identique au complé-
mentaire de la projection sur Paxze 0X du crible O,

il est clair que
et dans ce cas

4. La quatridme inégalité de M. Sierpinski. Le probléme
qui nous occupe consiste & reconnaitre la nature de la constituante 8,
Or, d’aprés ce qui précdde, il est clair quévaluer la nature de &,
¢'est appréeier celle de 'ensemble-somme 80+81-{—82+...+8a,+.._/a
et, en fin de compte, c'est déterminer la nature des &léments du
crible dérivé (@,

Le probléme que nous nous proposons a regu depuis longtemps
de M. Sierpifiski une solution presque complite ): tel est le
sens méme de ses importantes quatre inégalités. Il est cependant
nécessaire de faire observer que ces indgalités ne sont applicables
quaux constituantes apparentes: dans le cas des constituantes réelles
on ne sait rien,

L'ensemble des trois premidres indgalités de M. Sierpinski
nous donne une hase solide pour la recherche de la borne inférieure
de la classe de la constituante apparente &,, tandis que la quatridme
inégalité de M. Sierpiriski nous donne, et ceci d'une manitre
directe, la borne supéricure de cette classe.

Pour le moment, nous nous contenterons d’étendre la quatriéme
inégalité de M. Sierpinski aux constituantes réelles.

Il est cependant nécessaire de faire quelques remarques prélimi-
naires pour éclaircir la forme symholique que j'ai adoptée pour
cette inégalité, '

Nous prenons eomme base du raizonnement l'ensemble des points
irrationnels en enlevant de Paxe 0X les points rationnels. (Yest le
domaine fondamental. L’ensemble des points irrationnels compris
dans un intervalle quelconque (g, b) aux extrémitds rationnelles est
dit portion du domaine fondamental.

) Voir ma Communication faite au IX® Congrés Internotional des Mathé-
maticiens (Zurich 1932), Sur les classes des constituantes des complémentaires
analytiques, parue dans les Annali delle R. Scuola Normale Superiore di Pisa,
Série II, Vol, II (1938—XI1), p. 276.
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Nous considérons les classes de M, Ch. de la Vallée Poussin
(6) Ky, Ky Koyonvy Kyyoooy Ky, o/ Q.

La classe initiale K, de cette clagsification est formée des en-
sembles £ qui sont des sommes de portions, ainsi que leurs complé-
mentaires CE. L'opération fondamentale qui sert & définir les eclasses
successives de cette classification est l'opération lim du passage & la
limite. Chaque classe K, de cette classification contient des ensembles
de trois espéces. D’abord, les ensembles dits accessibles inférieurement
de classe a: ce sont les sommes d’une infinité dénombrable d'en-
sembles de classes inférieures & @; nous les désignons par Inf. a.
Puis, les ensembles dits éléments de classe ; ce sont des emsembles
inaccessibles inférieurement et qui sont en méme temps des parties
communes 4 une infinité dénombrable d'ensembles de classes infé-
rieures & «; nous les désignons par ¢l ¢. Enfin, les ensembles res-
tants de classe o dits dnaccessibles des deux cotés de classe o; nous
les désignons par Inac. c.

Ce sont les éléments qui jouent le role principal dans la classi-
fication de M. Ch. de la Vallée Poussin: chaque ensemble Inf. «
est une somme d’une infinilé dénombrable d'éléments de classes < ¢,
et chaque ensemble Inac. @ est une somme d'une infinité dénom-
brable d'éléments de classes <Ce, les ¢léments des deux sommes
n'ayant aucun point commun deux i deux.

Faisons maintenant une convention. Si I'ensemble quelconque &
est d'une nature inconnue, mais si nous savons que £ est ou bien
de classe < e, ou bien un Inf. e, nous éerirons

E< Inf. a.

De méme, si Z est de classe <{@ ou bien un ensemble bilatéral 1)
de classe & ou bien un ¢l @, nous écrirons

E<édl. a,

Enfin, si nous savons simplement que # est de classe <C @, nous
écrirons
d B a.

1) On appelle bilatéral un ensemble de classe o qui est & la fois un Inf. «
et une partie commune 4 une infinité démombrable d’ensembles do classoe < a,

Les ensembles hilatéraux existent seulement dans los classes K, ot o cst de
seconde espéce.
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Ceci rappelé, nous passons maintenant & la quatriéme inégalité
de M. Sierpifiski que nous pouvons écrire sous la forme
symbolique )

V) {tout élément du crible CW» < él (2a)

tout élément du crible CwtN < Inf. (2a+-1), n2=1 (fini).

Démonstration. Tout d'abord, daprés I'hypothése posée, les
¢léments du erible initial C® sont des ensembles de classe 0. Il
en résulte que les éléments des cribles dérivés C®, # étant un
entier positif (fini), sont: ou bien des ensembles de classe O ou bien
des ensembles de classe 1 accessibles inférieurement, ce que nous
éerivons sous la forme de l'inégalité symbolique < Iaf. 1. Ceci prouve
que la quatridme inégalité de M. Sierpinfski est satisfaite pour
a=0. ,

Supposons done que linégalité (IV) est vérifiée pour tous les
nombres ¢’ inférieurs & e et montrons ensuite que cette indgalitd
est encore vraie pour le nombre e lui-méme.

Il y a lieu de distinguer deux cas:

Premier ¢as: le nombre a est de seconde espéce. Dans ce cas,
nous avons & ==lim a,, ot o ey <...<<e&,<... Comme liné-
galité (IV) est supposée vraie pour le crible C“, en écrivant le
nombre ¢ sous la forme @, = w a; } #;, ol #, est un nombre fini,
2, == 0, nous avons:

les éléments du crible O < dl. (2@,), i v, =0.

les éléments du erible O < Inf. (2@, 4 1), si #, > 0.
D’autre part, la suite @, &,..., ;... est -croissante. Il en
résulte que les nombres &, @,,..., @,... forment eux-mémes une

suite croissante ou bien stationnaire. D’oti on conelut que le nombre @,
limite de la suite &,, @,,..., satisfait & l'égalité

O :

Or, les éléments du crible C® sont manifestement les parties
communes aux 6léments des cribles précédents C). Ceei nous
améne & linégalité symbolique désirée

les éléments du erible C@W < él.(2@)

o= a

ol o vérifie I'égalité (7).

Fundamenta Mathematicas T. XXV, 8
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Deuxidme cas: le nombre o est de premitre ’espéce. Dans ce
eas Nous avons
a=00-}n
ol n est un entier positif. Comme wa <, nous avons, d'aprés
Vinégalité (IV), l'inégalité symbolique:
les &léments du erible €9 < él.(2@).

D’aprés la définition méme du erible G pour l'exposant « de
premiére espéce, nous en concluons immédiatement que les iné-
galités symboliques successives sont vérifides:

los éléments du crible 0@ < Inf. (2@ 1)
Ol < Inf. (2@ +-1)
Cwet) < Inf. 2@+ 1)

n n n "

n n n

Nous obtenons done finalement
les éléments du crible O < Inf. (28 1)

ot &= wa&-}+n n>=1 (fini),
: c. g f d

5. La premidre évaluation de la constituante supéricure.
La quatriéme inégalité de M. Sierpifski nous permet de faire
la premiére évaluation de la constituante supérieure.

En effet, d’aprés 'inégalité (IV), nous sommes amenés & conclure
que nous avons, pour la projection du erible Clwotn =0 (fini),
Iinégalité unique:

8) projection de CO sur 0X < Inf. 2@+ 1)
quel que soit le nombre @, fini ou transfini, et le nombre entier
» 2= 0 (fini).

Or, nous avons vu que Vensemble-somme 6, & --.../@ est

- identique au complémentaire de la projection orthogonale du crible ¢

sur axe 0X. On en conclut immédiatement que nous avons les
inégalités simultanées:

b+ 848+ Ja<d.23+1)
Bt 6t b+ /< Inf. (i 1),

et
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Nous obtenons done finalement

b+ 8+ 8+ fa<< d Qa1
{ o 8, < 2G4 1
ol e=wea -+ » >0 (fini). '
En particulier, si y=w % 4 », » 220 (fini), nous avons
(10) o 8,<27+1

(est 1’évaluation désirée.

(@)

6. La notation des nombres transfinis. On sait que, si @ ot 8
sont des nombres transfinis quelconques soumis & la seule condition
B < @, il existe un nombre transfini (ou fini) y tel que

a:ﬁ—}—'y.

Nous pouvons convenir d'écrire cette égalité
(11) y=a—p

C'est une simple notation commode.

Il est cependant nécessaire de prévenir le lecteur que la notation
que nous adoptons maintenant s'oppose & la notation classique, d’aprés
laquelle le nombre immédiatement précédant un nombre transfini
donné o de premiére espéce est noté

a—1
tandis que, avec la notation adoptée, nous avons 1'égalité
c=@a—1

quel que soit le nombre a framsfini. Il parait incontestable que la
notation eclassique @ —1 du précédent immédiat dun ¢ de pre-
midre espéce est due A une illusion d’ordre psychologique plutdt
qu’a des motifs théoriques.
Passons maintenant 3 d'autres notations des nombres transfinis.
On sait que tout nombre franfini @ peut étre écrit sous la forme

c=0d-+47»

ol ¥ est un nombre entier (fini),.» = 0.
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Nous eonvenons d’éerire
-«
(12) ’ o == Zo-—’

cette mnotation ayant lieu dans le cas et dans ce cas seul o
oz .

De méme, on sait que tout nombre framsfini o peut dtre éerit
sous la forme

@= 0’} a)‘7‘+wa+....+w3k,

olt &= @ > @ >...> 8, k étant un entier positif, &> 1 (fini),
Nous pouvons convenir d'écrire

€=log, o
ou simplement

(18) @ = log a.
On voit bien que, avec cette notation, nous avons

log (@) =loga +log §
et que

lim (g——log a) = 0,

lorsque @ croft transfiniment, ¢'est-a-dire si lim @ = Q.

Cela posé, nous revenons & Pévaluation (10) faite pour la con-
stituante supérieure &,, Avec les notations posées, nous pouvons
éerire l'inégalité finale (10) du numéro précédent sous la forme

(14) d.&<2lit1

Or, nous allons voir que cette évaluation est encore trés grossiére
et que le terme logarithmique log y est complétement suffisant. On
ne peut ne pas étre frappé de ce fait: nous n’avons pas introduit
Ihypothése que 16 crible considéré C est bien ordonnd.

7. La seconde évaluation de la constituante supérienre.
Considérons un erible bien ordonné I'" quelconque dont les éléments
sont des ensembles de classe 0. Soient y le type du crible I" et &,
la constituante supérieure, & 4=0. Lrévaluation de la classe de 8,

- - ’, -
est basée sur les considérations suivantes:
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Lemme I. Si y=o?, on a 8, S él.{{2(log y) — 174 1.

Démonstration. Iei la marche du raisonnement par recur-
rence est la plus naturelle, ’

La proposition est viaie pour y==1. En effet, dans ce cas le
crible I" est de type w et admet pour &léments les ensembles e, de
classe 0. Il est évident que la constituante supérieure 6, corres-
pondant au crible considéré I' est Vensemble limite complet des en-
sembles e, ¢, ¢,..., ¢,,..., c’est-d-dire est un ensemble 4. (2). On
a done Vindgalits 8, < 4. (2). :

Supposons la_ proposition vraie pour tous les nombres yr, <y,
et montrons sa vérité pour la nombre y lui-méme.

Il 'y & lieu de distinguer deux cas:

Premier cas: y est de premidre espee: ¥ =7+ 1. Dans ce cas,
le crible bien ordonné I, comme étant de type w?*-w, peut 8tre partagé
en une infinité de cribles bien ordonnés partiels Iy, T}, ..., I',,...,
chacun de type w?', de maniére que le crible I',., soit situé au-
-dessus du crible précédent I7,. : ’

Cela poss, désignons par 8™ la constituante supérieure du crible
partiel I',. D’aprés I'hypothése faite, nous avons

(15) ™ < AL [27 — 1)+ 1].

Désignons par H Densemble limite complet des ensembles
60, 8@, .., 8™ ... 8i x est un point de H, z appartient & une
infinité d’ensembles 8. Done, la perpendiculaire P, coupe réellement
une infinité de cribles I, et chacun d’eux est coupé en un ensemble
bien ordonné de type w”". Done, P, coupe le crible donné I" en un
ensemble bien ordonné de type @’ .w=w?. Nous en concluons
que @ appartient & la constituante supérieure 8, de I

Si & w'appartient pas & H, la perpendiculaire P, coupe au plus
un nombre fini de cribles partiels I', de maniére que chacun d’eux

soit coupé en un ensemble de type w?”. Il g'en suit que le crible
donné I" est coupé par P, en un ensemble bien ordonné de type .

‘stirement inférieur & y, y= w”*- . Done, le point » n’appartient

pas & la constituante supérieure &, du crible donné I

On en conclut que l'ensemble H est identique & &,.

Or, Vensemble 7 est I'ensemble limite complet des ensembles
8W, 8™ .. &, . dont chacun satisfait & I'inégalité (16). Il ’sen
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suit que Vensemble limite complet des ensembles 8 doit &tre éerit
sous la forme <Cél [(27+—1) 4 3]

Nous sommes ainsi amenés & conclure que lensemble H peut
tre écrit sous la forme

H<a.(2(ogy)— 1]+ 1}

et que nous avons finalement
(16) 8, <\ d.{[2(logy)— 1] + 1}

Deuxidme cas: y est de seconde espice: ¥ = lim ¥,, on
1< Fa <ooe < oo Dans ce cas, le erible bien ordonné I, comme
étant de type y = w? = lim w?», peut &re partagé eu une infinité
de crib_les partieils bien ordopnés I, 0,.. I,.. de types
Y1 == @, Yy == ", ..., Py = @n,... respectivement, et ceci de ma-
nidre que le erible I, soit situé au-dessus du crible précédent I7,,.

Cela posé, désignons par 8™ la constituante supérieure du crible

partiel I’,. Daprés I'hypothése faite, nous avons
(") 6 < o1, [(2Fn— 1) + 11,
Iei m=1,2,3,... '
Désignons par H lensemble limite complet des ensembles
8 8™ . gm
Les mémes considérations que dans le cas précédent nous mon-
trent que la constituante supérieure &, du crible donné I" est I'en-
semble limite complet [ des ensembles 8™, 8@,..., 8™, ..., clest-
-h-dire que
8, = H.
. Or, l'ensemble limite complet des ensembles ™, comme satis-
faisant & l'inégalité (17), doit tre nécessairement un €L, [(27 —1) 4- 1].
Il en résulte que ‘

8 8,<4.{2(logy) — 1] + 1},
e. q. £ d.

Lemme II. Quel que soit le nombre transfini y, on a
8, << 4. {2(logy)— 1]+ 1}.

Dén:xo‘nstration. On sait que tout nombre transfini y peut
8tre écrit sous la forme

=@ + o 4 on ...+ WPy
U =P 27 2>...2>, k étant un entier positif (fini).
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Ceci étant, divisons le erible bien ordonné considéré I" en k-1
eribles partiels I'y, I'y, I%,..., I', ayant pour types les nombres
w?, @, @M,..., &’ respectivement, et désignons leurs constituantes
supérieures respectives par @, 8%, 69, .., 8®.

Il est clair que la constituante supérieure & du erible donné I
est la partie commune aux ensembles 89, 0, 6®,..., 8®, cest-d-
-dire que

8, == 89 X 6W X 8@ % ,,. X 6,

Comme '

80 <l (2, —1) + 1]
il est manifeste que

(19) 6, < dl.{2(ogy) — 1]+ 1},
: e q. f.d.

(t=0,1,2,.., k),

Lemme IIL Tout ensemble 8 mesurable B et tel que
<< d.[@y—1+1]

peut étre considéré comme la constituante supérieure 6, dun crible
bien ordonné I' de type transfini ,.

Démonstration. La proposition est vraie pour y=1. En effet,
il est évident que quel que soit un ensemble donné & 8<éL(2),
8 peut &tre considéré comme la constituante supérieure d'un crible
bien ordonné I' convenablement choisi de type o, ayant pour élé-
ments des ensembles de classe 0.

Supposons done la proposition vraie pour tous les nombres y’
inférieures A un nombre donné y, et démontrons-la pour le nombre y
lui-méme. '

‘Nous avons deux cas & considérer.

Premier cas. y est de premilre espéce: y = y* -4 1. Dans ce
cas, ensemble donné & est I'ensemble limite complet d’'une suite

infinie d’éléments
8w 8., 8™, .,

_de classes rigoureusement inférieures & (29 —1)?). Iei nous avons

2y —1=02y* 42— 1

%) Voir mes Legons sur les ensembles analytiques, p. 80.
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Or, d’aprds 'hypothése admise, chacun de ces ensembles 8™ ggt
la constituante supérieure d’un erible I, bien ordonné de type
<C ", Nous pouvons supposer ces cribles I7, choisis de manidre
que le erible I, soit situé au-dessus du erible I, préeédent, quel
que soit l'entier positif .

Désignons par I' la réunion des cribles I',, m=1,2,3,.. Il
est clair que I' est un crible bien ordonné de type w? et que l'en-
semble donné & est la constituante supérieure de I

Deuxidme cas: y est de seconde espice. Dans ce cas, l'en-
semble donné & est l'ensemble limite complet d'une suite infinie

d'éléments
8, 8 . 8m

de classes rigoureusement inférieures & y*). Soient ¥y, 4,..., y,,...
les classes respectives de ces éléments; nous pouvons toujours sup-
poser que P <7Yp ... <Yu<lo...:

Cela posé, désignons par I, un crible bien ordonné de type w’=
dont 'élément 8™ est la constituante supérieure. Nous pouvons
supposer ces cribles 1", choisis de la maniére précédemment indiquée:
le crible I',;, est au-dessus du crible .I7,.

. La réunion I" des cribles I, est un erible bien ordonné de
type ?, et on voit bien que l'ensemble donné 8 est la constituante
supérieure de I, c¢. q. f. d.

Nous pouvons maintenant réunir les trois lemmes Gtablis de la
maniére suivante:

Théoréme. Tout erible I' bien ordonné de type y posséde la
constituante supérieure 6, vérifiant Vinégalité symbolique

8, <<dl.{2(logy) — 1] + 1];

réciproquement, fout ensemble & mesurable B vérifiant linégalité

6 dl.{[2(logy) — 1)+ 1} est la constituante supérieure d'un crible T'
bien ordonné de type y.

8. L’application & I’6tude des constituantes d’ensembles
analytiques non mesurables B. Les résultats sequis dans le nu-
méro précédent sur les ensembles analytiques nuls nous fournissent
le moyen de pénétrer de plus prés dans Ja nature de la succession

des constituantes dans le cas d'un ensemble analytique non me-
surable B,
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Soit C un crible rectiligne définissant un ensemble an alytique &
non mesurable B. Désignons par & le complémentaire de I'ensemble Z,
et soit
(A) 8=80—|—-é’,—|—€2—|-...+6m—{—...~|—8a—|—.../.§2

la décomposition de & en ses constituantes.

Comme l’ensemble & est non mesurable B, parmi les constita-
antes &, du dévellopement (A) il y a une infinité non dénombrable
de constituantes non nulles.

Un probléme de haute importance qui peut &tre posé relative-
ment au dévelloppement (A) est le suivant:

Probléme L Reconnaiire, 'l est possible de définir un crible
rectiligne C tel que toute constituante &, du développement (A) soit
composée d'un et d'un seul point?

On sait que parmi les problémes de la théorie des ensembles
analytiques ce probléme a été regardé comme le plus difficile.

Un autre probleéme plus souvent signalé comme digne d’intérét
et cependant aussi difficile que le précédent, est le suivant:

Probléme IL. Reconnaitre, s'il est possible de définir un crible
rectiligne C tel que toute constituante 8, du développemet (A) soit
dénombrable (ou finie)?

Ce probléme peut &tre considéré comme une forme affaiblie du
probléme I dont l'énoncé est, en effet, plus restrictif.

La probléme suivant est d’une forme encore plus affaiblie que
le probléme II:

Probléme IIL Reconnaitre, s'il est possible de définir un crible
rectiligne C tel que toutes les constituantes 8, du développement (A)
soient de classes bornées.

Les difficultés de ce probléme sont aussi graves que celles des
problémes I et II, et on sait que l'on n’a pas réussi jusqud présent
de découvrir ni une loi définissant un tel erible extraordinaire C,
ni une preuve d'impossibilité des lois pareilles, tandis que nous con-
naissons des lois définissant des cribles C dont les constituantes 8 ne
sont pas de classes borndes. M. Sierpindski et moi, nous avons
examiné les classes des constituantes 8, dans certains cas les plus
classiques et nous uvons constaté:
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10 Que les classes constituantes &, ne somt pus borndes;
20 Que les classes des &, tendent uniformément vers Q, sauf les
cas ol il y a une infinité non dénombrable de constituantes

nulles;
30 Que les classes des &, tendent vers 2 en croissant.

D'silleurs, dans le cas des constituantes apparendes, on peut
parfois directement mesurer ces classes: elles sont données par la
formule suivante:

44
el. é‘u= 22)-—{-' 1.

Or, on peut affaiblir davantage le probléme III, en proposant le

Probléme IV. Reconnattre, s'il est possible de définir un crible
rectiligne C tel que toutes les constituantes & puissent Cire enfermies
respectivement dans ' des ensembles H,, 8, << H,, de classes bornédes
et sans partie commune?

Tl importe de remarquer que I'existence des ensembles isolateurs H,
de classes bornées ne suppose nullement que les classes des consti-
tuantes &, elles-mémes soient bornées: celles-ci peuvent bien tendre
vers 0.

Il se peut que ce probléme est plus attaquable, puisque nous
p'instistons en aucune fagon sur une détermination effective des
ensembles isolatenrs H,: nous n'en demandons que l'existence seule,
Néanmoins, ce probléme présente visiblement les mémes difficultés
que les trois problémes précédents.

Nous nous bornons ici & démontrer la proposition suivante, qui
met nettement en lumidre combien les constituantes &, sont dans certains
cas serrées Vune contre Uautre:

Théoréme. 11 existe des cribles rectilignes C lels que les con-
stituantes correspondantes 8, ne peuvent Gire enfermées dans des en-
sembles isolateurs H, de classes bornées.

Démonstration, Nous commengons par considérer un erible
dit wuniversel, situé dans l'espace UXYZ & trois dimensions ot ayant
pour éléments les ensembles & deux dimensions de classe 0. Un tel
crible 0’ est coupé par chaque plan y ==y, suivant un erible recti-
ligne C,, ayant pour éléments des ensembles lindaires de classe 0,
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et il importe de remarquer que tout crible rectiligne ¢ aux éléments
de classe 0 peut étre obtenu de cette maniére.

Soit E un ensemble analytique défini par ce crible universel C
et 8 son complémentaire; & est un ensemble de points & deux di-
mensions situé dans le plan X0Y.

Soit

| @A) =&+ &+ &+ 8+t b0

le développement du complémentaire & en une suite des constituantes &,
toutes mesurables B et & deux dimensions.

Je dis maintenant que ces constituantes planes 8, ne peuvent
étre enfermées respectivement dans des ensembles H, sans partie
commune et tous de classes inférieures & B, B étant un nombre
fixe, fini ou transfini, donné & Pavance.

En effet, prenons un ensemble linéaire queleconque L mesurable B
ot dont la classe 4, ¢l. L =4, est supérieure & §

S A>B

D'aprés le théordme du n® 7 (p. 120), quel que soit le nombre y
satisfaisant & l'inégalité

(20) A <[2(logy) —1]+41,

il existe un crible rectiligne F bien ordonné de type y et dont la

‘constituante supérieure &, est identique & I'ensemble L:

/ 8,=L
Or, l'inégalité (20) est sirement vérifide, lorsqu’on pose
(21) y > o

Done, pour tout nombre transfini ¥ qui surpasse w? il existe un
erible rectiligne I’ bien ordonné de type y et dont la constituante
supérieure 8, coincide avec L.

Cela posé, premons un nombre irrationmel y, tel que le erible
correspondant C,, soit identique au crible bien ordonné considéré I’
Tl est clair que la section de la constituante &, du développement (A)
par la droite y ==y,, 2 =0 coineide avec la constituante supérieure
du crible bien ordonné C,, C,=1I', et par suite est identique
b I'ensemble L.


GUEST


124 N. Lusin:

Or, si nous désignons par 8 la section de la constituante 8,
du développement (A”) par la droite 7 =y,, 2==0, nous avons

I'égalité
(— o0, ’I‘ 00) == 8w + 8 - 8P - .. _I__ g}('ya),

tous les termes &9 étant nuls lorsque a surpasse 7.

D'aprés cette égalité, il est manifeste que I'ensemble isolateur H,
renfermant la constituante &, du développement (A’), doit renfermer
la. section 89‘,3’“’. Done, Hy contient nécessairement des points des
ensembles précédents 809, &0, &M,.../y, puisque la classe de
Vensemble isolateur H,, est inférieure & f, pendant que la clusse de
lensemble 8%, 8 = L, est égale & 4, A étant supérieur' & f.

Nous sommes ainsi amends b une contradiction, ce qui prouve
que les constituantes planes &, du développement (A') ne peuvent
8tre respectivement enfermées dans des ensembles isolateurs H, de
classes bornées.

Il ne reste maintenant qu'a obtenir un développement (A) aux
constituantes 8, linéaires et ne se laissunt pas enfermer dans des
ensembles isolateurs H, de classes bornées, Or, pour le faire, il suffit
de transformer le. domaine & deux dimensions ., , en un domaine I,
linéaire au moyen d’une transformation univoque, réciproque et con-
tinue dans les deux sens?)

z=o(t) y=1uv()
22) { et t=F(w,y)

Il est clair que si nous ajoutons & ces équations lidentité
=2z

nous obtenons une transformation du domaine I, ,, & trois dimensions
en le domaine plan I;,. On voit bien que la transformée du erible
universel C est alors un erible rectiligne C situé dans le plan 702, anx
éléments de classe 0 et dont les constituantes linéaires sont les transfor-
mées des constituantes planes correspondantes du développement (A”).
Comme la transformation du domaine I, , en Z, est univoque, réei-
proque et continue dans les deux sens, il est manifeste que la trans-
formée du développement (A’) est un développement (A) aux con-
stituantes linéaires ayant la propriété énoncée, c. q. f. d.

1) Le domaine plan I, est le plan X0Y dont on a onlové les points ayax;t

an moins une coordonnée rationnelle; le domaine linénire I; est I'ensemble des
points irrationnels de l'axe QT
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Nous complétons ce résultat par la définition suivante: une
constituante &, du développement (A) est dite isolde, s'il existe un
ensemble H, de classe inférieure & la classe de &, qui renferme
totalement &, et qui ne contient aucun point d’'une constituante &’
différente de &,, a' == a.

Voici maintenant le dernier probléme:

Probléme V. Reconnaitre, s'il est possible de définir un crible
rectiligne C tel que toutes les constituantes 8, & partir d'un certain
rang soient isoldes?

Dans tous les problémes [—V il g’agit, bien entendu, des cribles C
qui définissent un ensemble analytique non mesurable B.

9. Problémes ot généralités. Nous allons maintenant reprendre
4 un point de wvue tout-a-fait général les problémes posés dans le
numéro préeédent, et tout particulierement le probléme IL

Nous avons vu que ce probléme consiste & savoir si l'on peut
définir ou mon un crible rectiligne C tel que toute constituanie 8,
du développement (A) '

(4) =68+ +&+. ...+ 8, +...+ & +.../2

soit aw plus dénombrable?

Ce probléme a un trés grand intérdt théorique qui tient & ce
que tout ensemble parfait P contenu dans & est fotalement couvert
par une infinité dénombrable (et non transfinie) de constituantes &,
du développement (A), de sorte qu'au moins une de ces constituantes
est nécessairement non dénombrable, done contenant sfirement & son
tour un ensemble parfait P;, P, <CP. Il s'en suit que la condition
ndeessaire et suffisante pour que le complémentaire & d'un ensemble
analytique E ne contienne aucun sous-ensemble parfait, est que
toutes les constituantes §, soient au plus dénombrables.

On sait que la solution de ce probléme est encore & aftendre.
Tei, jemploie le mot ,solution* au sens habituel et commun, c'est-
A-dire comme une combinaison heureuse de procédés algébriques
{(formels) et de moyens de la logique abstraite permettant ou bien
dobtenir une contradietion verbale, ow bien de définir ce erible C
extraordinaire. Or, on sait que malgré tous les efforts des longues
années, on n'a abouti ni & une contradiction formelle, ni & une dé-
termination d'un crible désiré. '
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Pendant quelques années j'ai regardé le mot ,solution“ comme
n’admettant aucun autre sens que le sens commun indiqué et i cette
époque jai fort hésité entre la réponse posilive et négative au pro-
bléme posé. Aujourdhui j'ai eompris I'impossibilité de nous borner
4 ce sens du mot ,solution“ et la nécessité catégorique de donner
b ce mot un autre sens, sans se placer d’ailleurs, & la fagon de M. Hil
bert, sur le terrain du non-contradictoire. Pour le moment, jomets
ici tous les raisonnements, car leur rédaction détaillée me paralt
devoir &tre longue; je n’en voudrais qu'indiquer bridvement mes
conclusions personnelles & ce sujet, sans entrer en discussion sur
tous les argumenls possibles. Néanmoins, je conserve, cela va sans
dire, toute la responsabilité de ce qui pourra paraitre criticable dans
les considérations auxquelles je consacre ces lignes.

Nous prenons eomme point de départ les idées de M. J, Drach
relstives aux nombres algébriques. Oxn appelle nombre algébrique

3,

toute racine d’une équation algébrique & coefficients entiers:

(B) a 2"t 5"t a0 - a8+ a, =0.

M. J. Drach considére un nombre algébrique comme nombre
idéal et il introduit, pour désigner l'ensemble des nombres idéaux
définis par I'équation algébrique (B), la notation

(a()a Ay, Qgyenny an)-

Cest ainsi qu'un nombre rationnel quelconque est noté (ug, a), et
on peut considérer les entiers a, et @, comme dénominateur et
numérateur de ce nombre rationnel.

Mais un fait de haute importance et qui est une des plus belles
idées de M. J. Drach est que les nombres idéaux ne mous sont
Jamais donnés directement; nous ne pouvons pas les atteindre effec-
tivement, ,toucher* réellement: ils ne sont donnés qu’au moyen de
I'équation algébrique (B), done au moyen d’un symbole de M. J. Drach
(ag) @y, @,..., @,). Néanmoins, nous pouvons encore parler, et ceci
d’une maniére trés légitime, d'une somme, différence, produit et quo-
tient des nombres idéaux: aucun lecteur ne s’y trompera, car il est
évident pour tous qu'en effectuant sur les nombres idéaux les
opérations fondamentales: addition et multiplication, nous opérons
en réalité toujours sur des nombres entiers, en déduisant de plu-
sieurs symboles (aff, af¥,..., af®) de M. J. Drach un symbole unique
final (4o, 4;, 4;,..., 4,).
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De méme, nous appelons complémentaire analytique idéal tout
complémentaire analytique & non mesurable B qui ne contient ancun
sous-ensemble parfait. Les autres complémentaires analytiques sont
appellés réels.

Tout comme les nombres idéaux de M. J. Drach sont
formellement définis an moyen d’'wne équation algébrique (B) et
décrits par le symbole de M. J. Drach, les complémentaires idéanx
peuvent étre formellement définis au moyen dun complémentaire
analytique universel & & deur dimensions. On sait qu'un tel complé-
mentaire & peut &tre déterminé par une construction géométrique
directe et trés simple.

Le role de ce complémentaire universel & peut étre comparé

& celui de I'équation algébrique (B). En effet, & étant situé dans
le plan X0Y, désignons par H, l'ensemble des abscisses z, telles
que la droite z==x, coupe & suivant les complémentaires réels
ayant chacun un sous-ensemble parfait. D’une manidre analogue,
soit H, l'ensemble des abscisses x, telles que la droite x =1,
coupe & suivant les ensembles dénombrables (ou finis). On sait
que H, est un ensemble projectif de type 4, (= PCPE) et que H,
est aussi un ensemble projectif de type 4, (== POPCPE). 1l im-
porte de remarquer que les ensembles H, et H, sont parfaitement
déterminés par deux constructions géométriques fort simples.

Cela posé, désignons par (H,, H,) lensemble des points de
Paxe 0X qui n’appartiennent ni & H,, ni & H,. Ce sont des points
idéaux de I'axe 0X et on obtient évidemment tous les complémen-
taires analytiques idéaux linéaires, en coupant le complémentaire
universel & par les droites paralléles & I’axe OY et menées par les
points de (H,, H,).

Il n’est cependant pas inutile d’insister ici sur un point. On peut
objecter: ,Vous avez supprimé dans I'axe 0X tous le points de H,
et de H,. Or, si H, est le complémentaire de H,, de I'axe 0X sont
enlevés stirement tous les points possibles et par suite il ne reste
pas de points idéaux et, avec ceux-ci, de complémentaires idéaux®.
Cette argumentation, forte en apparence, ne comporte, en réalité, aucun
obstacle. En effet, si I'on prend au sérieux que H, est le complémentaire
de H,, le type méme de H, doit étre CA; (= CPCPE) et non
pas Ay (= PCPCPE). Or, iln’y a pas de transformations formelles
de la définition méme (construction) de H, telles que le type
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de H, autérieurement déterminé comme A en ait ét6 abaissé ulté-
rieurement & CA4,. Et si lon eraint les transformations won formelles
de la définition de H,, on emploiec nécessairement fous les points
possibles de I'axe 0X et, parmi eux, les points idéaux; donme, on
adopte un circulus vitiosus sir. Pour ma part, je crois qu'on ne peut
craindre une contradiction formelle, & tirer ultérieurement de ce
que H, n'est pas le complémentaire de H,, pas plus que les mathé-
.maticiens préoccupés de faire avancer I'Analyse mathématique ne
g'inquidtent des menaces de la théorie de M. Hilbert, qui, peut-étre,
découvrira un jour que PAnalyse mathémalique est contradictoire!

Revenons maintenant aux complémentaires analytiques idéaux,
De méme que dans le eas des nombres idéaux de M. J. Drach,
nous powvons considérer les complémentaires idéaux comme définis
formellement et décrits par le symbole

(Hm Hd)7

de sorte que toute opération sur les complémentaires idéaux n’est
qu'une opération sur les ensembles H, et H, tout-a-fait rdels et
dont la construction géométrique est trés claire, comme combinaison
des notions élémentaires telles que: ensemble universel, somme, partie
ecommune, projection et opération du pussage au complémentaire.

I1 parait que cette voie n'est pas stérile, puisqu'on y rencontre
des problémes qu'on pe peut pas trouver en faisant des recherches
dans les antres directions.

Parmi ces problémes on a le probléme d'un ensemble semi-uni-
versel. On appelle semi-universel tout ensemble plan & composé de
tous les complémentaires analytiques linéaires réels, situés sur les
droites »==(C* et qui ne contient aucun complémentaire idéal On
démontre que & est encore un complémentaire analytique plan et
entirement réel; d'ailleurs, un tel 6 semi-universel differe sensi-

blement d'un complémentaire analytique universel qui contient des

complémentaires idéaux.

Mais il y a plus: on rencontre sur cette voie des problémes
et des principes qui peuvent paraitre entiérement invraisemblables
sur les autres voies. ‘ ,

Tout d'abord, en introduisant les complémentaires idéaux, il est
naturel de considérer ce qu'on peut appeler combinuitd supérieure
d'uue ligne droite et qui présente une analogie sensible avec la
continuité habituelle de Cauchy-Dedekind. Or, cette espéce do
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continuité nous ameéne & énoncer deux propositions suivantes, dont
la certitude me paralt hors de doute:

Proposition I Tout ensemble de points dont la puissance est
aleph-un est un complémentaire analytique.

Proposition IL Tout ensemble de points formé de points des
continuantes 8, du developpement (A) prises au hasard et en un nombre
transfini est encore un complémentaire analytique.

Mais voici une proposition dont la vérité me parait, pour le
moment, seulement probable:

La_somme d'une infinité transfinie d'ensembles mesurables B nu-
mérotés aw moyen des nombres tramsfinis de seconde classe est un
ensemble projectif de classe <G 2. D'ailleurs, si ce numérotage est
effectif, la somme est un ensemble projectif de type B,.

Jajoute qu'on sait que tout ensemble projectif de type 4, est
somme d’'une infinité iransfinie d’ensembles mesurables B numé-
rotés au moyen des nombres transfinis de seconde classe; mais ce
numérotage n’est pas effectif. D'ailleurs on ne connait aucun ensemble
projectif de classe 228 qui soit décomposable en aleph-un ensembles
mesurables B, pas plus qu'un ensemble non projectif ayant cette
propriété. ,

II' ne reste maintenant que dire wn mot sur Phypothése du
continu. Il semble qu'il y a une difficulté assez grave A parler de
Ihypothése du continu et que la nécessité mathématique de parler
des hypothéses du continu s'impose manifestement. Et parmi les
hypothéses possibles du continu, la premitre et la plus élémentaire est
celle de Cantor:

2=y,

Nous l'appellerons hypothése de Cantor ou bien premiére hypothése
du continu.

On sait que M. Hilbert a promis de donner, en se mettant
sur le terrain du nmon-contradictoire, la preuve formelle de I'absence
de contradiction dans I'hypothése de Cantor et que M. Sierpifski
a examiné soigneusement les conséquences les plus diverses de cette
hypothése dans son important ouvrage ,Hypothése du continu®. Ce
livre si riche en conséquences de 'hypothése de Cantor, dont les

nombreuses sont dues & M. Sierpifiski et & son école, ne peut
Fundamenta Mathematicae T. XXV. 9
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pas étre analysé en quelques pages; tous ceux qui s'intéressent i la
-philosophie du eontinu ne manqueront pas de le lire ot d’y méditer.
Cependant & cause de Pimportance méme de I'ouvrage de M, Sier-
piniski, il me parait nécessaire de signaler ce qui me semble un
malentendu: Vhypothése de Cantor n’est pas la seule hypothése du
continu (comme, d'ailleurs, M. Sierpineki lindique explicitement lui-
-méme), méme si l'on fait la convention de se borner & des alephs.
La seule preuve de la vérité de I'hyputhése de Cantor consisterait
4 donner une correspondance univoque et réeiproque Z, effective,
cest-d-dire décrite d’une maniére précise et sans ambiguité possible,
entre les points d'une ligne droite et les nombres transfinis de
seconde classe, Cette effectivité aurait un trés grand intérét et une
grande importance, puisque, dans ce cas, elle sersit une source d’un
trés grand nombre d'importantes relations arithmétiques, algébriques,
geométriques et analytiques. Or, on sait que non seulement nous ne
pouvons pas attendre que les progrés de la Science nous aménent
4 une telle correspondance Z effective, mais que, au contraire,
cest le fait inverse qui est beaucoup plus problable: un jour les
ressources de la théorie de M. Hilbert seront peui-dire si avancées
qu'on pourra tenter avec succés une démonstration de la non-
-existence d’ancune correspondance Z effective, bien que l'existence
d'une correspondance Z non effective soit non contradictoire.

Or, sans une correspondance effective Z, I'importance de I’hypo-
thése de Cantor se trouve fort diminuée: c’est la difficulté seule
d'une preuve de l'absence de contradiction qui attire l'attention des
analystes; hors de cette difficulté la solution de Ihypothése de
Cantor (au sens affirmatif et toujours sans l'effectivité de Z) ne donne
rien, sauf, bien entendu, une foule d'exemples les plus paradoxaux.
Cest dans ce sens que l'on peut souvent entendre parler d'une vraie
importance d’autres problémes mathématiques.

Or, il y a dans la bibliographie mathématique des indications
sur la possibilité d’autres hypothéses du continu, et parmi celles-ci
la plus intéressante est Phypothése qui peut étre éerite sous la forme

9% — M1

Nous ne chercherons pas & donner le nom de l'auteur qui a congu
le premier la sérieuse possibilité d’'une telle hypothése du comtinu;
pour le moment, nous appellerons cette hypothése simplement seconde
hypothése du continu.
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La seconde hypothése du continu, toute conforme qu'elle est aux
problémes et aux: propositions de ce numéro, me parait exempte de
contradiction de la méme maniére que Pest la premidre hypothése
du continu, et on peut espérer que les progrés de la théorie de
M. Hilbert donneront un jour la preuve de l'absence de contra-
dietion dans la seconde hypothése du continu.

Alors, la néeessité s'imposera & nous de choisir entre les diverses
hypothéses du continu, toutes exemptes de contradiction, et ce choix
devra étre dicté par l'observation seule des faifs.

On voit bien combien sont pénétrants les mots de M. Emile

~Borel d'aprds lesquels il faut: ,distinguer les mathématiques réelles

des spéoulations logiques purement verbales, dans lesquelles on ne se

- préoccupe que d'une qualité purement négative: I'absence de contra-

dietion* (Emile Borel, La théorie de la mesure et la théorie de
Vintdgration, Introduction, I, p. 222).

9*
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