Sur les transformations des ensembles par les
fonctions de Baire.

. Pax
W. Sierpinski (Varsovie).

£ étant un ensemble linéaire donné, désignons, pour a=0,1,2
par D, (Z) la famille de tous les ensembles (&), ot f(x) est une
fonetion d’une variable réelle de classe .

Il est aisé de donnmer des exemples d'ensembles Z, tels que
Dy(E) 5= @,(E): tels sont p. e. les intervalles. Or, la difficulté est
d'une nature tout & fait différente pour le probléme d'existence des
ensembles lindaires Z, tels que @, (E)== @,(¥)1). Non seulement
nous ne connaissons aucun exemple effectif d'un tel ensemble R
mais méme nous ne savons pas démontrer son existence qu'en ad-

mettant I'hypothése du continu (2%=g,). Le but de cette Note est
de démontrer ce

Théoreme. Si 2%=y,, il existe un ensemble lindatre B ot une
onction @(x) d'une variable réelle de classe 2, telle que @(&) == f(E)
pour toule fonction f(z) d'une variable réelle de classe < L

Démonstration,

Lemme 1. 1 eviste une fonction @(®) d'une variable réelle de
classe 2, a valeurs distinctes et qui diffire de toute Jonction f(x)

dune variable réelle de classe <1 sur un ensemble de points de
mesure positive.

1) Cf. le probléme que j'ai posé dans Fund. Math. t. XV, p. 198,
%) Les ensembles I, tels que &, ()% @,(B),
(voir L. e, p. 195)
taires analytiques,

ne pouvent pas Gtro analytiques
i or, on ne sait pas 8l ne peuvent pas dtro des complémen-
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Dém. II existe, comme on sait, une suite infinie P, Py, Py,...
d’ensembles linéaires parfaits non denses et disjoints, telle que les

ensembles
S=P 4P+ Pi+... o6 T=P,+ P+ P+...

sont chacun de mesure positive dans tout intervalle.

Posons @(¥) == pour ||e§ et posons g(v)=— x pour tous
les autres » réels. On voit sans peine que la fonetion @(x) est
& valeurs distinctes. Or, l'ensemble S étant un #,, on voit sans
peine que, pour tout a réel, les ensembles E[p(z)>a] et E [p(z)<a]

x ¥

sont des Gy,, ce qui entraine que la fonction ¢(r) est de classe <C2.

Soit maintenant f(») une fonetion (d'une variable réelle) de
classe << 1 et admettons que l'ensemble H=E[f(z) = p(z)] est
de mesure nulle, ‘ ’

Soit w, un nombre réel donné queleconque >0 et soit 6 un
nombre réel, tel que 0 < ¢ <z,. Les ensembles S et 7' étant de
mesure positive dans tout intervalle, on voit que les ensembles
S§—H et T'— H sont de mesure positive dans Ilintervalle (v, — d,
zy+0). Il existe done deux nombres réels z et =,, tels que

(1) xeS—H, g — 0ty <@y 6, xy¢ T'—H, wo—5<mz<xo+d-

D'aprés ¢, ¢ S—H, on a xS, done, daprés @ >z, —36>0
et la définition de la fonction ¢@(x), @ (ry) =, et on a 2, ¢ H, done,
d'aprés la définition de l'ensemble H, f(z)= @(z,). On a donc
Sle)=wm. Or, d'aprés a6 T — H et d'aprés ST=0, on a xye8
et 2y €H, ce qui prouve, d'aprés >z, — >0 et daprés les
définitions de la fonction ¢(x) et de lensemble H, que f(w,)=
= @ (23) = — 5. On a done, d’aprés (1):

@ Slay) “‘f(xz) =z, + 2y > 2 (%, — ).

Nous avons ainsi démontré qu’il existe, pour tout nombre positif
0 <@y, dans lintervalle (z, —6, @, 4 6) deux nombres =z, et ax,,
tels qu'on a l'inégalité (2). Le nombre x, étant >0, cela prouve
que la fonction f(z) est diseontinue au point ;. .

La fonction f(x) est donc discontinme pour tout z,>>0, ce qui
est impossible, f(x) étant une classe <C 1. L'ensemble H n’est pas
done de mesure nulle: les fonctions f(z) et @(x) étant mesurables,

il est done de mesure positive. Le lemme I est ainsi démontré.
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Lemme I1. Si F est une famille de puissance 8 de fonctions
mesurables dune variable réelle et @(x) une fonction dune variable
réelle & valewrs distinctes qui différe de chague fonction f(x) de F
sur un ensemble de mesure positive, il existe un ensemble lindaire I,
tel que (&)= f(E) pour toute fonction f(x) de la famille F.

Dém. Soit #' une famille de puissance &, de fonctions megu-
rable d’une variable réelle. Il existe done une sunite transfinie du
type 2,

®) S1@), fo @)y s fol®), fon@). .. fi(@).. ..,

formée de toutes les fonctions de la famille 7.

Soit ¢ () une fonetion & valeurs distinetes qui différe de chaque
fonction f(z) de la famille F sur un ensemble de mesure positive.
L'ensemble H, =E [f, () 4= ¢(x)] est donc de mesure positive,

done non dénombrable.
Les ensembles Q,(a) =E [ f;(x)=¢(a)], ol aeH, sont done

en infinité non dénombrable et, évidemment deux i deux sans élé-
ments communs. La fonction f(#) étant mesurable, il ne peuvent
pas donc &tre tous de mesure positive. Il existe done un nombre
a ¢ Hy, tel que lensemble N, = @, (o) est de mesure nulle.

Soit maintenant ¢ un nombre ordinal donné queleonqoe > 1 et
<& et supposons que nous avons déja défini tous les nombres a
et tous les ensembles de mesure nulle N; pour £<a.

L’ensemble Su::‘<§'N§ est donc de mesure nulle. Soit A, l'en-

a

(<9

semble de tous les nombres 2, ot § < a: cest done un ensemble
au plus dénombrable. La fonction ®(x) étant & valeurs distinctes,
Pensemble 7, = E [¢(2) e £, (E,)] est done aussi an plus dénombrable,

.Or, la fonction @(z) différe de la fonetion Ja(®) sur un ensemble
de mesure positive. Les ensembles

Hu=?[fa(x)=*:(p(x)] et Ha_(Su+Ta)

sont done de mesure positive, done non dénombrables,
La fonetion @(z) étant & valeurs distinctes, les ensembles

Qa(a)—_—?[fa(m)::qj(a)], ou aekH, — (8,4 17)

sont done en infinité non dénombrable et ¢videmment deux & deux
sans éléments communs, Ta fonetion fu(®) étant mesurable, il ne
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euvent done &tre tous de mesure positive. Il existe donc un nombre

age H,— (Sy+Ty), tel que I'ensemble N, ==, a,) est de mesure nulle.

Les nombres @, et les ensembles de mesure nulle N, ol ¢ < Q,
gont ainsi définis par l'induction transfinie.

Désignons maintenant par I I'ensemble de tous les nm.nl.ores s
ot @< 2 Je dis que lensemble Z satisfait aux conditions du

IL

19m§;’ effet, soit f(x) une fonction donndée quelconq_ue d(? la famille 7.
Daprés la définition de la suite transfinie (3), il existe don’c un
nombre ordinal @ < Q, tel que f(x) =f,(x) (pour & réels). D’apres
la définition du nombre a, on a a, e H, et a;none T,. De a;,eﬂa
on tire, d’aprds la définition de H,, f,(as)=F @ (a,). Or, d'aprés
a, non ¢ T, et la définition de T, on a @ (a,)non € fo(E,), done, vu
la définition de I,: @ (a,) = fy(as) pour § < a.

Or, soit £ un nombre ordinal, tel que o <EC Q.

D’aprés la définition du nombre ag, age Hf_(S5,+ Ty), don?
agnon € S, co qui donne, d’aprés la déﬁx}x'tlon de S; et d’aprés a<C i
agnon e N, = Qq(aq). Or, d’aprés la définition de @, (a), on a Qu(a,)=
= B[ f, () =@(a,)), et la formule a;noneQ,(a.) donne f,(a) 3¢ ().

La formule
fa (aé) 4: @ (aa)
est ainsi établie pour tous les nombres ordinaux §<C Q. Vu la dé-
finition de l'ensemble X il en résulte que @(a,)nonef,(Z), done,
daprés @ (a,) € @ (E) (puisque a,e ), que ¢ (£) = fu(B)=/(E).

Le lemme II est ainsi démontré. '

Pour déduire des lemmes I et II notre théoréme, il suffit de
remarquer que, si 2%=y,, on peut, dans le lemm.e 11, prendre
comme F' la famille de toutes les fonctions d’une variable r_éell'e de
classe <1 et, comme g (z), une fonetion de classe 2 satisfaisant

aux conditions du lemme I.
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