Sur la dualité entre la premiére catégorie
et la mesure nulle.

Par
W. Sierpiniski (Varsovie).

On conpait plusieurs théorémes sur les ensembles de 1% caté-
gorie qui restent vrais quand on remplace dans leurs énoncés les
ensembles de 1™ catégorie par les ensembles de mesure nulle (ou
inversement). Le but de cette Note est de démontrer i I'aide de
I'hypothése du continu un théordme qui explique la raison de cette
dualité entre la 1 catégorie et la mesure nulle.

Théoréme: Si 2%=y, il existe une transformation biunivoque
S(&) de Uensemble X de tous les nombres réels en soi, telle que si E
est un sous-ensemble de X de 17 catégorie, f(E) est un ensemble de
mesure nulle, et si E est un sous-ensemble de X de mesure nulle,
SHE) est un ensemble de 1™ caiégorie.

Démonstration.

La famille de tous les ensembles lindaires #, do 1% catégorie
étant de puissance du continu, il résulte de Ihypothése que M=y,
quil existe une suite transfinie du type £,

(1) le @21 djh'-'a Qim) ¢m+1r"1 Qj§7"'7 (§<'Q)
formée de tous les ensemble 7, de 1w catégorie.

Pareillement, la famille de tous les ensembles @; de mesure
oulle étant de puissance du continu, il résulte de Phypothése que
2=y, qu'il existe une suite transfinie du type 2,

(2) 1119 172: 1751-'~717¢.n Pm+17"'JP§)"'7 (§<‘Q)

formée de tous les ensembles linéaires (s de mesure nulle.
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(4) Sl, Sz, Sa’-.., S(d’ Sw+1,.-., SE?"'
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Posons, pour a << Q:
&) Sa=2 o,9
E<a

— ce seront encore des ensembles F, de 1™ eatégorie.
Supprimons dans la suite transfinie

E<Q
tout ensemble S, tel que ’ensemble S, — 3 S est an plus dénom-
é<a

brable. Les termes de la suite transfinie (4) qui resteront forment,
comme on voit sans peine, encore une suite transfinie du type Q:

(5) 'Sun Suﬂ S“U"" Saa,ﬂ Sam+1""7 ¢§7"' (E<‘Q)

(ce qui résulte aisément du fait qu'il existe pour tout ensemble K
de 17 catégorie un ensemble F, de 1™ catégorie non dénombrable
et disjoint avee K), et les ensembles

(6) Q‘u,=8a‘u -“2‘ Sﬂg
&<u

sont, comme on voit sans peine, tous non dénombrables,

On voit aussi facilement que tout ensemble linéaire de 1% caté-
gorie (en tant que contenu dans un ¥, de 1™ catégorie) est contenu
dans un terme de la suite (5).

Or, posons, pour @ << Q:

0 T.=3T,

£<a

— ce seront des ensembles Gy, de mesure nulle.
Supprimons dans la suite transfinie

(8) Ty, Tyy Tyyerry Tyy Tpparerny Teyeor (E<<9)
tout ensemble 77, tel que I’ensemble 7, —«—f T; est au plus dénom-
@

brable. Les termes de la suite (8) qui resteront forment, comme on
voit sans peine, encore une suite transfinie du type Q

® Tyy Tpy Tpooeos Tpy Toppyees T E< Q)

?) pour @ =1 on doit comprendre pargéﬂ @; 'ensemble vide,
a
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(ce qui résulte aisément du fait qu'il existe pour tout ensemble N
de mesure nulle un ensemble G5 de mesure nulle non dénombrable
et disjoint avec N) et les ensembles

(10) R,=T, — 3T,

é<a
sont, eomme on voit sans peine, tous non dénombrables. On voit
aussi facilement que tout ensemble linéaire de mesure nulle (en
tant que contenu dans un G; de mesure nulle) est contenu dans
un terme de la suite (9).

Les ensembles (6) et (10) sont donc tous mon dénombrables,
done, d'aprés 2%=y,, tous de puissance du continu et il existe
pour tout nombre ordinal g < @2, une correspondance biunivoque
entre les éléments des ensembles @, ot B,

Les ensembles @, (4 < Q) étant disjoints et leur somme étant,
comme on voit sans peine, I'ensemble X, et pareillement les en-
sembles B, (4 <C Q) étant disjoints et leur somme étant lensemble X,
les correspondances biunivoques entre les ensembles Qu ot B,
(pour p <L) déterminent une transformation biunivoque f(x) de
Pensemble X en lui-méme, telle que f (@) =R, pour p < Q.

Soit maintenant £ un ensemble linéaire de 1t catégorie. De la
propriété de la suite () résulte que l'ensemble E est contenu dans
un terme de cette suite, soit & Say. Or, d'aprés (6) (et (3)) on
a évidemment Say;—EQM. On a donec EC X9, dou

usy sy
rect(Fo)=3r0)=3 r—1,
usy usy wsy

(puisque, d’aprés (10) et (7), on a TﬂyzzRM).
sy

On a done f(E)Cpr: P’ensemble Tﬂy étant, d’aprés (7) et
d’aprds ﬁy < £ une somme d'un nombre fini ou d'une infinite dé-
nombrable d'ensembles de mesure nulle, done un ensemble de me-
sure nulle, on en conclut que I'ensemble /() est de mesure nulle.

Soit maintenant & un ensemble lindaire de mesure nulle. De Ia
propriété de la suite (9) résulte que I'ensemble Z est contenu dans
un terme de la suite (9), soit E =T;,. Daprés Tp,=23R, on

<2
a done Z(C % R”, ce qui donne (f~'(z) désignant la fonection in-
U,
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-

verse pour la fonetion f(x))

frECr? (2 Rﬂ) =/ R)=3 =5,

usa 123 usi

done f~(E)C 8,, étant, d'aprés (3) et d'aprés a,<< 2, une somme
d’un nombre fini ou d'une infinité dénombrable d’ensembles de 17
catégorie, donc un ensemble de 1™ catégorie, on en conclut que
lensemble f~1(k) est de 1™ catégorie.

La fonction f(x) satisfait done aux conditions de notre théordme
qui est ainsi démontré.

Voiei une application de notre théoréme.

M. N. Lusin » démontré?) que si 2%=y,, il existe un en-
semble linéaire L de puissance du continu qui a un ensemble au
plus dénombrable de points communs avee tout emsemble linéaire
de 1 catégorie. Soit f(») une transformation qui satisfait aux con-
ditions de notre théoréme. On voit sans peine que l'ensemble f(L)
est de puissance du continu et a un ensemble au plus dénombrable
de points communs avec tout ensemble linéaire de mesure nulle 2).

Nous ferons encore une remarque générale suivante & propos
de notre théoréme.

M. E. Szpilrajn appelle semblables deux familles d’ensembles
F, et F, #il existe une correspondance biunivoque g entre les
ensembles-éléments des familles #, et F,, et une correspondance
biunivoque f entre les éléments de la somme S, de tous les ensembles
de la famille F, et les éléments de la somme S, de tous les en-
sombles de la famille #,, et si, £ étant un ensemble quelconque
de la famille 7, on a toujours f(E)=¢(Z)?*. o

Notre théordme peut tre évidemment exprimé comme il suit:

Si 2=, lo famille de tous les ensembles linéatre de 1™ catégorie
et lo famille de tous les ensembles lindaires de mesure nulle sont
semblables.

1) C. R. Paris, t. 168, p. 1269, Cf. Fund. Math. t. V1, p. 1553. . ’
%) Cf. Fund. Math. t. V, p. 184, ol j'ai démontré directement 1'existence d’un

tel ensemble, o )
%) D'aprés une remarque de M. Tarski la notion de la similitude des familles

d’ensembles est due & B, Russell
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On connait peu dexemples de familles semblables d’ensembles
de points. Telles sont p. e. la famille de tous les ensembles liné-
aires mesurables et la famille de tous les ensembles plans mesu-
rables (superficiellement), ce qu’on peut démontrer sans faire appel
& I'hypothése du continu. .

Quant & notre théoréme, il est encore & remarquer que le pro-
bléme suivant reste ouvert:

Existe-t-il une transformation f(x) qui satisfait aux conditions de
notre théoréme et encore telle que si £ est un sous-ensemble de X
de mesure nulle, f(E) est un ensemble de 1™ catégorie, et si £
est un sous-ensemble de X de 1% catégorie, /~1(E) est un ensemble
de mesure nulle? (En d’autres termes, existe-t-il une transformation
biunivoque .de la droite en soi qui transforme tous les ensembles
de 1% catégorie en tous Jes ensembles de mesure nulle et tous les
ensembles de mesure nulle en tous les ensembles de 17 catégorie?).
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Sur l'isomorphie algébro-logique et les ensembles
relativement boreliens.

Par
C. Kuratowski et T. Posament (Lwéw)

1. Isomorphie. Soit € une famille de sous-ensembles d'un
ensemble donné & (dit I'espace). € est dit un corps algébro-logique,
lorsque 1°: avec X il contient le complémentaire X'= a2 — X de X,
20 avee X, et X, il contient X, 4 X,.

On constate facilement qu'un corps contient, avec X, et X,, le
produit X; X, ainsi- que la différence X, — X,; il contient aussi
Pensemble vide et l'espace &2 tout entier.

Soit F(X) une fonction qui fait correspondre & chaque ensemble
appartenant aun corps C un sous-ensemble d'un espace donné 2
(différent ou non de Q).

Nous appelons la fonction #(X) une isomorphie algébro-logique
lorsqu’elle satisfait aux conditions suivantes:

(1) . F(ee) =2,
@) F(X, — X;)=F(X,) — F(X,),
(3) F(X)=0 entraine X =0.

Les formules (1) et (2) impliquent que 1)
F(X, + X,) =F(X,) + F(X,), F(X;+X,)=F(X)-F(X,)
FX)=F(X), F(0)=0.

1) Cf. la note de M. Posament: ,Sur quelques propridtés des fonctions
d’engembles®, C. R. de la Soc. de 8c. de Varsovie 1934.


Yakuza




