Sur les nombres dérivés approximatifs.
Par
Vojtéch Jarnik (Praha)

§ L. Notations et résultats.

On dit qu'une fonction mesurable #(f) (d'une variable réelle *)
posséde au point #, une limite approximative égale & A, #'il existe
un ensemble mesurable E, dont #, est un point de densité *) tel que
EIEE z(t)=A (notation: Pﬂxz ap z(t) = 4).

_ La limite approximative

. z(t') — x(2)
lim ap =5 —

si elle existe, s’appelle la dérivée approximative de x(t) au point 2.
8l existe un ensemble mesurable K dont ¢ est un point de densité
supérieure droite égale 4 wun?) tel que l'on ait

MEGES N

et ’

on dit que 4 est une dérivée droite sur une épaisseur supérieure
4gale & un de la fonction x(f) au point ¢ (plus briévement, nous
convenons de dire que A4 est une dérivée essentielle droite de x(t)
an point &) Pour le c¢6té gauche, on a une définition symmeétrique.

1) Tous les nombres de cette Note sont réels.
1) Cleat-b-dire Lim (h-} k)2 u[E- (¢, —h, t,+ k)] =1 pour A—>»0, k—»0,
2>=0,k=0, h4+ k>0 (uM signifie la mesure lebesguienne de M).
%) C'est-a-dire lix:x sup i w[E- (¢, ¢t h) = 1.
-0t
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On connait le théoréme suivant trés remarquable, dfi & MM. Den-
joy1) et Khintehine ®): Soit 2(¢) une fonction mesurable et finie
dans un intervalle (a,b); dans tous les points ¢ de (a, b), excepté
au plus un ensemble de mesure nulle, un de deux cas suivants se
présente:

1). () posséde au point ¢ une dérivée approximative finie.

2). Au point #, chacun des deux nombres —f-oco et —oo est
une dérivée essentielle droite et gauche de z(f).

Je vais ajouter & ce théoréme deux compléments. Pour commencer,
je vais démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 1. II existe une fonction x(t), continue dans Uinter-
valle (fermé) 0, 1> et telle que Uon ait

limap x——————»—-—(tlé — (b)) =00
ot T P —1 |
presque partout dans {0, 1.

Tei, c’est donc le cas 2) du théoréme de Denjoy-Khintchine
qui se trouve réalisé presque partout; et, au surplus, on voit que
pour cette fonetion les valeurs limites finies de (2 (") — z(@) (' —1)
sont pour ainsi dire négligeables & coté des valeurs {-oco et — oo.
Mais les fonctions ayant cette propriété ne sont que des fonctions
exceptionnelles dans l'espace des fonctions continues. En fait, nons
allons démontrer le théordme suivant. qui montre que, pour la
plupart des fonctions continues, les valeurs limites de (z(t') — z(8):
(¥ —t) sont au contraire dispersées d’une maniére complétement
uniforme parmi tous les nombres réels:

Théoréme 2. Il existe, dans Despace C3), un résiduel A jouissant
de la propriété suivante: & tout z(t)eA on peut faire correspondre un
ensemble B(x(t)) de mesure nulle tel que tous les nombres réels (y com-
pris oo et — oo) soient des dérivées essentielles droites de x(8) & tout
point te(0,1) — B(x(£)).

1) Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés pon sommables, Ann. Eeole
normale 33 (3), 1916, p., 127222,

1) Recherches sur la structure .des fonctions mesurables, Rec. math. Soc. math.
Moscou 31 (1924), p. 265—285 et 377—433.

3) C est I'egpace de toutes les fonctions (1) réelles et continues pour 0101,
avec la définition nsuelle de I'dcart, Toutes les motions relatives, tant qu'il s'agit
des ensembles de fonctions, sont & interpréter par rapport i I'espace C. Un réai-
duel est le complémentaire d’'un ensemble de premiére catégorie, C étant lni-méme
de seconde catégorie, un résiduel ne peut pas 8tre vide,
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(I est inutile d’énoncer le théordme tout--fait symmétrique pour
le coté gauche).

Remarquons encore que le théoréme 1 se trouve en une liaison
étroite avec quelques théorémes bien connus que voici: 2 (f) étant
une fonction finie absolument queleongue, la relation

lim z(t) — x(f) m'oo

ety B —1
v'est pas valable que dans un ensemble de valeurs de ¢{ de mesure
nulle. On peut généraliser ce théoréme de M. Banach 1) dans deux
directions différentes: d’un coté, on peut remplacer l'expression
(@(#) — = (#) : (t'—1) par sa valeur absolue, de I'autre ¢6té, on peut —
au moins si z(f) est mesurable — remplacer lim par lim ap; dans
les deux cas. le théoréme subsiste ). Mais, d’aprés notre théoréme 1°r,
il n'est pas permis de généraliser le théoréme de M Banach dans
les deux directions simultanément.

§ 2. Démonstration du théoréme 1er,

Nous construisons tout d’abord deux suites de nombres positifs
ky, kyy.; dy, d,... jouissant des propriétés suivantes (pour n==1,2,.):

. 1
® Y ba <y Vs ) b > 2 (0) > 26;

m==1

1 1 1
(d) 5 k, — gl/lc—,, > ) Vk,; (e) 31-; est un nombre pair;
(f ) kn-(-l dn-}-l < 2_2"‘1 dn ’ (g) kn—i—l dn+1 < 'él'kn dn; (h) dn-l—! < - dn .

Liexistence de telles suites est manifeste. Ensuite, nous définissons
#,(?) de la maniére suivante:

pour t=21d, (l::O, 1,2,.., 2;) on a ,(f) = 0;

*) Bur les ensembles de points ot la dérivée estinfinie, C. R. dcad. Se. Paris,
178, 1921, p. 457—459.

% La premibre généralisation est dfie & MM. Saks et Zygmund, Sur les
faisceaux des tangentes & une courbe, Fund, Math. 6, 1924, p. 117—121; la se-
conde est une conséquence directe du théoréme de Denjoy-Khintchine.
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1 .
pour t=(2141)d, (l=0, 1, 2,...,—2—3—-——1) on a x,(0)=k.d,;

1
pour 1d, <t < (+1)d, (1=0, 1,2 1),

yrery d_ -
"

z,(#) est une fonction lindaire.

L'image de la fonetion z,(¢) se compose alors de d;! segments
rectilignes dont les coefficients angulaires sont alternativement k,
et —k,. On a toujours (voir (g))

(1) . 0 é Z, (t) é krz dn é 2—n+1k1 dl 3
done, la fonction
z(t) = Y m()
k=1

.est une fonction continue dans <0, 1>. Nous allons démontrer quelle
jouit de la propriété annoncée au théoréme 1°, .
Nous allons appeller ,points du n-éme ordre tous les pointsid,

1
(=012 7
points de lintervalle <0,1)> dont la distance du chaque point du

). Pour chaque 7 soit E, l'ensemble de tous les

n-éme ordre surpasse 2"d,. Soit E=lim inf £, = S IIE; en

RmoQ n=1kmn

posant F=(0,1>—E, F,= €0,1> — E,, on aura évidemment
l"’Fn - 2—n+1, F:_ﬁ E Flu d’olt ”Fé E?"Hl.:*ﬂ“""l‘ﬁ pour

ne=l k=n kep

chaque #, done uF =0, p E= 1. Pour compléter la démonstration,
il suffira donec de démontrer: pour chaque i, ¢ £ on a

{2) lim ap M

o PR to % == 00 1).

Soit done #, un point de E qui va rester fixe dans la suite:

. N o0
Tl existe alors un nombre entier 7, > 1 tel que t°€n1.€, B,

Nous désignons pour n==n, par %, le point du n-éme ordre
-qui satisfait aux inégalités &, <7, <t -+ d, (donc tous les autres

1) A cause de la symétrie de x(f) et de E, on peut se borner & la considé-
ration de la limite approximative du ctté droit, par exemple.
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points du #n-éme ordre sont ou bien <, ou bien > 7,). L’asser-

tion (2) va évidemment 8tre démontrée, si nmous démontrerons le-

lemme suivant:

Lemme 1. Soit n=mn,; pour chaque T de Uintervalle ©,., <
=T, soit M(T) Vensemble de toutes les valeurs t de lintervalle
<<t = T, pour lesquelles

[2(8) — x(%,)
; ( 2 —1, ( 2 ' <3 V—na

alors on a
® W) = (gt 2 ) 0 — )

(Remarquons que k,—> co 4 cause de (b))

Démonstration. n étant fixé (=n,), désignons par N Ven--
semble de toutes les valeurs de # qui satisfont aux inégalités

®(t) — z(h)

h<t<, t_to ) <3 3V

Evidemment on a (pour 7,,, < I'<1,)
@ M(T)=N-, T
A cause de i, ¢ £, E,.; on a (voir (b))

(5) 2—”“‘ dn-H < Trz-i-l - to < dn+l < 2—1: dn < Ty — t() .
Pour

(6) W27 T — ) St
on a (voir (a), (1), (6), (), (8), (f), (e))

3zt S c i

mel me]

5 {7
,2 t_tm(o) <2kd t<
mentd ° m=n+2 Tt

< 2hadua P < 3 < g Vi
d'od
]‘”(t — z(fo) __ () — w4(t,) _ Tpa(8) — 20 ()
[ t—1¢ t— 1, t— 1,

1
<3 V..
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Mais pour les valeurs de ¢ que nous avons en vue, on a &vi-
demment (x,(t) — x,(4)):(t—1,) = + k,.

Les deux cas étant tout-a-fait symétriques, il en suffit de con-
sidérer le premier (4 k,). On aura donc

Im(t) — x(%)) Z,44(f) — =, (ty)] 1
M —W*k"_l“—t——‘%i_ <5VZ’;

pour toutes les valeurs #, satisfaisant aux relations (6). Ceci étant,
nous allons montrer que

(8) NC<tyto 427 (Taps—1)> +<Tup1, Tupr + 2k, dgy K.
En effet, pour £, 27"(7,, — ) < t << T,q1 O &
(“"'n+1(t) — (b)) : (F—1p) = + kot
d'ol (voir (7), (b), ()

l z(t) — =(ty)
BT

1py— 1

de méme, pour 7, + 2k, d,. k<<t <7, on a (voir 1)

> ktz—[—l - kn

1
|Z1(8) = @agalo)|: [t —to] < B Duia 27 By dih By = 5k
d’otr (voir (7), (d))

|z(t) — 2(t,) 1
T b L

5 2

Soit I;= (Tuyy+1d,y1, Tupa+ 14+ 1) d,41>, ol I parcourt tous-
les nombres entiers de lintervalle
(9) 012k, 12

Chaque nombre ¢ de l'intervalle {z,,;, 7, a2k, daya k1) étant
contenu dans un (au moins) intervalle I,, on a d’aprés (8)

(10) NC <ty by + 2" (@ — )> +2‘ NI
0<I< 2k, 0
Evaluons u[NI)]. Soit 7 lensemble de toutes les valeurs ¢,
pour lesquelles

(11) tel, Pl g |
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Pour t&l,— Z, on aura alors (voir (7))

e N A 1
]
-done teI,— NI, dol
(12) N1,C Z,.
Evaluons uZ;: pour tel,, on a ou bien Bpgy (B) = (—Tpp—1 [

ou bien @, (¢) = knya @upa — —(t— Tup1— By ) - Posons ,41(f) =Yo3
les relations (11) entrainent alors ou bien la relation

l(f — Tpyy — L us) Kngs — Yo Lk,
rE—y

<Vk,

i

ou bien la relation

(—Tpn— ldn+12 k,,+; —kuaGnpnt Yo k,,t = V.
)

En observant que ¢ —f < (14 1) dpga + (Tups — to) <1+ 2)duyy,
on en déduit les deux relations suivantes, correspondant respecti-
vement aux deux ecas indiqués:

1 —t) (s = F) - (o — Tupr— 1) B — 9ol < (4 2) duga Vs
Kt — 1) (Fepga — k) -+ (to —Tpp1 — bdnpa) kn+1 = g1 upa “+ 4o l <
< +2) dual.

Done, ensemble Z, est contenu tout entier dans un intervalle
dont la longueur ne dépasse pas le plus grand des deux nombres

20+ 2) dosa View (eusa + %)% 204-2) duga By (B — B, dod
{voir (b))
(13) 82 < 40+2) dun Ve .

Soit maintenant 7,; << T'=1,; nous allons distinguer deux cas:

A, Soit 7,32k d, k7 §T§z,,; alors on a, d’aprés (4),
(10), (12), (13)

WMD) < 27" (s — o)+ Y 4042) dus VB - B
0= 1=kl

= 2"+ 4 @l b7t 4 28 Ay Vione s
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Mais, d'autre part, T'—iy > 2k, 3 d, k72 > dyyy, d'odl (remar-
quons que 2k, k1 2 <4k, k7 et 20 < 72)

12

= (T — t).
) @)

B. Soit 7,4y =< 7'< %pqs +2knp1 dys k575 il existe alors un nombre
entier ! de lintervalle (9) tel que Tel,. On a alors d’aprés (4),
(10), (12), (18)

BM(T)) < 27 (5 —10) + Y 4342 dup V.
sast
8i 1==0, on aura T'—#,=17,.4—1, >27"1d,,,, dou (voir (b))

w[M(T) < @ + 8k, by - 274 (T — ty)

=5+ V") (T'= 1)

S8i 1>0, on anra T—1#; > Idyyy > 5,0 — 1, 14231 dou
(voir (9))

w(M(T)) <2 (T— to)+4(l—|—2)?d,,+lyk—,,k;+l
< 27T — 1) + 861 Vk, by (T — 4y)
(1 72\

Vi ) (T— ty).

Nous avons ainsi démontré Vinégalité (3) dans tous les cas possibles.
Remarque. La fonction z(f) que nous avons construit satisfait
4 la relation

WM(T) = (5

(14) timap [2) — 2] _

vt | T —18 I
presque partout dans <0,1>. On en peut facilement déduire une
fonction y () de la deuxiéme classe de Baire, satisfaisant & la relation

== OO

(1B) liLn fP 5—‘——"“? : ty(t)

partout dans (0, 1). En effet, soit & (C(0,1) un ensemble de mesure
nulle qui est un G4 et qui contient tous les points #¢(0,1) pour
lesquels (14) est en défaut. Posons y(f) =z (¢) pour te0, 1> — G,
y({#)=—1 pour te@; pour te@, la relation (15) est évidento
4 cause de la relation y(#) —y(f) ==(#)+ 1=1, valable pour
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presque toutes les valeurs # (remarquons que (') =0); pour
te(0,1) — G, la relation (15) est une conséquence de (14), parce

que y(¥)— y(t) ==(t") — x(f) pour presque toutes les valeurs #'.
Enfin, y(f) est une fonction de la deuxiéme classe de Baire, étant
continue sur chacun des ensembles G et <0, 1> — @, dont le pre-
mier est un G4, le deuxi¢me un F,7).

§ 3. Démonstration du théoréme 2°me,

Soit (a, b) un intervalle fini; nous dirons que (a, b) est un infer-
valle essentiel de la fonetion x(f) au point #, &l existe un ensemble
mesurable £ dont ¢ est point de densité supérieure droite égale
3 un tel que les relations #' ¢ B, #' > ¢ entrainent les inégalités

(t)— w(t)

a << < b,

Nous allons montrer: pour démontrer le théoréme 2%we, il suffit
de démontrer le lemme suivant:

Lemme 2. Soit (a, b) un intervalle fini. Svit A(a, b) Vensemble de
toutes les fonctions x(t) e C qui ont la propridté suivante: Pintervalle

(a, b) est un intervalle essentiel de x(f) & tous les points #e<0, 1>,

excepté au plus un ensemble de valeurs t de mesure nulle. Alors A(a, b)
est un résiduel.

En effet, supposons que le lemme 2%me soit démontré. Soit
(16) (a1, by)y (@5, by),...
la suite de tous les intervalles & extrémités rationnelles, Suit

A == III A(a,, b,); done A lui-méme est aussi un résiduel. Soit

z(t) e A; soit B,(x(t)) I'ensemble de toutes les valeurs £¢ (0, 1), pour
lesquelles (a,, b,) n'est pas un intervalle essentiel de x(f); on a

p[B,(2(£)]=0. Posons B (2(f)) = %:‘1 B,(z(2)); on a alors p[B(x(f)]=

Soit maintenant ¢¢ (0, 1) —
montrer que ¢ est une dérivée essentielle droite de x(f) au point #

!) Voir p. ex. H. Hahn, Reelle Funktionen I (Leipaig 1932), p. 287, théo--

réme 85-2°7.

B(x(t)), — 0o =< ¢ = oo; nous allons.
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Soit (ax,, bs,) (v=1,2,...) une suite partielle de (1), pour laquelle
@y, —> ¢ by —>e. Pour u >t soit

( 9"(

H,(u) = (alz < J <b,¢ : t<t'<u)

(ag,, bx,) étant un intervalle essentiel de z(f) au point £, on peut
«choisir une suite de nombres positifs A, k,,... tels que

1 1
hn+1< ;;hrn ”Hn(t+hn)> <1 - ;) hn’
Posons H—3 (¢4 Puyy, ¢4+ ho) - Ho (¢ + h,); on aura:
ne=l

B (4t )] > (1 _%) by limy T =0

tratt ¥ —t
q e. d.
, o 1 _ 1 .
Pour démontrer le lemme 2%™°, posons ) (a4 b)==¢, 3 (b —a)=d

{done d>0). Pour z(t)eC soit E(x(/)) l'ensemble de toutes les
valeurs ¢ e (0, 1), pour lesquelles I'ensemble

2
:

posséde au point ¢ une densité supérieure droite inférieure & un.
Evidemment p [E(x(f)] > 07") équivaut & x(¢) e C— A(a, d).

Soit E, (x(8) 'ensemble de toutes les valeurs £ e (0, 1), pour les-
-quelles on a

17 u [§ (

x(¢) — x(f)
' —t

——cl|<d)

x(t) —axlf)
v

l<d t<t’<t+u)]§(1~%)u

pour toutes les valeurs u de lintervalle 0 <u = % (Remarquons
que Pon peut mettre (17) sous la forme équivalente

J(t') m(t) l>d t<t'§t+“)]§%)'

t

(18) P[E(

I

On a évidemment K (z(f)) = 3 E,(x(¢); alora la relation
n=l

1) La mesurabilité de tous les ensembles envisagés dans la suite est manifeste,
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w[E(2(£)] > 0 équivaut & la propriété suivante: il existe deux nom-

bres entiers positifs n, & tels que p[EH, (2(f) ) =&
Soit G, (a, b) V'ensemble de toutes les fonctions z(f) e C, pour les-

quelles on a p[E,(z()|=k"; on a alors 0 —A4(a, b) =n_21 510"'k (a, b)

et il nous suffit de montrer que C,,(a, b) est non dense. Pour cela,
il guffit & son tour de démontrer les lemmes suivants:

Lemme 3. C,;(a,b) est fermé.

Lemme 4. K étant ume sphére quelconque de Uespace C, Pen-
semble K — C,,(a, b) west pas vide.

Démonstration du lemme 3. Soit «,(f)—>2(¢) uniformément
pour 0=t=1. Soit p[Z,(x(t)) =k il faut démontrer l'inégalité
WE@®)] =k Soit F= lim sup , (z(t) —_—ﬁl ,‘% E,((t); done

=00 =] lm=
wF=k> 1l suffit alors de démontrer que F'C E,(x(f). Soit done
te F. Il existe alors une suite partielle y, (£) == @, (£), ya(t) = 2, (t),...
(4, < Iy <...) telle que te B, (y,(8) pour m=1, 2,... Soit 0 {u= %;
d’aprés (18), on a
yL’(‘-——-——t, cl=d,t<t=t+u =
Soit

G, w)=lim sup & ('q—m—(ﬁr——'{ﬂgt—) — =
m=ea [N -

);

on a uG(, u)g%. D’autre part, pour #e G(f,u) on a (& cause

de y,() > =)

cest-a-dire |
G(t,u)cg( P00 2a 1<t =ita)

done, la mesure de ce dernier ensemble est 2 “ Alors teE, (=@®).

q. e. d.
Démonstration du lemme 4. Soit K une sphére de Ves-
pace C. Il existe alors un polynome w(f) ¢ K et un nombre » > 0
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tel que les relations z(f) e C, |2(f)| < r (pour chaque ¢¢{0, 1)) en-
trainent la relation w(f)-;2(f)e K. Il existe ensuite un nombre
P >0 tel que les relations 0 S ¢ <1, 0= <1, =1 entrainent

lw (1) — w(?)|

- l‘<P lel, |w'(@)|<<P—]e|.

Il exisie enfin un nombre entier m >0 tel que P<mr et tel
que les relations 0=:=<{1, 0S¥=<1, O<<|t—¢|<m " entrai-
nent

w(t') — w(t)
v —t

d
—w)|<g WE)—w'® < g.

Nous définissons une fonetion 2(f) pour 0=¢=1 comme il
suit:

Pour ¢t = ;? (§==0, 1, 2,..., m) soit 2(f) = 0.

Pour %§t§“§%1_51:'—m (s=0,1,2,..., m — 1) goit

om - (39 =)

Pour L‘ﬂtlm-}-— gt<§§g3 (5=0,1, 2,..., m—1) soit 2(f)

une fonetion lindaire.
On a alors

1 _P
(¢ i
|2(0) << Goax [ ()] +el) -y <o <my
done w(t) + 2(f) e K.
D’autre part, soit ;’; =t 'fi 1_ ~2~L (s entier, 0=SsSm—1).

1
Alors il existe un nombre u tel que 0 <C ug—ﬁ et tel que #-u<C

<i__+1 271‘ poﬂr tous leﬂ A de 1’1ntervalle t<t,<t+u on
m m’

aura (avee |&| < 1)

[w(t) +2() — w(t) —2()

—¢
t—1t

=0y (5] 4 ool

t—t
=Iw’(t) —w' (%)

+od<a,
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d'olt
y[ (\w(t’)+ t}_—_—:o() 2t)_ = §t+u)]=o<%

donc ¢ n’appartient pas & E,(w(t) 4~ 2(2); Vensemble E,(w(f)+2(f))
est donc tout entier contenu dans la somme des intervalles

skl 1 s\, o
{ L D 6=0,1,2,..., m—1);

1 1
done sa mesure est §%<Z; nous avons done

w(t) - 2(f) e K — C, 4(a, b), q. e d.

.

Bettische Zahlen und e-Abbildungen.
. Von
Paul Alexandroff (Moskau).

{. Es gibt im wesentlichen zwei Definitionen der r-ten oder

" r-dimensionalen Bettischen Zahl eines kompakten metrischen Rau-

mes F. Die eine Definition !) lautet: die »-te Bettische Zahl von F

ist die kleinste nicht negative Zahl N von der Eigenschafs, dass

es zu jedem ¢ eine &-Uberdeckung gibt, deren Nerv die Zahl N als seine
r-te Bettische Zahl besitzt; existiert eine solche Zahl N nicht, so
ist die »-te Bettische Zahl von F definitionsgemdss gleich Unendlich,
Die so definierten Bettischen Zahlen mdgen die Bettischen
N-Zablen von F heissen und mit N”(F) bezeichnet werden.
Eine andere Definition der Bettischen Zahlen ist (als Verallge-
meinerung der Brouwerschen ,Zyklosenzahlen“) von Lefschetz

-gegeben %): die »~te Bettische Zahl p"(F) von # ist die Maximalzahl

der im Sinne der Homologie linear-unabbingigen r-dimensionalen
wahren Zyklen des Raumes F; dabei trité als Koeffizientenbereich %)

~der Korper der rationalen Zahlen auf.

Ob die beiden Definitionen fiir jeden kompakien metrischen Raum

.dieselben Zahlen liefern, bleibt bis heute unbekannt.

2. Als Erginzung der interessanten Untersuchungen der Herren
Kuratowski und Ulam4) will ich in dieser Note folgenden
Satz beweisen:

1) Vgl P. Alexandroff, Une définition des nombres de Beiti pour un en-
semble fermd quelcongue, Comptes Rendus 184 (1927), 317—319.

3 Closed point-seis on a manifold, Anun. of math. (2) 29 (1929), 232254

3) Vgl P.Alexandroff, Uber die Urysohnschen Konstanten, Fund, Math., 20

-(1988), 140—150.

#) Sur un coefficient lid aux transformanona contmuu d'ensembles, Fuand.
Math, 20 (1933), 244—253.
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