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Wir definieren also — fuir beliebiges . und 4<Cp — eine Lip-
schitzsche Transformation f, die den folgenden Bedingungen gentigt:

. L1
(8,) Das Mass der Zusammenzichung von f st genaw gleich .“’

L, 1
(8,) Das Mass der Koneentration von [ ist genay gleich yE

(8y) Die Transformation ist im ganzen Raume definiert.

Die Beispiole sind ebenso auf der Gleraden konstruiert.

Im Falle 1<1
fir <0 s fle)=a wobei: o = . (1 - Z) = ()

M
on i

wnd: o= > 1)
Fir A< 1 st o, =a-u der einzige Konzentrationspunkt, und os gilt

AT} = Ayl -”‘1)"—_;7,-—11

Fir A=1 sind 2, =0 und x,= a4« die zwei ecinzigen Konzontrations-
punkte, und es gilt: A, () = u; A,(@,) =4

Es gilt also: A, {f} = 4.

Im Falle 1<A< 1

y 0ol f@)=afp

w x=1 P f@)=a-4p

fiir 2 <<p P fl@)=p waobei : p=v~'ﬂ:-—ﬁ<()

» V<20 fl@)=2

y ISzt fle)=p- 2 ' 4 '2_}_‘“1

y l<o<q: f@)=q+u (g—a) - K

. B4 C fa) = ( hy A== . gt p (g—1) = )

Es gibt 2 Konzentrationspunkte: @, = p und x, = ¢, wobei:
A@)=24 und Ay(a)=p; also A {f} =4
39. Die Hauptsitze 1* und II (§ 22) gestatten auch analoge ,Lipschitzsche*

Verallgemeinerungen, nachdem man die Begriffe der u-Zerstreuung und des A-De-
zentrationspunktes eingefiihrt hat,
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Uber die Grenzwerte des logarithmischen
Potentials der Doppelbelegung.

Von

W. Nikliborc und W. Stozek (Lwéw)

Einleitung.

Eine lange Reihe wvon Arbeiten, die dem Verhalten des Poten-
tials der Doppelbelegung gewidmet wurde, erzielt die Aufstellung
der entsprechenden Formeln und Shtze unter immer geringeren
Voraussetzungen sowobl in bezug auf die Kurve, wie auch aunf die
Dicbte. Da ein genauer Bericht tber den Stand dieser Untersu-
chungen in dem Lichtenstein’schen Enzyklopsidie — Artikel uber
Potentialtheorie vorliegt und spitere Arbeiten den hier behandelten
Gegenstand nicht bertthren, so konnen wir auf die Besprechung
der diesbezliglichen Literatur verzichten.

In der vorliegenden Abhandlung handelt es sich um die moglichst
weitgehende Verallgemeinerung der klassischen, das Verhalten des
Potentials der Dopprlbelegungen charakterisierenden Formeln

) W0 =)+ 7-/(0
W_(0) = W (0) + - £(0).

Die Verfasser gehen von folgenden Voraussetzungen aus: Uber
die Kurve wird meistenteils angenommen, daf sie eine stetige Nor-
male besitat, deren Richtungscosinuse im betrachteten Punkte
der Holder'schen Bedingung gentigen. Die Dichte wird als meBbar
und mit gewisser Potenz im Lebesgue’schen Sinne integrierbar vor-
ausgesetzt. Grentigen die Richtungscosinuse der Normalen der Lip-
schitz’schen Bedingung, so gentigt es, die Dichte als mefbar und
integrabel anzunehmen.
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Im § 1 wird eine fiir das Folgende ttberaus ntitzliche, analytische
Darstellung der Kurve untersucht. Es zeigt sich ftir die Potential-
theorie zweckmufig, die Gleichung der Kurve in der Form & == @(r)
zu schreiben. In § 2. werden Abschitzungen gewisser, in der Folge
oft vorkommender Integrale, vorgemommen. Der § 8. behandelt
das Integral f iﬂ%’:ﬁu@ﬂd%‘ Wie tberall in der Arbeit, wird

PM

ein offener Bocgen C betrachtet, und das Verhalten des Potentials
im Randpunkte desselben untersucht. Es zeigt sich, dab das Integral
f EE?—(—:%ZLMM dsy in einem abgeschlossenen, die Halbtangente zu
c

dem Bogen C nichtenthaltenden, Winkel beschréinkt ist. Bs mub
betont werden, daB die Kurve C dabei keineswegs der Klasse .4k
angenommen werden mul, sondern daB es gentigt, die Holdersche
Bedingung fir die Richtungscosinuse der Normalen lediglich in dem
betrachteten Eckpunkte vorauszusetzen.

Die Untersuchung des Verhaltens des Potentials geschieht aut
folgendem Wege: Man betrachtet das von einer gecigneten, auf der
Halbtangente zum Bogen C, ausgebreiteten Dichte, herrihrende Po-
tential und nachher die Differenz der beiden Potentiale, Im § 4.
wird ein Satz bewiesen, der die Untersuchung des Potentials der
Doppelbelegung, auf das Potential der auf einer Geraden ausgebrei-
teten Belegung, zurlickzuftihren gestattet.

Die §§ 5. und 6. enthalten die Untersuchungen tiber das Potential
der Doppelbelegung einer Geraden. Es werden Ungleichheiten fur

lim W(P) und lim W(P) aufgestellt, welche eine weitgehende Verall-

gemeinerung - der klassischen Formeln darstellen, Ts handelt sich
hierbei immer um das Verhalten in der Nihe des Eckpunktes einer
geradlinigen Strecke,

Im § 7 werden die vorher gewonnenen Ergebnisse auf den Fall
des Eckpunktes einer Kurve tbertragen. In den Formeln (I) und
(I) sind die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit enthalten, Es wird
nachher der Fall eines reguliren Punktes der Kurve betrachtet
un.d die diesbestiglichen Formeln (III) aufgestellt. Es mub ausdriik-
klich hervorgehoben werden, daf die tangentiale Annsherung des
Pl'mkte an die Kurve in dieser Arbeit nicht untersucht wird, Hs
v“m‘d noch in diesem Abschuitte das Verhalten des Potentials in
einem, den Bogen C in zwei Teile trennenden, Punkte untersucht,
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Im § 8 wird das Hauptergebnis abgeleitet: Setzt man die Kurve
C als von der Klasse Ak voraus, so stellt es sich heraus, daf- die
klassischen Formeln (4) fast tberall auf der Kurve C gelten. Dieses
Resultat kann man natlirlich aus der Fatouschen Arbeit unter der
Anwendung der konformen Abbildung ableiten, doch sind die Erge-
bnisse der Verfasser allgemeiner, indem Ungleichheiten aufgestellt
werden, die sich fast wberall auf (4) reduzieren.

Der § 9 enthult ein Beispiel, daB die gewonnenen Ergebnisse
sich in gewisser Richtung nicht mehr verallgemeinern lassen.

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten, wie es in einer darauffol-
genden Arbeit dargetan wird, die Hauptsitze der Fatouschen Arbeit
tber das Poissonsche Integral, als Sonderfulle unserer allgemeinen
Resultate abzuleiten, wobei sich noch manche Verallgemeinerungen
ergeben. Auch das Dirichletsche Problem JuBt sich mittels der
Integralgleichungen unter allgemeinen Voraussetzungen tber die
Dichte lssen. Wichtig erscheint dabei der Umstand, dal die ven
uns benutzte Methode und Ergebnisse sich ohne grofiere Schwierig-
keiten auf den Raum tbertragen lassen, wodurch das nur fir die
Ebene giltige Verfahren der konformen Abbildung vermieden wird.
Auch das Verhalten des Potentials bei der tangentialen Annéherung
und das Verhalten desselben auf der Kurve selbst wird a. a. O.
dargestellt.

In methodischer Hingicht sei noch Folgendes bemerkt: Die im
Texte vorkommenden Konstanten werden fortlaufend numeriert und
mit A, bezeichnet. Der Lebesguesche Satz tiber den Grenztibergang
unter dem Integralzeichen wird ofters benutzt ).

§ 1. Geometrische Hilfssiitze.

Es sei f(£) eine im Intervalle [0, a] stetige und stetig differen-
tierbare Funktion. Hs sei noch

fO) =7 (0)=0.
Bezeichnet man mit (r, @ die Polarkoordinaten eines Puuktes
der Ebene, so gilt

1) Dieser Arbeit wurde dis Note der Verfasser ,Sur les potentiels logarith-
miques des doubles couches® C. R. 1938, T. 197, p. 808 vorausgeschickt,
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Satz: ,Die Kurve
(1) 1=/

148t sich in einer hinreichend kleinen Umgebung des
Nullpunktes durch eine Gleichung

{2) 0=0(
darstellen, wobei die Funktion @(r) folgende Eigen-
schaften besitzt:

1° @(») ist in einem hinreichend kleinen Inter-
valle [0, B] stetig und besitzt fiixr »>0 stetige
Ableitung erster Ordnung;

20 60)=0

30 lim 7 O (r) = 0.
r—»0

Beweis. Der Abstand des Puuktes (£, f(£)} ist eine fur hinrei-
chend kleine § wachsende Funktion; hieraus folgt, daB fur hinrei-
chend kleine r jeder Kreis

R

mit der Kurve (1) genau einen Punkt gemeinsam besitzt. Schreibt
man die Gleichung der Kurve (1) in Polarkoordinaten, so ist

3) rsin @ — f(r cos @) = 0.

Auvs dem oben Gesagten folgt, ftr hinreichend kleine r, die
Existenz genau einer der Gleichung (3) und den Ungleichungen

% 7
gentigenden Zahl 6.

Wir konnen also tatsiichlich die Kurve (1) durch eine Glei-
chung (2) darstellen, sobald wir uns nur auf hinreichend kleine
Werte von » beschrinkten, Setzt man ©(0)=0, so wird O(r) wegen
lim @(r) =0 auch fir @ =0 stetig. Ist 00, so gilt

, 1 f"-cos ® —gin @
0= L2227
") r f'+sin O -} cos &’

woraus der letzte Teil unserer Behauptung ohne Weiteres folgt,
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Die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes ist richtig, d. h. es
gilt der

Satz: ,Gentigt die Funktion 6() den im vorigen
Satze aufgezihlten Bedingungen, so lafit sich die
Kurve (2) in einer hinreichend kleinen Umgebung
des Nullpunktes durch eine Gleichung (1) darstellen.
f(€) wird dabei in einem Intervalle [0,a] stetig und
stetig ditferentierbar, wobei noech f(0)=7"(0)=0 gilt“.

Beweis: Aus '
‘ E=1rcos B(r)

@) 7 ==rsin O(r)

folgt, daf, fur hinreichend kleine », £ wachsend ist, so dal man
die erste der (leichungen (4) umkehren kann. Es ist also

7 == r(§) cos B[r(§)] = f(£)-

Wie man leicht sieht, besitzt die Funktion f(£) simtliche oben
angegebene Eigenschaften.

Zusatz ,Gentigt noch die Ableitung f/(§) der H8l-
derschen Bedingung

(®) /= 4, - & 0<i=l,
go gilt

(6) |6()| < 4, - r*

(™) 100)| = 2.

Umgekehrt: Aus (6) und (7) folgt (b)“
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Formel fir 6’(r).

Bemerkung 1: Fr 4=1, also gewi dann, wenn die Kurve (1)
im Nullpunkte eine endliche Krtimmung besitzt, ist @ (r) beschrinkt.

Bemerkung 2: Es sei bier noch ausdrticklich betont, daff wir
oben keineswegs vorausgesetzt haben, daB die Kurve (1) von der
Klasse Ah ') ist, sondern lediglich, daB sie der Hélderschen Bedin-
gung fir f'(£) im Nullpunkte geniigt.

) Vgl Lichtenstein, Enzykl, d, math, Wiss, Bd, IL C. 8, 8. 185
Fandamenta Mathematicas T. XXII, 8
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§ 2. Abschiitzungen gewisser Hilfsintograle.

Es sei C eine durch die Gleichung (1) erklirte Kurve; wir
setzen, wie frither, voraus, daB f(§) in [0, ] stetig und mit stetiger
erster Ableitung versehen ist. Der Einfachheit halber setzen wir

noch voraus
SO =s(0)=0,

und bereichnen mit 2 einen beliebigen, die positive £-Achse nicht

enthaltenden abgeschlossenen Winkel, desssen Spitze sich im Punkte 0

befindet.

Bezeichnet man mit P einen beliehigen Punkt der Ebene und
mit ¢’ einen derart kleinen Bogen der Kurve ¢, welcher mit Q nur
den Nullpunkt gemeinsam hat, so gilt der

Satz: ,Die Ausdriicke

Tor = Tmo
e Tup
sind ftr alle Lagen von Pin &, und von M auf C’, be-
schrinkté,
Beweis:
e _ rhe
Thu  Tou— 27op Tox COB Y rom
wobei ¢ den Winkel zwischem rop und ry, bedeutet.
Unseren Voraussetzungen zufolge ist

CoBY S g<C1
woraus
2 2

® o < ror 1

rﬁ’M -—rnbM— 27'0[:7'01“ - q —-}-'r"é,,é(l — q)z

e ]
9 om Top < 1»_.,,.
® Tn = ron — o ton - g+ b (1 — g
folgt. W. z b, w.

Bezeichnet man jetat mit B eine beliebige positive, hinreichend
kleine Zahl und mit 4 eine beliebige, der Ungleichung

I<ux?2
gentigende Zahl, so gilt der
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Satz: ,Die Integrale
St d " dr
Tom ¥om — . oM
Lol [ n—lyl- f 2
0 [

.R 2—p er"
1, =/ :{agi‘drom 14=’yl"f;2§fdrom
o 0

(10)

sind fiur alle Lagen von Pin @ beschranktX,

Beweis: Es ist wegen (8) und (9)

lzl-rho 12l 7or 7o, 1 _ 1 1
M - Top Tem Trm 7'2,;4“= (1 —9)? ":)7;'
woraus
1[4
YoM
= —
1= (1 '—"9)! p ’)’ZM“
folgt.

Ahnliches gilt fir 7; und I,.
Es ist endlich

R R
¥, Yor ATou 14
< [T gr, < f <"
h =f oM Ao T Tom— 2Touror g -+ 7op Jyi—¢
0

w. z. b. w.
‘Wir wollen noch schliesslich, den fiir die Zukunft niitzlichen

Hilfssatz beweisen:

Fiir
I<p=1
und beliebiges = gilt
© 4
1) le'fﬁ-—lx—’g-Tll—ﬂéA*']zlﬂ’
[}

wo A, nur von g und ¢ abhingt4
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Ungleichheit

|2 < |@— &'+ 4 |§fw
8%
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& Yue

Den Annahmen des § 2. tber f(&) fugen wir noch die Voraus-
setzung () hinzu. Es gilt dann der

Satz: ,Das Integral

— (" [c08 (e )|
(12) 1®= [ leolie il gy,

unter dsy das Bogenelement der Kurve ¢ im Punkte
M verstanden, ist in 2 beschrankt¥,

Beweis: Es ist leicht ersichtlich, daB wir uns auf den im §2
erklirten Bogen C', beschrinken konnmen, Bringt man dann die
Gleichung von O’ auf die Gestalt (2), so ist *

A i ’ 1 / ’
I(P)-:f |ex(si0 O 745008 0. O )——yic;os@ —ousin@-6')—r%, 0| Aoy
$ rPM

)

Aus (6) und (7) folgt dann
er1u R ~ Rd
IP<A.. .f_‘LM_ - . | Tou L %rom
(P)= 44 [W|u A Arom + 4 + || ;/',.%M drom |y 5/ o +

R R
S o rsbd
+A“7 'yl 6/‘1‘?3”[ dTOM—}“AH -a/ ;‘?’;{m drOM'

.Aus den fiir (10) gewonnenen Abschitzungen folgt die Richtig-
keit unserer Behauptung ohne weiteres, w. z. b. w,

‘Bemerkung 1. Der eben bewiesene Satz bildet eine Verallge-
meinerung des meistenteils fir Kurven der Klasse Ah bekannten
Satzes tber die Beschrinktheit von I(P) in der ganzen Ebene.

_ Bemerkung 2. Ist O von der Klasse Ah, oder setut sich C aus
einer endlichen Zahl der Bogen, deren Jeder der Klasse 4k ist zu-
sammen, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze, durch eine leichte
Uberlagung, dab I(P) in der ganzen Ebene beschrinkt ist,
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§ 4. Das Potential der Doppelbelegung.

Wir betrachten jetzt wieder die Kurve (1) und setzen voraus,
dab £(0)=f"(0)=0 und (b) gilt.
Es sei

Tup

(18) W)= [ gt)- 08 (rues M) g
[

Die Dichte der Doppelbelegung g(M) sei mefibar und (im Lebes-
gue’schen Sinne) mit der ;4- £ (¢ > 0) Potenz integrierbar,

Geentigt insbesondere die Funktion f7(£) ftir £=0 der Lipschitz-
schen Bedingung, d. h. ist der Holdersche Exponent A gleich 1, so
gentigt es, wie es sich aus der nachfolgenden Untersuchung ergibt
die Dichte g(M) einfach als integrabel vorauszusetzen.

Die auf diese Weise erklirte Funktion W(P) besitzt tberall
auBerhalb der Kurve C einen endlichen Wert. Setz man in der
bekannten Ungleichheit

(14 [f;-wdtjg{fﬁwlﬂﬂdt}ﬁ-{ﬁwrﬁdt}‘:'?? (>0

' 1 1
:lg(M)l’ Q/"=ﬁr p=z+£"‘%s

80 bekommt man unmittelbar, daB auch W (0) existiert.
Um jetzt das Verhalten von W(P) bei der Anniherung von P an
den Nullpunkt zu untersuchen, wihlen wir den folgenden Beweisgang:

Es sei M derjenige Punkt der positiven £-Achse, dessen Abstand
von O gleich OM ist. Wir setzen

9, (M) = g(M)

und betrachten das von der, auf der £-Achse ausgebreiteten Dichte
9:(M), herrtihrende Potential der Doppelbelegung

R
Wl(P)=fg1(11’l—) 8T Y e
Y

Vi

Es gilt der
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Satz: ,Die Fuunktion
O (P)= W(P) — Wy(P)

ist im abgeschlossenen Bereiche 2 stetig.

Beweis: Wegen W;(0)=0 ist

1) BE)— B0)={W(P)— W,(0)) —W(0) =
R . 7 . ’ ’
=fg(M) #(sin @41, c080. O )—-yi(;:@——rmsm 001’ O drom-t-

0

/
drom =

R R
+ foan- L agat | gty

R R
sin®--r,,co8 @ @
= [agan 00 g [ yogat) (50— )+
0 0

vy
"pm Lo

R R
rou 8in @ . @ N
+ fr90. 720D b — [ a3 1) . 0.
; PM & PrPM

Konvergiert jetzt P— 0, so konvergieren die rechterhands unter
dgm Integralzeichen stehenden Funktionen fast itberall gegen Null;
wir wollen noch zeigen, daB sie durch integrable Funktionen be-
schriinkt sind.

Es ist wegen (6), (7), (8) und (9)

- g(M) sin @+7'02Mcos 0.0 < 4,)9(M)| _,.‘_"J 7.‘911."_'{'5%.1‘1m

Tem | Top "o

=a,jgan). L ror row L Ay gy L

Tor Tewm Tem Toat =~ (L—gq)t

Es ist weiter

WP, M) = Iy'g(M).(GOE‘@_nL)

2
em o

=iy--cM:£+y (;‘;;““‘lf)’ - |g(M)| =

3
TPy roi

l— 2y sin'-@—

2 1 1 1
e e
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Wegen

]’”MW - "‘PMI = rum

drlror 15 @
?If(P,M)S%]g(M)] o ;';; ;'; sin? 3 +
top Tui [ 1 1
_1_[9(M)|.|_yi._o£._Mﬁ.(_ *_)

Yor Tepm Y \Ypm  TPM

Wir haben aber

1
l_ﬂwg_l, rﬂ_g__,_l , _Lg___l .
Tor Trm 1—gq Tem 1—gq 7on

gin? g =sint @ K Ay, -y

R
Tuit ==2%0on"

singl < 24,, - riit

1 1 YoM To'jﬁ<A 1 1
— =t s — S Ay e
Yri¥  Yom Tom TPM 1—q 7ou

und demnach

1
lw(P:M)[_S_:An ‘ 19(M)I' ;ﬁ'

Fur die unter dem dritten Integral der Formel (15) stehende

Funktion bekommt man die folgende Abschitzung:

rouin 8- 6/ 1] ror rom, g . L
y-g(M)- 2= S A0 27 rhut ar =

r Yem Tom

1
g A15 * lg(M)l N -2t
oM
Es ist endlich

rou _\ g | 0] — L .(__1 +_._1)<
}g(M).(%M 1); |90 -rom - €] | rom| \Tem ~ Tom/
1 2 _Tor (_1_ _1__) <
<A16.7‘%ﬁ? "o Tpm* Tom rPM+'rOM |9( )

1
S Ay - gD - T
oM

Aus den gewonnenen Abschitzungen folgt unter Anwendung des
bekannten Lebesgue’schen Satzes

lim {@(P) — B(0)} = 0.
P->0
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Bemerkung: Wegen
W(P) = B(P)+ W,(P)

ist die Untersuchung der Funktion W(P) auf diejenige der Funk-
tion W,(P) zurtickgefthrt.

§ 5. Das Potential der, auf einer Geraden ausgebreiteten,
Doppelbelegung,

Wir betrachten jetzt das Potential der auf einer Gleraden aug-
gebreiteten Doppelbelegung

(16) Wi(P) = f

wo ¢;(§) im Lebesgue’schen Sinne integrierhar ist.
Bezeichnet man mit (g, ¢)

005 ’"Mm ”w) dE
k]

I=p<2n
die Polarkoordinaten des Punktes P(z, y), so ist

T}VJ(P)_..——hfg1 63 dé_arc ,thGOSSI(I};;—E &

Wir setzen voraus, dad die Zahlen

fim ——fgl(u)du_.

0<iro &

) B lim f gi(u) d

0E—0 £

endlich sind und fihren zur Abktirzung folgende Ausdriicke

(18) h(€) fgl (w) du

(19) Elopf)=marctg? 2@ —F_ 2(E—ocog)osing
N E) § arctg 9 sin @ [(g—.- 0 cos q))ﬂ + Qn sin’ Q]‘

ein.
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Die Anwendung der partiellen Integration liefert dann

R R
W)= =) g aret T |4 [ 16 Ko 1

0 sin @
woraus
R
(20 B y(P) =T [ K(o,9.8) a8
> g-)

folgt. ’

Hilfssatz 1;,

?l
@) fn, [h(6 Ele.3, 36 =0
(J—P
Beweis:

¢ | ¢
| [rox@n i <iel- [1K6 0ol
L

wo & im Intervalle [0, ¢?] liegt.
Liegt die Zahl ¢ cos @ auBerhalb des Intervalls [0, o], so ist

o . A
[iEeaplas=]"2 g ™

e o—2¢ cosq>+9“

Liegt dagegen ¢ cos ¢ im Intervalle [0, %], so gilt

fiffe,qo, JdE=|— i+ +

+ 1 sin @ <ﬂ
esing ¢—2¢'cosp4 T o
da in diesem Falle sin ¢ — 1 konvergiert.
Es ist also

h(&)| &
‘fh(§)K(e,¢,§)d§|<Am Moy, L8 < 4,

und zwar wegen £ <C ¢* und wegen der Endlichkeit der Zahlen A
und H.
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Hilfssatz 2.
R
(22) limo h(€) K(o, 9, &) d§=0.
00 o
Vo

Beweis,

K(e, £ €| = h(&)) f K(e,,8) a5
Ve

4
wo VE( & < R ist. Da die Zahl g cos ¢ fir hinreichend kleiue ¢
4
gowiB auberhalh des Intervalls [Jo, K] liegt, so it

R
[ 1%t 9,91 2=
4
Ve
o sin VE'sin i)
T ((B=gcosp)i g'sintp  1—2 g'cos p - o'

= Ay Ve,

woraus die Richtigkeit des Hilfssatzes folgt. W, z b. w.
Aus (20), (21) und (22) folgt jetat

e
29) T W,P)=Tn (46 K(e.9,8) dt
P—) o0

gl

§ 6. Fortsetzung.

Bei der weiteren Untersuchung mtissen wir niher die Art der

Konvergenz von P an O prizisieren und dabei zwei Fille unter-
scheiden.

L P— 0 derart, daB
?,n

[N
lIA
bt
A

b
v

-

o

icm

Grenzwerte des Polentials 123

Es ist dann

4

h(&g) 28(E—pcosp)osing .
~ fh@K(e,qo, ag =g f oo ooy 0 =

&) [ —ghsing 4 esing
E lo"—2¢Tcosp 4o T 0 — 2 cos g + o

4

V — Q Co8 @ ¢*—pcos g
- aretg —— osing aretg W]

wo & im Intervalle [o2, VE] liegt.
Hieraus folgt

(24) 1)1210[—01:0 { éf’)[u arc tg (— ctg q)J}
g g
Ist also
(26) F=o=m

so folgt hieraus

(26) lim Wy(P) < (n— q) - H.
9—)-0
o

Ist dagegen

(21) n<psl,

50 bekommt man

(28) lim Wy(P)< (m— @)« b

g—»o

P> po

II. P — O derart, daB ¢ > ¢,, wobei entweder 0 < ¢ < 2,
0< (pogg gilt, oder aber i;fg(p <2m, 3—g§_(p5§2n ist.

4
Liegt jetzt die Zahl ¢ cos ¢ auBerhalb des Intervalls (o2 Jo), 50
kann man das unter I angegebene Verfahren anwenden. Liegt diese

4
Zahl dagegen im Intervalle [o? J/o], so zerlegen wir dieses in zwei
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4 “ » . "
Teilintervalle [0, ¢ cos @], [0 cos @, Vo), wenden in jedem den ersten
Mittelwertsatz an, und bekommen:

k(&) __gsing Q—cosg
1= gl [ ctg(p—]-—‘( — o5 g) are tg Blll(p -+

h( 55) — Q'/‘ sin P 1-— Qala cos (p}.
+ & |(1 — oM eos @)t ohsint @ + oty g +axe g Q"" sin ¢
wobel
4
ot <& <o <& <o
gilt.

Hieraus folgt

B () < Tim { g o [—— otg ¢ — arc tg (- ctg fp)]} +

e—>0 [l
>p P>
7
+ (o -+ 5]}
por o -
Ist also
(29) 0<go= 3,
80 bekommt man
(30) hm Wi(P) < (n— ) « H-+}ctg @, - (H — ).
9=->9w
Ist dagegen
(81) 3—’—75 = @ < 2m,
so gilt
(32) l;iEo Wi(P) = (v — @y) + b — ctg @y - (H — ).

[ nd 2]

Bemerkung. Ahnliche Uberlegungen fuhren zur Abschittzung
von lim Wy (P) und man bekommt auf diese Weise folgende,
p—bO

das Verhulten von . W(P) vollstindig charaktenslerende Ungleich-~
heiten:
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18 0>0, g9, 0<g =7
(m— @)+ h —ctg g, (H——h)SllmW(P)Shm (P =

p-—)O
>0 9""’9""

§(n~—qu)H+ctg{po-(H——h).

2. 00, 9 q,, 2S%<n
(70— @,) - h<th,(P)<th(p)<(n_%) H
—0
(I) ;-*qm 7"*9%
3% ¢-0, 9—g, ”<‘Po<§;
(”—'%)H<th(P)<hm Wy(P) < (m— @,) -k
e v
0 3n
4. 00, @ > @y, T§%<2n
(”'—‘Po)H+0tgm0(H—h)<umW1(P)<th(P)<
9-*0
90"*990

é(fr~—¢o)h—ctg%-(H—h)-

Bemerkung 1: Es soll hier noch ausdriicklich hervorgehoben
werden, daB die tangentiale Annsherung an die positive £-Achse

ausgeschlossen, an die negative £-Achse dagegen nicht ausgeschlossen
wurde.

Bemerkung 2: Gilt insbesondere
H=h

so ist fir ¢ — 0, @ — ¢, 0 < ¢, < 27 (die tangentiale Anngherung
an die positive £-Achse immer ausgeschlossen)

o0

P

(7 — ¢,) - H.

§ 7. Das Potential, der auf einer Kurve aﬁsgebreiteten
Doppelbelegung.

Wir kehren jetzt zu dem allgemeinen Falle des Potentials, der,
auf einer Kurve ausgebreiteten Belegung, zuriick. Den im § 4 ange-
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geben Voraussetzungen tiber die Kurve (C) und die Dichte g(}/), fugen
wir noch die der Endlichkeit der Zahlen

4

lim ng(s)cls::H
<o O

.1 .

lim a—fg(s)d.s:-:h
0<g—>0

hinzu. Die am Ende vom §4 gemachte Bemerkung gestattet uns
unmittelbar die Ungleichheiten fiir lim () und llm W(P) (0<py<<2m)

9—’0
P+ Qo '/""9”“
anfzuschreiben,
Um die Jangen Formeln nicht aufschreiben zu missen, begnlgen

wir uns mlt der Bemerkung, daB sie s10h von (1) nur dadurch

‘l’“"w
im [W(P) — W(0)] und anstatt lim W, (P), den Ausdruck
-0 ——
s"”?’“ (;10500
lim [W(P)— W(P)] aufschreibt.
e

Wir betrachten jetzt allgemeiner zwei Kurven 40 und OB, die
den - folgenden Bedingungen gentigen:

10, Jeder der Bogen A0 und OB gentigt simtlichen, im §4 tber
die Kurve C, gemachten Voraussetzungen.

2°. Die Kurven A0 und OB haben nur einen einzigen Punkt 0
gemeinsam.

Wir werden in der Folge die Bogenlinge vom Punkte 4 abziihlen,
und orientieren die Tangente (eventuell die Halbtangente) in der
Richtung der wachsenden Bogenlinge. Es sei s, die dem Null-

punkte O entsprechende Bogenlinge. Wir bezeichnen mit & den
Winkel
0=a<2mx,

um welchen man die Halbtangente des Bogens 40 im Punkte 0 in
der positiven Richtung umdrehen mufl, damit sie in die Halbtangente
des Bogens OB im Punkte 0 tibergeht. (Fig. 1).

Ist @ =0 so hesitzt die betrachtete Kurve im Punkte O eine
wohlbestimmte Tangente und der Punkt O selbst ist ein regulirer

Punkt der Kurve A\O’IE.
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Ist @ =, so besitzt unsere Kurve im Punkte 0 eine Spitze.
(Fig. 2 und 3).

A
\

Figa- Fig.2. Fig.3.

Im jedem Puunkte M der Kurve 40B orientieren wir die Nor-
male 7y derart, daB sie mit der positiven Halbtangente in M den

Winkel +— einschliesst.

Es sei jetat g(s) eine, mit der %-l—!:‘ (¢>0) (im Lebesgue'schen

Sinne) integrierbare Funktion,
Wir setzen die Endlichkeit der Zahlen

By = lim —— dé, HI...l - d
o<1£1>0 f 98 dé, im f g6)ds
(33) e
hy=l e as, Hy —l T = d
=lin f 9k . f 98 dE
yoraus,

Wir betrachten jetzt das Potential der Doppelbelegung

_cos (rMp, nM)dg

(34) W,(P)= f

Das Verhalten von W{(P) bei der Annsherung von P and O,
Kbnnen wir aus unseren Ergebnissen sofort ablesen, indem wir

[ o) 22 g5 7y

(35)
OF
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setzen, und die Funktion W(P)
(36) W(P) = W(P)+ Wu(P)

als Summe zweier Potentiale der Doppelbelegung betrachten., Das
Verhalten von W,(P) und Wy(P) bei P— O ist uns aber vollkom-
men bekannt und es wire ohne weiteres mbglich die entsprechenden

Ungleichheiten ftir lim W(P) und lim W(P) aufzustellen.

Wir verzichten hier jedoch auf das Aufschreiben der entspre-
chenden Formeln, in welchen mehrere Fille unterschieden werden
miissen, was aber natlrlich mit keiner Schwierigkeit verbunden
wire und beschriinken uns zungichst auf den ftir die Praxis wichtigs-
ten Fall des regultiren Punktes (o = 0).

Zu diesem Zwecke wihlen wir die positive E-Achse zur Polar-
koordinatenachse (sie ist wach den im § 4 gemachten Festsetzungen
zugleich die positive Halbtangente zur I' in (). Die Formeln fur
Wu(P) bekommen wir sofort aus (I), indem wir in diesen statt

lim W,(P), resp. EHTOW,(p) die Ausdrticke lim [ Wy (P)— Wy (0)), resp.
=0 o= o0
g:—»gou P> gg-:iu.,

@[WH(P) — Wi (0)], und statt h und H die Zahlen hy und Hj, auf-
9—"

g0
schreiben,

Laut (36) mtissen wir jetzt noch die entsprechenden Formeln ,

fir Wi(P) angeben, Es ist

MP Ymp

0
W}(P)=fg(s) . c—oi(%l‘ﬂ’—") ds = _,.fg(s) . 008 (Tup ) 5
A0

S

Um unsere Aufgabe der Anwendung der Formeln (I) zughinglich
zu machen, mtissen wir noch die Richtung 7y durch die ihr entge-
gengesetzte 7, ersetzen. Da aber

€08 (Yypy Ty) == — CO8 (rugp, Tyy),

80 ist

37 = ¢ . COB (rup, iy)
(87) Wy(P)= Df o). 2Ll g,
wobei

(38) G(O’) = — g(,._ o + SO)

gesetzt wurde.
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Bei der Anwendung der Formeln (I) miissen wir aber stets
daran denken, daf in diesem Falle die negatixe £-Achse als Polar-
koordinatenachse zu betrachten ist.

Konvergiert also P— O derart, daB ¢ — ¢, konvergiert (in
Bezug auf die positive £-Achse) und bezeichnet man mit ¢ die
Polarkoordinate von P in bezug auf die negative £-Achse, so ist

fir 0=S@=m Y=p+7n
{ﬁir T P=2m, Y=, — 7
Setzt man jetzt

(39)

H=Tm [ GEdE
l)<u—)-0O

(40) ]
rr=lim [ G dE

0<u—>0

und wendet die Formeln (I) an, so bekommt man:

3
19, Fir 50, 9>y, 0<py =7, & by, a<p =
(2 — o) - B < B W(P) — Wy(O)) < i W(P)— W(0)y =
e—>0 (ind
P > o

<@m—gp)hx

3
2°. Fiir ¢—0, 9—gq, g§%<”¢ d. b. >, ‘_zn =, <2%n
(7 — o) - B* - etg ¢, + (H* — #¥) < lim {W(P)—W(O)} =

9—)0
1 ad s
=< B {Wy(P) — Wi(O)) = (w— ) - X — otg g - (BX — By)
o
(II) PP
30, Fiir 00, gy, 1@ = %’—t, d. h. >y, 0<<p, é—g
(75 — o) - BX — etg y, (H* — 1) = lim {Wy(P) — W(0)} =
N o—>0

P+
<Tm (Wi(P)— Wi(0)) = (m — wy) - B +ctg y - (HX — k)
o—>0 .

| 2ud ]

4%, Fir ¢—0, p—>0,, ?é $<2m,d.h "p‘*‘l’mg Sy <n
(7 — o) - WX < Yim (WHP) — WH(O)} < lim { WA(P) — W,(O)} <
i e

e—+0 .
@b PP

=(m— o) - H”

Fundamenta Mathematicae, t. XXII. 9
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Aus (36), (88), (39), (40), (II) und aus

HX=—y
hx=""H1

folgen endgtiltig die das Verhalten des Potentials der Doppelbele-

gung vollstindig charakterisierenden Formeln:

10 Fir g0, p—>qp, 0< %_s_g
(78— @) * byt @ + Iy — etg @o(Hy — hn) élij{l{W(P )— WO} =
9—)0

. g’
= i‘ﬂ{ W(P)—W(O) = (7— @)  Hz~+ @o  Hi- ctg @y « (Hyp—hyy)

P>

(5 0 k- @bt g (B — ) STim{ WD) — W(O)

o~»0
. P>
1= (1)1_13{ W(P)—W(0)y=( — po) Hy + o - Hy — etg @q (H;— hy)
g
(IIT) 37

8. Fir 00, ¢ —gy, 7<=

(”“¢o)'HH+(”2”+¢olFL“cr'g%(-HI‘““hx)g
= lim{W(P)— W(0)) = lim (W(P)— W(O)} =
9..+0

o0
g0 P>

=(m— o)« g — (27 — @) by 4 etg @ (Hy — hy)

40, Fir ¢~>0, ¢ —> ¢, %E‘Po <2

(78— @s) « Hy — (27 — gpy) 1{1_+ etg @ (Hy — hy) =
< lin(W(E— WO)=Tm(W(F—W(0) =
o A,
= (B~ @o) < bu— (27 — o) hy— ctg @y (Hy— Ay).

Folgerung. Ist insbesondere

41) hy = hy = H; = H; = H,
so gilt der
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Satz: ,Konvergiert P—> 0 von der positiven Seite der
Kurve auf beliebigem, aber nicht zu I" in 0 tangen-
tialem Wege, so ist

[ EmWB—lm B =W (0)=W(O)+n-H

Bei der Konvergenz von der negativen Seite
der Kurve gilt

}Tmo W(P) = lim W(P)= W_(0)=W(0) — =+ H.

P—>0

Iv)

Bemerkung. Ist die Dichte g(s) im Punkte s, stetig, so ist
offenbar H = g(s,), und die Formeln (IV) reduzieren sich auf die
bekannten klassischen Beziehungen.

Als eine zweite Anwendung unserer allgemeinen FErgebnisse
wollen wir noch den nichtreguliren Punkt der Kurve betrachten.
Um aber nicht allzusehr komplizierte Formeln aufschreiben zu
miissen, beschrinken wir uns auf den Fall

h1= HI=—H—
hn=Hn=H+.
l<a<m

Es sei zundichst,
In diesem Falle reduzieren sich die Formeln (I) und (II):

10, Fir den Bogen OB auf
lim (Wi(P) — Wa(O) = (v — 9) - Hy

20, Fiir den Bogen A0 bekommt man shnlich
lim {W3(P) — WH(0)) = — (2 — 9) - H-

unter ¢ die Polarkoordinate von P in bezug auf die Halbtangente

von OA in O, von O nach A gerichtet, als Polarkoordinatenachse,
verstanden.
Liegt aber P auf der positiven Seite der Kurve, so gilt

vy=ec+o+4n;
liegt dagegen P auf der negativen Seite der Kurve, so ist
y=act9—m

g%


Yakuza


132 W. Niklibore und W. StozZek:

Wir bekommen also den

Satz: ,Konvergiert P—» O von der positiven Seite der
Kurve, auf beliebigem, zu keinem der Bogen A0 und

OB tangentialem Wege, so ist

T WP = lim W)= (0)=T710) @+ ) B+ (m — g0)- H,.

Bei der Konvergenz von der negativen Seite der
Kurve gilt

Iim W(P)=lim W(P)=

P—0 P50

W_(0) =W (0) —
+ (7 — o) - H.“.

Bemerkung, Wir tiberlassen es dem Leser, #hnliche Formeln
ftir den Fall

@m—a—go) - H_+

m<lal2n

abzuleiten.

~ Bemerkung. Ist insbesondere H_=H,_ = H (was im Falle dexr
‘Stetigkeit der Dichte g(s) im Punkte O stets zutrifft), so ist

W(P) = W(0)+ (v +a)- H
W_(P)= W )4 (— 7 a) HY).

§ 8. Hauptsatz.

Wir konnen jetzt ohne jede Schwierigkeit das Hauptergebnis
dieser Arbeit ableiten,
Es sei C eine Kurve der Klasse Ak 1 der ihr entsprechende

Holdersche Koeffizient (0<Z< 1). Es sei weiter g(M) eine auf C

mefbare und mit der —+e (e>0) Potenz (im Lebesgue’schen

Sinne) integrierbare Funktmn [Ftir A =1 gentigt es g(M) einfach
als integrierbar vorauszusetzen|. Setzt man

hs) = f g(®) dt

8o besitzt bekanntlich die Funktion h(s) fast uberall die erste
Ableitung und es ist fast tiberall

k' (8) = 9(s)-

) Vgl L, Lichtenstein, Enz. d, math, Wiss,
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Demnach gilt der

Hauptsatz: ,Setzt man

vmmzfymyﬁﬁﬁﬁﬁm
c

so gilt fiir fast jeden Punkt M, der Kurve C

W (My) = W(My) + 7 - g(M,)
W_(M,) = W(M,) — 7 - g(Mp),

je nachdem der Punkt P gegen M, von der positiven,
resp. negativen Seite der Kurve C, auf beliebigem,
nicht zu C in M, tangentialem Wege, konvergiert.

§ 9. Ein Gegenbelspiel.

Wir wenden uns noch einmal den Formeln (I) oder allgemeiner
den Formeln (IV)zu. Betrachtet man z B., wie in §§ 5 und 6 das
Potential der auf einer Geraden ausgebreiteten Doppelbelegung und
sein Verhalten im Punkte 0, wie dies am a. O. erfolgte, so erscheint
zunschst als plausibel die Vermutung, da
42) (m— @) b= 11mW(P)< llm WP <(n—aq,)-H

go_—:otpn @""9‘”
gelten soll, d. h., dad ein allgemeineres, als das in dieser Arbeit
bewiesene, Resultat bestehe. Obwohl es anzunehmen ist, daB die in
§ 6 erhaltenen Ergebnisse sich, insbesondere in bezug auf den dort
vorkommenden Koeffizienten ctg ¢,, verschérfen lassen, — was
jedoch den Verfassern nicht gelungen ist — wollen wir hier
zeigen, das die Ungleichheit (42) falsch ist.

Zu diesem Zwecke !) betrachten wir irgendeine den Ungleichheiten

0<¢<2
gentigende Zahl @, und eine gegen Null konvergierende Folge
1 <01, 03, @5y
1) H. Zygmund hat bei der Untersuchung des Poissonschen Integrals ein

Beispiel angegeben, welches ar uns brieflich freundlichst mitgeteilt hat. Das Beispiel
im Texte ist nach dem Muster des Zygmund'schen Beispieles gebildet.


Yakuza


134 W. Nikliborc und W, StoZek:

die fiir belichiges n den Ungleichheiten

V@:1<e§<g”—%°3—q—p < 0. < V‘.’n < O

genligt.
Wir setzen a, =4 0,cos¢ und erkliren die Dichte g(£), wie
folgt:

fiir 2,,§<a,, sel g(f)=

n a’n<€§2an n g(g)"-—'—'—'—l

n=1,2,..)

und g(£) =0 fur die tbrigen Werte des Intervalls [0, 1].
Hieraus folgt:

fir FSES h(g)xz(g_,‘.‘?.'&)

y G=E=2a,, hE)=2a4,—§
h(§)==0 iubrigens.

(r=1,2,.)

Aus (20), (21), (22) folgt, indem mit P, der Punkt (¢,, ) und
mit W(P) das Potential

_ geosg —¢
W(P) = fgs) wwotg &P =S a
bezeichnet werden, dafi

4

Ve
JLCE N N-TE

n

lim W( ) =1lim

P,l—)-O gu—)-o

gilt.
Wegen

Vo. < @iy <% 0nsrcosp= “;”“
4
2a, =g, 008 p < Jo,

G
~2—=-}Q,,Gosq) <0
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4 e
2an-l—l == Quia COB @ < Oni1 < V@n-)-l < On
ist
Vb:
JECECROLEES f 2(¢

2

O

) K(om 9, §) dE+

A

+ f (2a,— &) K(ow , £) dé = — Barctg( etg 9) + 2are tg (§ otg 9).

Fur ¢ —_--—Z ist also

(43) lim W(P,) = hm W(P,,) <0
B0
Wegen h(§) =0 ist aber
Hh=0.

Die Formeln (43) und (44) stehen mit (42) im Widerspruch.
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