Le théoreme d’unicité de M. Lusin pour les espaces
abstraits ?).

Par
W. Sierpiniski (Varsovie).

On dit qu'on a défini un systéme déterminant {En“ - n, d'en-
gembles, lorsqu'on a fait correspondre & tout systdme fini d'indices
(fy , g ...y my) un ensemble 'formé d’élémepts quelcongues) Ep | p, ..., n,.

Un systéme déterminant {£, , "21"'1”)1} est dit systéme d'unicité,
8i, my. my, my,..., €t ny, My, My...., Stant deux suites infinies distinctes
(au moins dans un terme) de nombres naturels, on a toujours

o

1
. HEml) Mhgyeeny My, E”n Rggouny By — 0.

kw1

On appelle noyau du systéeme déterminant {Ey n, . »,} et on
désigne par N{Zp n,..,n,} l'ensemble ‘

N{Enl,n,,..., nk} =2 En1 Enl,n2 E’nn Ng, My * 1
(my, Mg, 12gy.n.)
la sommation s'étendant & toutes les suites infinies de mombres na-
turels n,, ny,ny,...

F étant une famille donnée quelconque d'ensembles, désignons
par A(F) la famille de tous les ensembles qui sont noyaux de sy-
sttmes déterminants {Ep p, . n,), formés d’ensembles Ep. gy
de la famille F, et désignons par U(F) la famille de tous les en-

1) Présenté & la Société Polonaiso de Mathématique (Bection de Varmovie,
le 21 octobre 1932.
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sembles qui sont noyaux de systdmes d’unicité {Eyn ... )} formés

Phgpee

- d'ensembles Ep n, . n, de la famille #.

On a évidemment

FC AWF)
(puisqu'on a, pour tout ensemble E,
E= N{Enl, Mg yerey n*)a :
ol E”u”zr--: ny = E pour tout systéme fini 2, My yeens My de nombres

naturels) et

U(F) C A(F).
Théoréme L) Quelle que soit la famille F densembles, si '
(1) E'¢e UF) pour i=1,28...
et
2 E'E'=0 pour ig=j,
on a
' /4

(3) S EeUP).

) .
Démonstration. Daprés (1) il existe pour tout ¢ naturel un

systéme d'unicité (E’:;”n,’__.’ n, ) formé d'ensembles de la famille F,

“tel que

) B = N{Bp g

Il existe, comme on sait, pour tout nombre naturel & deux nom-

" bres naturels p, et g, bien déterminés, tels que

®) k=21 2g—1),

et on a évidemment pour tous les nombres naturels r et s:

)  Pgmage—p=" @ Qo125 —1)= *
Posons (pour tout systéme fini de nombres naturels ny, fiy;...y M)
‘ Pn,

(7) ' E”h”m"-’ My = Eqnn”h"sr'-:”k

— ¢e seront évidemment des ensembles de la famille F.

1) Of. H. Hahn, Reelle Funktionen Erster Teil, Leipzig 1932, p. 370 (42.2.1).
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Je dis que {Ey , n,,.,n,} et un systéme d'unicité.

En effet, admettons que ce n’est pas le cas: il existe done deux
suites infinies différentes d’indices: ry, ry, 7y,... et 8,8, 8;,...,
telles que

oo
A=l

ce qui donne, d’aprés (7):

8 n -J’n
® gEgn’ Tageny T EQM 8gyeey Sk +0

D'aprés (4), la formule (8) prouve (vu la définition du noyau N) que

EPn gPs 40,
ce qui donne, d’aprés (2):
® DPr, = Ps, -

Les suites infinies d'indices »,, ry, ry,... 0t 81, 8, 84,... étant dis-
tinctes, il résulte de (9) que les suites Qr,Tar Tare Ot Gg, 83, 8y,... sODE dis-

tinetes et la formule (8) prouve, d'aprés (9), que’ {Eﬁ:"n n West
2703y
pas un systéme d’unicité, contrairememt & 1’hypothése.
Le systéme '{Enh gy ) €5t dome un systéme d'unicité, c. q. f. d.

Nous prouverons maintenant que

(10) D B =N{Ep n,,.,n)-
feal
. Soit pe EIE,‘. Il existe done un indice j, tel que pe E/. D’aprés (4)
il existe donc une suite infinie d'indices r,,7y,7y,..., telle que

11 ) 8.
(11) PGE}’,,r,,...,r, pour k=1,23,...

Or, d'aprés (7) et la définition des suites p, et g, (k=1,2,...),

on a y Ly

, iy |
By 12ry—1) 1y Pgpy 1 = Erl’ Tageny Th (k=1,2,3,.):

la formule (11) donne done: peN {E”n — -
o
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" D’autre part, soit p un élément de l'ensemble N{Zy, s, .. n} 1l
existe done une suite infinie d'indices 7,,75,7y,..., telle que

P "Eﬁ, Fap s (pour k=1, 2, 3,...)

et les formules (7) et (4) donnent tout de suite p e P, done
peEEi.

lml

La formule (10) est ainsi démontrée. {En,, ng,...,n,} 6tant un sy-
stéme d’unicité, et Ey, n,..,n, étant tous des ensembles de la fa-

‘mille ¥, la formule (10) entraine la formule (3). Le théordme I est

ainsi démontré.

Théoréme I*. Quelle que soit la famille F densembles, si
Er¢U(F) e E'eU(F)
et
EV B =0,

E1 |+ Exc U(F).

La démonstration du théordme I* est tout & fait analogue & celle
du théoréme I, il fant seulement au lien de la formule (7) partir
de la formule

on a

P(m)
By, gyt = Ep() 1930y 107
ou
(n) =1 et p(m) =7l’———;—]1 si », est impair
pn )= 1 9 1
ot

@(n)=2 et Y(n) =% si n, est impair.

Théoréme IL1Y): Quelle que soit la famille F d'ensembles, si

(12) B eUF), pour i=1,2 3.,
on a ’ "
13) ]I E'e UF).

fe=l

5) Of. H. Hahn, L e, p. 871 (42. 2. 11)
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Démonstration. Daprés (12) il existe pour tout i naturel

un systéme d'unicité (E:z,,n,,..., n,y formé d’ensembles de la famille 7,

tel qu'on a la formule (4). Posons (pour tout systéme n,, m,..., n,):

(14) E P

TRV E”g""—ly BoPk, By ”2""_1(2 %—1)
— ce seront des ensembles de la famille E,
Je dis que {E.,,” P n,) €8t un systéme d’unicité.
En effet, admettons que ce n'est pas le cas: il existe done deux

suites infinies différentes d'indices: 7y, 7y,... ot 8, 8,..., P. @ ol
(15) ry = 8,
telles que
(16) Y [ 2 e )
Soit =
(17 =1 ot g =m.

D'aprés (14) on a
l

E - :
Ty Taseey 1‘21—-1 (2 7-____ 1) Er21_1, 1‘21... i T 1‘2 ,_1(2].__ 1)
et
l

E ' =
8y 8y 321—1 (2‘7__“1) Eszl-—-],szl—l_g,..., 821.“ (9’7_.__ 1)
pour .7= 1) 2,38,... N d’ot, d’&pl’éﬁ (16):
C w ! )
E
” 1‘2!—1: 7'«2{-—1_3,..-7 7.2[—- (27._1) Eagl—-l, 321— ‘3,...,821._ (27 “'-‘1) 3# Ov

=1

co qui est impossible,‘ puisque, d’aprés (17) et (16)

1
o (2m—1)= Th ¥ 8 = sgi- @m—1) © s, gy i)

est un systéme d’unicité,
{En,,n,,..,n,} st done un systéme d’unicité, c. q. f. d.
Nous prouverons maintenant que

1 -
( 8) ‘ ”E —-N{E”h"lr--g"k}'

lwm]

icm

Théoréme d'unicité de M. Lusin 255

Soit peﬁlE". On a done peEipour i=1,2 3,... et il existe,
M

d'aprés (4), pour tout indice i donné une suite infinie d'indices
rgn'p rg’, fﬁ",-.-, telle que .

N q
(19) pe E,,gi),,le),__.’ 0, pour k=1,2,3,...
Posens

sj=r(;:j) pour j=1,2.3,...:

d’aprés (14) nous aurons:

Esl,s,,..., 8= Eﬁ’l"k’d’ﬁ),‘..,rfﬂk), pour k=1,2...,
ce qui donne, d’aprés (19):
pour k=1, 2, 3,...

pe E’u 8gyny 8
et proave que p e N {E"n;”n---:”x}'
D’autre part, soit pe{Nu, ng,..,ny- 1l existe donc une suite infinie
d’indices ry, ry, 7y,..., telle que
(20) , peEy r..r, POUT k=123,..

Soit 4 un indice donné. D’aprés (20) on a

pe Erl,r,,...,rgl—,-l(zj_l) pour .7 =1, 2'» 37'"7

ce qui donne, d’aprés (14):

,peE:. pour j=1,2,..,

g-1Tgi-1g "1 (25—1)
d'oti:

i
peN {Enl,n,,...,n,,}

et, d’aprés (4): peEi. On a done peE* pour i=1,2,...
La formule (18) est ainsi établie. {Eny typmym} Stant un systéme

_ d'unicité, formé d’ensembles de la famille F, le théoréme II est

ainsi démontré.

Théoréme IIL Quelle que soit la famille F d'ensembles, on
a U'égalité

(21) UUWF) = U(F).
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Démonstration. Soit

(22) Ee UUF).

On a done

(23) E — N{E'f] ,r,,...,rs}7

oti, pour tout systéme fini d'indices (ry, 7y,..., 7sh {Er,,r,,...,r,} est un
systéme d'unicité, formé d’ensembles de la famille U(F). Il existe
done pour tout systéme fiini donné d'indices ry, 7y,..., 7, uUn systéme
Py Fygoenls

Qunicité {Ep p . n,) formé d’ensembles de la famille F) tel que

Y19 ey s

(24) E = N{E ey

Ty yHg oMy

Posons, pour tout systéme fini n,, 7y,..., % de nombres naturels:

@) By = Egi i
e "oq—11"2(2g,—1)" Mom12g,—1)

— ce seront évidemment des ensembles de la famille F.

Jo dis que {Ey, n,..n,} est un systéme d’unicité. En effet, admet-
tons que ce n'est pas le cas: il existe done deux suites infinies
d’indices ry, 75, #3,... € &, 8, 8;,..., ot un indice k, tels quon
a les formules (15) et (16).

Distinguons deux cas:

1) Py, = By, pour j==1,23,...

Soit

(26) h=2""l21—1)

On a, d’aprés 1) (pour j=h), (b) et (15):

(27) 9y, F s,

Posons:

(2?) (lz.’-—..—_-q,.zj_l(2 1) bj=9321—1(2,_1)' ¢j== Py, pour Jj=1,2,3,..

D’aprés (28), (25) et (6) on trouve, pour j=1, 2, 3,...:

29) E e 11025041 —

(29) "1)’"8)-'-1"2/"4(21_2) By By ponrydy © al,s,,...,szj_l(zlwl).._
S T Tad
== By byyenby
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Or, d'aprés (28), (26) et (27) on a
O =F by
et, d’aprés (29) et (16) on trouve
Loyl 0150yl
_gba”a“...,aj Ebhbn"wbl +0,

' €4,Cayenmnf
- . . 1)y N )
ce qui est impossible, {En“n_”___’nk} étant un systéme d'unicité.

2) Il existe un indice g, tel que

(30) p, 7,
Posons
(81) b= Py, et w;=p, pour j=12,3,...
et .
(3) (%) 4=1,2,3,...

(32) a; = Irgiey(gi—1y b = Osgipi1y P j=1,2,3,...

D'aprés (31), (32), (2) et (6) nous avons:

(83) E =Ei‘df""

t
gl
“ n B
"ol 2-Y(2i—1) 05"

81,9895y 2/—1(21-_‘1)
gty

. = Ebsl)’b(’{)? ""b}n
pour i et j naturels, d’oﬁ, d'aprés (15) et (24):

00
”Etl ttayali i 7“27---1“1;1__. 0,

=1
ce qui est impossible, puisque, d’aprés (30) et (31) t, = u, et
{E™Mar") est un systéme d'unicité.
La formule (16) certaine done toujours une contradiction. Nous

insi ] téme d'unicité.
avons ainsi démontré que {Enu'nsy-'w"’k} est un sys

Je dis maintenant que

(34) E= N{Enl,ng,...,n )

(3
En effet, soit peZ. Daprés (23) il existe une guite infinie d'in-
dices 7y, 7y, ry,..., telle que
(35) pe Bl pour j=1,23,...

Fundamenta Mathematicae. T. XXI. - 17
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Daprés (24) ét (3b) il existe pour tout j naturel une suite infiinie
d'indices n§?, m$®, m§h,..., telle que

~

TyTayety i=1,2,3,...
(35) pe Eplinth! o pouwr 193,

Posons

(37) 5 =2 Yo ml ¥ h=1,2,3,..
= Zmy, ), pour h=1,23,...

Draprés (37) on a ' ‘

(
(38) ps, =1 €& gg= mpih) pour h=1,2,3,...,
done, d’aprés (6):

( .
(39) mj(h) pour- j=1,2,...

982,]——](2qh__1) =
Les formules (25), (38) et (39) donnent:

Er, Foyg¥ag

Esnsz,..-,sk=,' {7, mi pour k=1,2,...,

ce qui doone, d'aprés (36)

(40) pe Eshs!:"'frlz’ pour k=1,23,...,
done pe N {E"n"u---;m}'

Drantr i o i i
e part, soit pe N {Ennngrn,"k}. Il existe donc une snite

infinie d'indices sy, s,, sy,..., telle qu'en a les formules (40), Posons

(C:3))] rj =psj pour j=1,2 3 ...
et ’
O] i=—1.2 3
(42) m; = q our i ) <y Yy
7= sgiygy gy PO j=1,23,...

D’aprés (25), (41), (42) et (6) nous avons:

L1y eyeeny

=K

i
A
m’m{,..m? POUT

-

E = ], 2 3 .s
183124 1) =1,2 3

-

yoo

ce qui donne, d'aprés (40):

=]”

2,3
1,2,3

-~

--c.’

1‘1,7'2,".,1‘1 i
eE .
P m,”,mﬁ”,...,m}"’ _pour 4

~
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d’oty, d’aprés (24): ‘
| - peEM"t pour i=1,238,...
ot. daprés (23): pe B. '

La formule (34) et ainsi. établie. {En"
d'unicité, formé . d'ensembles de la famille F, nous avons ainsi

démontré qué Ee U(F). ,
Nous avons done prouvé que si Ee¢ UU(F), on a Ee U(F),

Cest-b-dire que

(43) UUF) C UWF).

Nous prouverons maintenant l'inclusion inverse. Soit done EeU(F).

1l existe donc un systéme dunicité {Z, " m}’ formé d’ensembles
117783

étant
”27“')") un systéme

de la famille 7, tel qu'on a la formule (34).
Posons pour toutes les suites finies d'indices ry,7y,..., 7 et

Ty, Ngyeeey Mt

11y 2309"s

@4) By ny,n, = Ean-yom —1),277 (20 —1),., 27 (2m—1) 8l ks
et '

riTers
(45) En, Moy — .
= E2r"_1(2”1—1)52n_1(2”1—1 )’"_,2r,—1 (2”5_1))”&1)”&27'"1”1 o k>

{E }-étant un systéme d’unieité, on voit sans peine, d’aprés
Ty Mg yeeesi o
(44) et (45) que, pour toute suite finie donnée d'indices 7y, r3y..3%n

¥y TogesTs ) . '
{E”“n”'_.,,,‘} est un systéme d'unicité. En posant’(pour tout systéme
fini donné d’indices 7y, ry,...,7s)

7'1 77'2 ,...77" g ,1‘, 1"‘)r3
(46) E =N {Enl,n,,...,n s

nous aurons donc
(47) . Efur”...,r*e U(F) .

Jo dis que {E™V*""*} est un systdme d'unicité. En effet, admettons

que ay, s, Gyy... b by, by, by,... sont deux suites infiniea diffé-

rentes d'indices, p. e. telles que

(48) ay ':‘-—- bk

17
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et que
(49) -”‘Eal!ah"'jakEb”bg,-..,bk# 0.

k=1 '

De (49) résulte que

a

FO0r Ebl,b,,...,b,, 40.

et, d’aprés (46), il existe deux suites infinies d'indices ¢,, ¢, ¢y,...

et dy, dy, d;,..., telles que
C 0 TSN, PN T oo 4
k_ﬂl-ﬁ’ci,c,,...,ck Ed,,d,,...,d,‘ +0.

Or, comme on voit sans peine, c’est impossible d’aprés (44) et (45),

{En“n”"’n‘} étant un systéme d’unicité.

Nous avons ainsi démontré que {E """} est un systéme d'u-
nicité.
Je dis maintenant que

{(50) E= N{ ok 7"2:---:":}

Soit p ¢ £. D'aprés (34) il existe donc une suite infinie d’indices
my, my, my,..., telle que -

(1) rek g,..m,  POUT k=1,28,...,

Or, d’aprés (44) et (45), pour tout indice s donné:

E - pmemgr--;Pm,
My My 5y Eq,m,g,,,,,...,g,,,s pour k <s
et
m — pPmoPriPm
157h9ymeey My g)m;q.m,r'-1qm_‘_,m,+1,m,+2,...,m& POllr k >s

La formule (51) prouve done, d’aprésb (46), que

PryPmg+sPm
pGE pLim 1 lmg pour 3:=1,2, 3,..-,

. d'oni: pEN{ErH"zr"J":}'
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D’autre part, soit peN{Er”r”""r‘}. 11 existe done un indice g,
tel que pe £’ e, d’aprés (46), il existe une suite infinie d’indices
My, My, My,..., telle que

(52) Pe EZtl,m,,.‘..,m,, pour k=1,2,3,...

Or, d’aprés (44) et (45):
g

E’gn,=E 20-%2m, —1) et B My Mgty Ege— (2 my—1),my ..., m;

pour k>1:

la formule (52) donne done, d'apres (34): p eE. :

La formule (50) est ainsi établie. EV " gtant tous, d'aprés

(47), des ensembles de U(F), et,{Eﬁ’r”'"’r‘} étant un systéme d'uni-

cité, la formule (50) prouve que Ee UU(F).
Nous avons ainsi démontré que la formule EeU(F) entraine

la formule Ee UU(F), cest-d-dire que
UF)C UUE).

Or, plus haut nous avons démontré la formule (43). On a ainsi la
formule (21) et le théordme III est démontré.

11 est & remarquer que notre démonstration de la formule (34)
donne en méme temps la démonstration du théoréme de M. Lu-
sin, d’aprés lequel

AA(F) = A(F)
pour toute famille # d’ensembles?).

F' étant une famille donnée quelconque d’ensembles, désignons
par B(F) la plus petite famille @ d'ensembles satisfaisant & trois
conditions suivantes:

1. FCO. ‘

90, TUne somme d'un nombre fini d'exsembles disjoints de @
ainsi qu'une somme d'une infinité dénombrable d’ensembles disjoints
de @ appartient 3 @.

3¢. Un produit d’une infinité dénombrable d'ensembles de @

appartient & @.
1) Cf. F. Hausd orff: Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 93, W.-Bier-

pifski: Zarys teorji mnogodei Cx 1T (Topologja og6lns). Warssawa 1928 (en
polonais), p. 156—160.
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Des théorémes I,'I' et II résulte tout de suite ce

Théoréme IV. La condition nécessaire et suffisante pour q'u'on
ait pour une famille F' d'ensembles la formule
B CUWE)
est linclusion

FCUF)

Nous démontrerons plus loin pour les familles #' satisfaisant
aux certaines conditions I’égalité B(F')= U(F).

F étant une famille donnée quelconque d’ensembles, désignons
par R(F) la famille de tous les ensembles qui sont différences de
deux ensembles de la famille F.

Théoréme V). F étant une famzlle donnée quelconque d'ensem-
bles, les formules

(63) R(F) CB(F)
e

(54) R(B(F) CB(F)
sont équivalentes. .

Démonstration, D'aprés #(C B(X) on a R(F) C B(B(F)):
la formule (54) entraine donc la formule (53).

Soit maintenant F' une famille d’ensembles qui satisfait 4 la
condition (53). Nous prouverons d’abord que

(65) Si MeF e NeB(F) ona M— NeB(F)
Soit done M ¢ F' et désignons par K la famille de tous les en-
sembles E, tels que
Ee¢B(F) o¢ M— EeB(F).

D'aprés F' C B(F) et (63) la famille @ = K satisfait évidem-
meni & la condition 19,

Soit maintenant N= E, + E, 4 E, + ..., ol EmEn =0 pour
m==n et E ¢K pour n=1,2 3,... D'aprés la définition de la
famille K on a donc Z, e B(F') et M— E, ¢ B(F) pour n=1,2,...

1) J’ai démontré des théordmes connexes dans deux notes que j'ai publié

) dans les Fund. Math. t. X1I, p. 209—210 et dans lea Annales de la Soe, Polo-
ngsbe de Math, t. VI, p. 50—b3.
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La famille @ = B(F') jouissent de la propriété 20, on a Ne B(F).
Or, la famille @ = B(¥') jouissant de la propriété 3°, la formule

M—N=M—(E + B+ B+ ...) =M — Ey) (M —

donne M — N e B(F'). D'aprés la déﬁnmon de la famllle Kona

done Ne¢ K.
Nous avons ainsi démontré que la famille @ =K jouit de la

propriété 2°.
Soit enfin N=E, Ey E;..., od E ¢ K pour n=1,2,3,...

On a donc E.e B(F) et, la famille @ = B(F') salisfaisant & la

condition 3°, on. trouve N ¢ B(F) )
Or, on a évidemment la formule

= (M — Ey)+ E,(M — E) +

EI) (M - a)

©6) M—N=M—EEFE...

+ ElE,(M—‘E,) +..+EBE..E, (M—E)+..,
ol les ensembles
67) H,=FEE..E,_,M—E) (m=1235.)
satisfont & la condition
(58) H_H, =0 pour m=n

La famille @ — B(¥) satisfaisant & la condition 3¢, il résulte
de E,e B(F) et M — E ¢ B(F) pour n=1,2,... et de(47) résulte
queH ¢ B{F) pour n=1,2,38,... Or,lafamille @ = B(F) satisfaisant
& la condition 29, il résulte de (66), (67) et (58) que M — Ne B(F).
D’aprés la définition de la famille K on a done Ne¢K. La famille
@ — K satisfait done & la condition 2°.

Nous avans ainsi démontré que la famille @ =K satnsfaxt aux
conditions 19 2° et 3°.-D'aprés la définition, de la famille B(F") on
a done B(F)(C.K. Done, si Ne B(F), on a Ne K, donc M— NeB(F).
La formule (b5) est ainsi établie.

Soit maintenant NeB(F) et désigngns par K, la famille de
tous les ensembles M, tels que M/ — Ne¢ B(F). D'aprés (50) la fa-
mille &= K, satisfait & la condition 1°. Soit maintenant M=Z,+
+ B+ Ey +..., o0 E e K, pour n=1, 2,8,...et E E =0 pour

m=n. On a done E, — NeB(F) ponr n=1,23,...
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Or, on a évidemment

M— N=(E1+Es+ Ex+)‘_ N=(E1-'N) +(E5_N) +(Z; —NH‘

et, daprés E,E,=0 pour m==n, on a (E,—N)(E,—N)=0
pour m==n. La famille @ = B(F) satisfaisant & la condition 29, il
en résulte que M — N¢B(F), done MeK,. La famille =K, sa-
tisfait done 4 la condition 20.

Soit enfin M=F, E, E;..., oh E,¢K, pour n=1,2,..., donec
E,—NeB F) pour n=1,2,... La famille &= B(F) satisfaisant
3 la condition 39, la formule

M—N=E, E,E,...— N= (& — N) (E,— N) (E, — N)...

prouve que M —NeB(F), done que Me¢K,. La famille & =K
satisfait donc 4 la condition 3°, '
La famille @=K, satisfait done aux conditions 10, 20 et 30
d’oll résulte, comme nous savons, que B(F)(C K,. Done si’
MeB(F), on a MeK,, cest & dire M— NeB(F). ,
Nous avons ainsi démontré que si I/ €eB(F) et Ne B(F) on a
M — NeB(F). La formule (54) est ainsi établie.
Le théoréme V est done démontrs.

Corollaire. Si F est une famille d'ensembles, telle que R(F)(

CB(F), toute somme d'une infinité dénombrable d'ensembles de B(F)
appartient & B(F). '

Démonstration. D’aprés le théoréme V, si R(F)C B(F),

on a B(B(F)) C B(F). Soit maintenant £ — & + E.
P —E, + By ...
ol E ¢B(F) pour n=1,2, 3,... Nous pouvons écrir:: v

(59) E=E1+(E2—Ex)+(Ex“E1)(Es—‘Ez)‘f*---v

ol les ensembles
(60) H, =E,, H,—(E, — £,) (B,— E,)...(E, — E,_;) pour n>>1

satisfont évidemment 3 la condition (58).
D'aprés R(B(F)) C B(F) et E.eB(F) pour n=1,2,... on a
E.— E,¢B(F) pour m et n naturels. La famille @ = B(F) jouis-

sant de la propriété 29 les formules (59
20, ) et (60) donnent d
EeB(F). Notre corollaire est ainsi démontré, 0 n
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Nous dirons qu'une famille # d’ensembles satisfait & la condi-
tion C, si, By, £y, Ey,... étant une suite infinie donnée queleonque
d’ensembles de F, telle que

E\E,...E,&0, pour n=1,23,...,

_]D'IE,=4=0.I>

n=1

on a

Théoréme. VI. (Théoréme de Souslin pour les es-

paces abstraits) ).
Si F est une famille densembles satisfaisant & la condition C et
telle que R(F)(C B(F), et si E et H sont deuz ensembles, tels que

(61) Ee¢A(F), HeA(F) ot EH=0,
il eviste deur ensembles M et N, tels. que
(62) M¢B(F), NeB(F), MN=0, EC M ¢ HCN.

Démonstrations).

On dit que deux ensembles X et H sont séparables au moyen
des ensembles d’une famille @, ou, plus court, qu'il sont séparables @,
g'il existe deux ensembles disjoints de cottd famille, dont un con-

tient E et l'antre H¥).

Lemme. Soit F une famille densembles, telle. que B(F)C B(F).
Si Ey, Ey, Ey,... et H,, Hy, H,.., sont deux suites infinies densembles,
telles que, pour m et n naturels, les ensembles E, et H, sont toujours

séparables B(F), les ensenbles
63) E=E -+ E +E+...

sont aussi séparables B (F).

¢¢ H=H, 4 H +H +...

1) Pour les fa‘millea F d’ensembles fermés compacts d'un espace métrique (ou,
plus généralement, d'un espace topologique) la condition C équivaut au Dusreh-

schnittsatz de G. Cantor. .
%) Un théoréme trés voisin est du & M. 8. Steckel: Ann. de la Soc. Polo-

naise de Math. t. VI (1929), p 269.
3) La démonstration est basée sur uve jdée de M. Lusin; cf. F. Hausdorff,

Mengenlehre (1927), p. 276; cf. aussi mon livre cité, p. 180. )
4)-La notion de la séparabilité des ensembles est due 4 M. N. Lusin: voir

Fund. Math. t. X, p. bl.
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Soient, en effet, K, E,, E,... et H,, H,, H;,... deux suites in-
finies d’ensembles, telles que, pour m et » paturels, les ensembles

E, et H, sont toujours séparables B(F'). Il existe done pour tout
systéme de deux indices (m, n) deux ensembles Mm’ n 06 N, n, tels que

(64) My yneB(F), NpneB(F), My nNpn=0, Ep C M, ot

Hy C Ny .
Posons:
(65) M= f ﬁ Moy N= JJ M 0.
m=l w1 Rl m=} .

La famille ¥ satisfaisant & la condition R(#)(C B(F'), il résulte,
d’aprés (64) et (65), du corollaire du théoréme V et de la pro-
priété 3° de la famille &= B\F) que M¢B(F) et N¢ B(F). Or,
de (63), (64) et (65) nous concluons sans peine que ZC M, HC N
e¢ MN=0. On a donc les formules (62) et notre lemme est
démontré,

Soient maintenant E et H deux ensembles satisfaisant aux for-
mules (61). Il existe donc deux systémes déterminants {E”n”ir--) nt

et {Hnl,,,w_’ n, formés d'ensembles de la famille F, tels que
(66) E=N {Enl, Rypuynyy €6 H=N {Hn,,n,,..., ne

"1, Tyy.-.; 7, €tant un systme fini donné quelconque d'indices,
posons ‘

67 - EolaeaTs__

=E, E .
. Ty Ty Tayeee Erly Tayen s 2" Erlr Tageey Tey By E"n Ty Ty By g )

Ny, Ngyenn
et
(68) Hrn Tageomyts
=H, H, H .
11 5 Tayee DI Ty 1 Hr“ TopnyTsy Efl’ Foyesy Tgy Py Nig -2+
ny, Ng,...

Des formules (66), (67) et (68) résulte tout de suite que
(69) E=E'4 ErLEs4.. ., H=H'4+ H*+{ H+4...

Théoréme dunicité de M. Lusin 267

et, pour toute suite finie d’indices r,, ry,..., 7,:

oo 00
i3 Toyeeny T, P13 T2y Ty M TP s __ T13 2y sy e
(10) E T Ti= 3 o H B.Y:

nml n=]
Admettons maintenant que les ensembles Z et H ne sont pas
séparables B(F). D’aprés notre lemme et d’aprés (69) nous con-
cluons qu'il existe deux indices %, et [,, tels que les ensembles B

H" ne sont pas séparables B(F).
D’aprés (70) nous avons

Ek, =2°: Ek”” ot Hll ___i gt

n=] nel
et nous concluons qu'il existe deux indices k, et J,, tels que les
ensembles E¥11%1 et H'»% ne sont pas séparables B(F). En rai-
sonnant ainsi de suite, nous obtenons deux suites infinies d’indices
ky, kg, kgyoory €t Ly by, byy..., telles que, pour 5=1,23,..., les
ensembles .
(1) Bhukreke o Fh el

ne sont pas séparables B(F').
O, d'aprés (67) et (68):

ke — T
(12) BBk [ B,

1y

L by b I
Ty B H C” y Fggeey b

Py =1

Si Pon avait pour un indice 8

s

=0,
_lI Ekl, - Hlu -~

=1

les ensembles (71) seraient, d’aprés (712) (et_ la,propriété 30 de la
famille @ = B(F")) séparables B(F), ce qui n'est pas le cas. On
a done

(13) | IIE]‘“],”_"’ k,Hi, 1., 1, F 0 pour =1, 2,3,...

n=l
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La famille ¥ satisfaisant & la condition C, la formule (73) donne

]I Bty gy

=]

11 2: Jl #0

ce qui est impossible d’aprés (66). puisque, d’aprés (61), on a EH=0.
L'hypothése que les ensembles E et H ne sont pas séparables
B(F) entraine ‘donc une contradiction. Les ensembles Z et H sont
donc séparables B(F'). clest-a-dire il existe deux ensembles M et N,
tels qu'on a la formule (82).
Le théoréme VI est ainsi démontré.

Corollaire. Si F est une famille d'ensembles satisfaisant & la
condition C et telle que R(F)C B(F) et si Ep (n==1,2,8,...) est
une suite infinie d'ensembles, telle que

(14) EncA(F) pour n= -1,2,3,... et By Ep=0 pour m=n,
il existe une suite injinie d’ensembles My, (n =1, 2,..), telle que

(15) MpeB(F), E,C My, pour n=1,2,3,...
pour m=E=n.

et .MmMn=0

Démonstration. Soient m et » deux nombres naturels dif-
férents. D'aprés (74) et d’aprés le théoréme VI, il existe deux
ensembles Mm,n et My m, tels que

(76) Mm,nGB(F), Mn,mGB(F), Mm,nMn,m=0
et .
(1 Ep CMm,m Ly CMn m-

On a done les formules (76) et (77) pour teut systéme de deux
nombres différents m et n.

Posons, pour tout k& naturel:
(18) M= Jf .,
ntk
ol le produit 11 s'étend & tous les nombres naturels n == . De (76)

et de la proprtété 3% de la famille & = B(F) résulte que My e B (F),
pour k=123 .
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D'aprés (77) et (78) nous trouvons E, C M, pour n=1,2,...
et d’aprés (76) et (78) on a My M, =0 pour m==n (puisque,
d’aprés (78) on a, pour m=E=n: Mun C Mon, 5 08 MpC My, m e,
d’aprés (76), Mm, ”Mn,m ==0).

On a donc les formules (75) et notre corollaire est démontré.

Théoréme VII. Si F est une famille densembles satisfaisant
a la condition C et telle que R(F) C B(F), on a

U(F) C B(F).

Démonstration?). Soit EeU(F): il existe done un systéme
d’unicité {Ey,,n,,.,n,} formé d’ensembles Ep, n,,..,n, de F tel que

(79 k= N{E"u Bgyenyy ”’l:}'

Définissons les ensembles E71 727 par la formule (67) ce
seront donc des ensembles de la famille A(F').
Soit s un nombre naturel donné. {Ey 4, . n} étant un systéme

d’unicité, on a évidemment
%0 % a; E’bn bz:---; b, =0

i a,,05,...,a, 6t by, d,..., b, sont deux suites différentes de &
indices.
D’aprés le corollaire du théordme VI il existe donc un systéme

déterminant {M, ny» tel que pour tout systéme 7, 7y,..., 7,

Ngyeees
de s indices:
(80) My, rey, v € BIF), EMTaTsC My, y, 7,
et :
(81) k Mg, q,,..,a, Mb,,b,,...5,=0

i ay,ay,...., b, sont deux suites différentes de s

a, et by, by,...,
indices. '

1) Yci ausei I'idée de la démonstration est due & M. Lusin. Cf. F. Haus-
dorff 1, ¢, p. 877
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Posons, pour n=1, 2, 3,...

(82) S, =Z Erl,rs,..., Ty Mr] Mr,, rg et Mrl, Pgyreey ¥'n

Y13 Tgpen Tn

la sommation s’tendant & tout systéme de » nombres naturels
713 734ee., 7, Lia famille B(F) satisfaisant aux conditions 20 et 89,
on conclut de (80) que S,e B F') pour n=1, 2, 3,...

Je dis que

(83) E=286,5...

En effet, soit p ¢ B. De (79) résulte qu'il existe une suite infinie
d’indices m;, m,, my,..., telle que peEmI,m,,..., m, pour k=1,2 3...,

d’ody, d’aprés (67), p e E™ M M pour k=1,23...., et, d’aprés
(80) et (82): pe S, pour n=1, 2, 3,..., done PeS S5 8;...

Soit. d'autre part, peS, S,8;... On a done peS, pour n=1,2,3,...,
et, d'aprés (82). il existe pour tout indice % un systéme de n ‘nombres
naturels m{?, m,... m®, tels que

(84 P B mi _ pin
et
(85) PeMp® i mpp pour k=1,2,... n

Si j > i, il résulte de (85) que
PeMpyP . ;> et pe MD, mip..... iy

d'oti, d'aprés (81):

(86) m§?=m§j’ pour k=1,2,....4; i <j.
Posons
(87 m, == mg.i) pour i=1,2 3.,

Draprés (86) et (87) nous aurons

mgl)=mk pour k<n

et, d'aprés (84):
Pé‘Emum,,...,m. pour n=123,...,
d’ot, d’aprés (19), peE.
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La formule (83) est ainsi établie.

De (80), (81), (82), (83) et des propriétés 1° 20 et 39 de la fa-
mille @ = B(F) résulte que Ee B(F) et lo théordme VII est dé-
montré, :

Des théorémes VII et IV résulte tout de suite ce

Théoréme VIILL (Théoréme d’unicité de M. Lusin pour les
ensembles abstraits): Si F est une famille densembles satisfaisant
@ la condition C et telle que R(F)C B(F) et FC U(F), on a:

(88) U(F) = B(F).

F étant une famille donnée quelconque d’ensembles, appellons bore-
liens relativement & F' les ensembles de la fumille B(F'). Le théo-
réme VIII donne done, pour les familles 7' satisfaisant  la condi-
tion C et aux inclusions R(F)(C B(F) et F'(C U(¥F), une condi-
tion’ nécessaire et suffissante pour qu'un ensemble E soit borelien
relativement & F": cette condition est notamment que E soit noyau
d'un systéme d'upicité, formé d’ensembles de la famille 7.

Soit maintenant # une famille d’ensembles satisfaisant aux con-
ditions du théoréme VIII. D'aprés le théorémeIII, on a UUF)=U(F),
ce qui donne, d'aprés (88): U(B(#))= B(F). On a ainsi ce

Théoréme VIII*. Si F est une famille densembles satisfai-
sant & la condition C et telle que R(F)( B(F) et FC U(F), on a
U(B(F))= B(F).

Done, pour les familles 7 satisfaisant aux conditions du théo-
réme VIII les noyaux des systémes d’unicité formés d’ensembles
de la famille B(F') appartiennent encore & B(F).

Nous allons maintenant 4 démontrer que les conditions des thé-
orémes VI et VII sont vérifiées lorsque F' est la famille de tous
les ensembles fermés d'un ensemble métrique compact.

Théoréme IX: Si F est la famille de tous les ensembles fer-
més d'un espace métrique compact?), on a la formule

(88) R(F) C B()

%) La condition de compacticité peut étre ici remplacée par celle de sépa-
rabilité, .
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Lenmvme I: Si F est la famille de tous les ensembles ferméds d'un

espace méirique, loute sphére ouverte de cet espace appartient & la
famille B(F).

Démonstraﬁon. Seit 8= K(p,,7) une sphére ouverte au
centre p, et au rayon r (de I'espace métrique donné).

Soit
(89) 815 03, &y (0n == (an, by))

une suite infinie d'intervalles fermés disjoints, situés & I'intérieur de
Iintervalle (0,7) et dense dans cet intervalle. Soit dy Vintérieur de
l'intervalle d,, (pour # =1, 2, 3,...). L’ensemble H de tous les points P
de la sphére fermée S= S 4 S, tels que

o(p,po)non edy, pour n=1,2,..,

(ot o(p,p,) désigne la distance du point p au point p,) est évidem-
ment fermé.

Soit @ un nombre réel, tel que 0 <a<Sr et soit 7' I'ensemble
de tous les points p de S, tels que '

¢(p,po)=a.
Je dis que Pensemble H — 7 est une somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles fermés disjoints.
En effet, les intervalles (89) étant denses dans l'intervalle 0, r),
il existe, comme on voit sans peine, une suite infinie §:1<9:<gs < .o
de points de dy {-dy+dy ... et (si a < ) une suite infinie hy >
>hy >hy> ... de points de dy 4dy ds +..., telles que limg, =

=limA, =a. Posons encore g, =0 et, 8i a<Cr, hy=r. Désignons,

=00

pour n=1, 2 3,.., par P, resp. Q, ensemble de tous les points p
de H, tels que

In < (4 (P; Po) < Gns TBBP« h:x < Q(p’ Po) < hn—-l'

De gedi+dyi+... et hyed,+dy ... (pour n=1, 2,..) et
de la définition .de l'ensemble H résulte tout de suite que les en-

sembles P, et Q, sont formés (pour n=1,23,..). Or, ils sont
évidemment disjoints, et on a

H-T=2P,+jq,

nel =1
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(vesp. H— T:‘g’:]’,,, si a==r) L'ensemble H — 7 est donc une

gomme d'une infinité dénombrable d’ensembles fermés disjoints,
¢. q f. d. i ‘ _

Désignons par T'(c) 'ensemble de tous les points p de S, tel que
o(p mo)=¢, ot désignons (pour n==1, 2, 3...)) par M, VPensemble
de tous tes points de S, tels que

o(p, po) €,

— co seront évidemment des ensembles fermés.
On a évidemment:

001 8= (H—10) Jf H—T) JJ (F—10)+ I M.

n=1 ] =1

Les ensembles H —7(r), H— T'(a,) et H— T'(b,) (n==1,2, 3',...)
appartenant, d’aprés ce que nous venons de démontrer, & la famille
B(F) (en tant que sommes d'infinités dénombrables d’ensembles
disjoints de la' famille F), ainsi que leur produit (d’aprés la pro-
priété 3° de la famille @ = B(F)), la formule (90) prouve que S
est une somme d'une infinité démombrable d'ensembles disjoints de
la famille B(#): d’aprés la propriété 2° de la famille @ = B(F),
S appartient donc & B(F) et notre lémme est démontré.

Lemme IL Si F est la famille de tous les ensembles fermés
d'un espace métrique, toute somme d'une infinité dénombrable de sphéres
ouvertes de cet espace appartient & la famille B(F).

Démonstration. Soit Sy, S;, Ss,... une suite infinie de sphéres
ouvertes. Posons P,=35, et, pour n>1, P,=85, —(S4Sp+-+Su1)-
On a évidemment:

(91) Py =[5, — (8 + 8 4.+ S 5

L'ensemble S, — (S, + S+ ...+ S,_1) est évidemment fgrmé
et, daprés le lemme I, S, e B(#). La formule (91) prmll?w}ﬂ o(x;:,
d'aprés la propriété 3¢ de la famille &= B(F). que P.e (F). Or,
on a évidemment

‘Sx+S2+Sx+v--=P1 “|’P1+Ps+-~

18
Fandamenta Mathematicaa T. XXI.
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et les ensembles P, (n =1, 2, 3,...) sont disjoints. D’aprés la pro-
priété 20 de la famille @= B(F) on a done

S, + 8, + 8, +... e B(F)

et le lemme IT est démontré.

Soient maintenant Z, et X, deux ensembles fermés d’un espace
métrique compact. L’ensemble E = K, — E, est donc compact et
il existe une suite infinie de points de Z, Py;Doy-.., dense dans Z.

Soit S, S, Ss.... une suite infinie, formée de toutes les sphéres
ouvertes aux centres en points de la suite P1; P2y Pay.-., ©f aux
rayons rationnels et qui ne contiennent aucun point de ;. Posons

U=8+8-+8 +...
Je dis que
ECU.-

En effet, soit peZ. L’ensemble Z, étant fermé, et la suite
Pi; Pgy Py, ... étant dense dans Z, il résulte de peE=E, —E,
qu'il existe une sphére ouverte contenant p, dont le centre est un
point de la suite p, p,, p;.... et dont le rayon est rationnel et qui
ne contient aucun point de E,. Une telle sphére faisant partie de
lensemble U, on a done pel, c. q. f. d.

Or, de la définition de I'ensemble U résulte que UE, =0,

Les formules E( U, E==E, — E, et UE,==0 donnent tout
de suite '

E=UE=UE, —UE,=UE,.

On a done £E=UE,. Or on a E,eF C B(F) et de la défini-
tion de Pensemble U et d’aprés le lemme Il on a IJ eB(F). La
formule E= UE, prouve done, d’aprés la propriété 30 de la fa-
mille @ = B(F'), que EeB(F). La formule (B8) est ainsi étsblie et
le théoréme IX est démontré.

F étant une famille donnée quelconque d'ensembles, désignons par B*(F)
1s plus petite famille @ d'ensembles satisfaisant aux trois conditions suivantes:

DFCS, 2 ROCD et 3) toute somme d'nne infinité dénombrable d’ensembles
de @ appartient 3 &,
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Des théorémes V ot [X résalte tout de suite que s¢ F est ln Jamille de tfous
les ensembles fermds d'un espace méirique compact (ou, plus généralement, sépa-

1 ule
rable), on & la form B = B (1),

En particulier, pour I'espace linéare j'ai signalé ce théoréme en 1925 1)
La famille 7" de tous les ensembles fermés d’un espace métrique
compact satisfait, comme on sait, & la condition C: d’aprés le_théo-

réme IX nous concluons done qu'une telle famille vérifie les con-
ditions des théorémes VI et VIL

1) Dang mon livee Funkcje przedstawialne analitycenic (en polonais) Lwéw
1926, p. 51.
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