Regulire Kurven als Bilder der Kreislinie ?).

Von

Georg Nobeling (Wien).

Jedes lokal zusammenhiingende Kontinuum B ist bekanntlich ein
eindeutiges, stetiges Bild der Strecke 2), oder, was auf dasselbe hin-
ausliuft, der Kreislinie &. Uber diese blofie Existenzaussage hinaus
ist bisher wenig tiber Abbildungen von K auf K bekannt.  Wir
wollen im Folgenden diese Abbildungen fir den Fall, dass E eine
regulire Kurve ist, etwas niher studieren.

Ein metrisches Kontinuum R ist eine regulire Kurve ), wenn
jeder Punkt p von R in beliebig kleinen Umgebungen mit endli-
cher Begrenzung liegt. Existiert fir einen Punkt p eine nattirliche
Zahl ¢ mit der Eigenschaft, dass p in beliebig kleinen Umgebungen
mit hochstens o-punktiger Begrenzung liegt, so heisst die kleinste
Zahl o(p) mit dieser Eigenschaft die Orduung des IPunktes p.
Wichst hingegen die Randpunktanzahl bei jeder sich auf p zusam-
menziehenden Folge von Umgebungen ins Unendliche, so heisst p
von wachsender Ordnung, und wir setzen in diesem Kalle o(p)===,.
Eine regulire Kurve, welche kein topologisches Bild der Kreislinie
enthilt, heisst ein Baum ). Mit 2(p) bezeichnen wir die grosste na-
tirliche Zahl 2 mit der Eigenschaft, dass ftir alle hinreichend klei-
nen Umgebungen U von p die Menge U — (p) in mindestens 2
Komponenten zerfsilt; existiert eine solehe Zahl nicht, so setzen

1) Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof, K. Mengor,

3) Hahn, Wiener Ber. 123, 8, 2483; Mazurkiewicz, Fund. Math, 1, &, 166,

%) Menger, Math, Ann, 95, K 279; Urysohn, Mém. s I multipl. Cant, 11,
Verh, Ak, Amsterd. 18, 4.

‘) Mazurkiewicz, Fund, Math, 2, 8. 123,
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wir z(p) = §,. Ist schliesslich & eine eindeutige, stetige Abbildung
der Kreislinie K auf die Kurve B, so bezeichnen wir mit m(p)
die Muchtigkeit der Urbildmenge des Punktes p.

‘Wir behaupten die folgenden beiden Sttze:

Satz 1. Bine regqulire Kurve K ist dann und nur dann ein Bowm,
wenn bei jeder eindeutigen, stetigen Abbildung o der Kreislinie K
auf B die Beziehung

my(p) = o(p)
gilt.
Satz 2. Fir jede regulire Kurve B existiert eine eindeutige, stetige
Abbildung der Kreislinie K auf R, bei welcher fir jeden Punkt p
die Beziehung

2(p) = ma(p)
und fiir jeden Punkt p von endlicher Ordnung die Beziehung

my(p) = o(p)

gilt v). Ist B speziell ein Baum, so gilt sogar filr jeden Punkt p die
Gleichung

my (p) = o(p)-

Wir beginnen mit dem

Beweis des Satzes 1. Zuniichst zeigen wir, dass, wenn B ein
Baum und o eine eindeutige, stetige Abbildung der Kreislinie K
auf B ist, fiir jeden Punktp von B die Ungleichung m,(p) = o(p)
gilt. Wir beweisen sogar die folgende Behauptung: Ist L ein belie-
biges im kleinen zusammenhingendes Kontinuum, p ein Punkt von L
und Z(p) die Mschtigkeit der Menge aller Komponenten von L — (p),
g0 gilt bei jeder eindeutigen, stetigen Abbildung der Kreislinie X
auf I die Ungleichung m,(p) = Z(p). Zum Beweise dieser Behaup-
tung gentigt es wegen der Ungleichung Z(p) = 8, %) zu zeigen, dass
fir jede nattirliche Zahl n < Z(p) die Ungleichung m,(p) =n gilt.
Wir greifen aus dem System der Komponenten von L — (p) n ver-
schiedene Komponenten Ly,..., L, und aus jeder Komponente L,

%) UTbrigena lusst sich eine Abbildung konstruieren, bei welcher auch die zweite
Ungleichung me(p) = o(p) fir alle Punkte von R gilt.

¢ Da die Komponenten von L — (p) als Komponenten viner offenen Menge
offen und paarweise fremd sind, ist ihre Anzahl =< N,.
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einen Punkt p, heraus; es sei g, ein a-Urbildpunkt von p,; zur Ver-
einfachung setzen wir noeh p,., ==p; nnd g, ==q,. Wir dtirfen
die Numerierung sofort so gewihlt denken, dass, wenn man den
Kreis K in positivem Sinne durchliuft, die Punkte ¢, in der na-
titrlichen Reihenfolge passiert werden. Nun bezeichnen wir mit K
denjenigen Teilbogen von K, welcher, vom Kreismittelpunkt aus
gesehen, den Punkt g, zum rechten und den Punkt ¢, zum linken
Endpunkt hat. Dann ist die Bildmenge von &, ein Kontinuum, wel-
ches die Punkte p; und p,, and daher auch den Punkt p enthuli,
da p die Punkte p; und p,, in L trennt, Mithin muss im Innern
von K, ein a-Urbildpunkt von p enthalten sein. Weil dies flir jedes
i< n gilt, so gibt es also mindestens » verschiedene ~Urbildpunkte
von p, womit unsere Behauptung bereits bewiesen ist, [st nun L == B
speziell ein Baum, so gilt fir jeden Punkt P die Gleichung
Z(p)=1=2(p)"). Also ergibt sich aus der socben bewiesenen Behaup-
tung, dass, wenn @ eine Abbildung von K auf I ist, fir jeden
Punkt von B die Ungleichnng m, (p) = o(p) gilt, womit die erste
Hulfte des Satzes 1 bewiesen ist,

Wir zeigen jetzt, dass, wenn die regulire Kurve I kein Buum
ist, eine eindeutige, stetige Abbildung o der Kreislinie auf X exis-
tiert, bei weleher fir mindestens einen Punkt p von B die Unglei-

chung m,(p) <<o(p) erfullt ist. Zu diesem Zwecke beweisen wir
die folgende

Zwischenbehauptung, Ist die requlire Kurve B kein Baum, so
kann man fir einen gecigneten Punkt p mit einer Ordmung o(p) = 2

die Menge R — (p) als Summelg R, von Kontinuen R, darstellen,

-——00
sodass erstens kein Durchschnitt R, R,y leer ist und zweitens in jeder
Umgebung von p fast alle R, enthalten sind.

Da die Kurve R kein Baum ist, enthéilt & einen topologischen
Kreis S. Nun sind zwei Fille moglich,

Entweder enthult der Kreis S einen Punkt p, welcher kein
lokaler Zerschneidungspunks$) von R ist und als Punkt von § eine
Ordnung o(p) =2 besitzt. Wegen der Regularitit von 1 existiort

") Menger, Math. Ann, 96, 8. b74.
8 Ein Punkt p heisst lokaler Zerschneidungspunkt, wenn eine wussmmon-

hiingende Umgebung U von p existiert,  fiir welche U-—(p) in mindestens wwoi
Komponenten zerfillt,
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oine sich monoton fallend auf p zusammziehende Folge von zusam-
menhingenden Umgebungen U, (k=1, 2,... ad inf)) mit endlichen
Relativbegrenzungen. Dabei konnen und wollen wir tberdies noch
annehmen, dass U, = B ist und fir jedes k=0 die Beziehung
U1 C U, gilt. Nun besteht fir jedes ©==0 die Menge U — Ut
aus endlich vielen Komponenten. Weil aber U, zusammenhingend
und p kein lokaler Zerschneidungspunkt von E ist, also je zwei
Punkte von U, — (p) durch einen Teilbogen von T,— (p) mitein-
ander verbunden werden konnen, so gibt es endlich viele Teilbogen
von U, — (p), sodass die Summe dieser Bogen und der Kompo-
nenten von U, — Uiyr ein Kontinuum ist. Bezeichnen wir diese
Summe mit R, = E_,, so gilt also die Beziehung U— UnCR=
= R_,C U,~—(p). Hieraus folgt unmittelbar, dass die Mengen £,
(i=0, +£1, +2,...) die in der Zwischenbehauptung verlangten
Eigenschaften besitzen.

Oder alle Punkte von S sind lokale Zerschneidungspunkte von K.
Dann gibt es unter ihnen einen Punkt p von genau zweiter Ord-
nung ). Also existiert eine sich auf p monoton fallend zusammen-
ziehende Folge von Umgebungen U, (k=1,2,... ad inf), mit zwei-
punktigen Begreuzungen. Wir dtirfen sofort annehmen, dass fir jedes k&
die Beziehung Ty, C U, gilt und dass ausserdem U so klein ist,
dass 8. (R — U,) nicht leer ist. Dann ist erstens die Menge By=
= R — U, ein Kontinuum, da U, genau zwei Randpunkte besitat,
welche wegen S+(R — U;)==0 durch einen Teilbogen von S-(E— U)
miteinander verbunden sind. Weil zweitens fur k=1 die Menge U,
genau zwei Randpunkte besitzt, so enthilt die Menge U— U
entweder nur eine Komponente, die wir dann mit B, = R_, bezeich-
nen, oder genau zwei Komponenten R, und E_,. Durch eventuelle
suczessive Vertauschung der Indices ¥ und —F% kann man es er-
reichen, dass ftr jedes ganze i der Durchschnitt R, R, nichtleer
ist. Dann besitzen offenbar die Mengen B, =0, £ 1, +2,... ad
inf) die in der Zwischenbehauptung verlangten Eigenschaften, Da
schliesslich p die Ordnung 2 hat, ist hiermit aunch fiir den zweiten
Fall die Zwischenbehauptung bewiesen.

Es seien p ein Punkt und B; (i=0, £1, & 2,...) Kontinua,

$) Whyburn, Monatsh. f. Math, u. Phys. 36, S, 309,
Fundamenta Mathematicae T. XX. 3
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welche die Eigenschaften unserer Zwischenbehauptung besitzen. Wir

wollen eine Abbildung & der Kreislinie & auf die Kurve X kon-
struieren, bei welcher der Punkt p» genau einen Urbildpunkt besitzt.
Die Kreiglinie K=(r==1, 0 < ¢ = 2n) zerfillt durch Tilgung

1 C
der Punkte ¢ =10, ‘/"—’“;’i'” und @ = (2-‘-- Z»,J-n (w1, 2,...
ad inf) in abzihlbar viele vffene Teilbogen, die wir folgendermassen

1-n und (2:;) 7

numerjeren. Den Bogen wmit den Endpunkten 9

3 S v . . 1
bezeichnen wir mit I(,; den Bogen mit den Endpunkten 547 und
s bow. (2— L)% wad (2L )% bezeichuen wir wit K
s baw. (2— 5| un — giji| @ bezeichuen wir mit A,
bzw. K_,. Den in dem einpunktigen Durchschnitt K. Ky, euthal-
tenen Punkt nennen wir ¢, Mit p, bezeichnen wir einen in dem vor-
aussetzungsgemiss nicht leeven Durchschnitt £+, enthaltenen Punkt,
Weil nun die Mengen &, Teilkontinua der reguliren Kurve R und
daher Streckenbilder sind, konnen wir den abgeschlossenen Kreis-

bogen K, eindeutig und stetig auf das Kontinuaum £, abbilden und
zwar derart, dass der Punkt ¢, auf den Punkt p,; und der Punkt ¢,
auf den Punkt p, abgebildet ist. Den Punkt ¢ =0 bilden wir auf
den Punkt p von R ab. Die so definierte Abbildung & von K uuf A
ist stetig; dies folgt fiir jeden Punkt von K, welcher in einem offenen

Bogen K, liegt, aus der Stetigkeit der Abbildung von K, auf £
fir jeden Punkt ¢ von K aus der Stetigkeit der Abbildungen von A
und K, auf B, und B, und der Tatsache, dass bei beiden Abbil-

dungen der Durchschnittspunkt ¢, von X, und K“,_H auf den im
Durchschnitt R, R, enthaltenen Punkt p; abgebildet wird; die
Stetigkeit der Abbildung @ im Punkte p=0 schliesslich folgt daraus,
dass fiir jede Umgebung U des Bildpunktes p von ¢ =0 fast alle
Mengen E, in U enthalten sind. Bei dieser Abbildung o von K
anf B wird kein von ¢ =0 verschiedener Punkt auf den Punkt P
abgebildet; denn jeder von ¢ = 0 verschiedene Punkt von K liegt
in einem Kreishogen K, und ist daher auf einen Punkt eines E,
abgebildet und keine Menge R, enthilt den Punkt P.

Nun hat der Punkt p eine Orduung o(p) = 2. Mithin gilt, da

my(p)=1 ist, die Ungleichung m,(p) <<o(p), womit auch die
zweite Hulfte des Satzes 1 bewiesen ist.
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Der Beweis des Satzes 2 zerfullt in zwei Schritte. Der erste
'_Sv.hritt besteht in der Konstruktion einer monoton wachsenden Tolge
von gewohnlichen Biumen ) C,C B (k=1, 2,...), deren Summe
in R tiberall dicht liegt. Beim zweiten Schritt konstruieren wir fiir

“jedes & eine eindeutige, stetige Abbildung a, der Kreislinie K auf

* den gewdhnlichen Baum C,, bei welcher fiir jeden Punkt von C

die Urbildanzah! gleich seiner Ordnung hzgl. C, ist. Diese Abbil-
dungen werden gegen eine eindeutige, stetige Abbildung & von K
auf R konvergieren, welche die in Satz 2 verlangten Eigenschaften
besitzt.

Wir beginnen mit der Konstruktion der Biume C,. Bekannt-
lich lisst sich die regulire Kurve R fir jede natiirliche Zahl %
als Summe von endlich vielen Teilkontinua B, , (welche nattirlich
auch regulare Kurven sind) mit folgenden Eigenschaften darstellen:

. 1
(1) der Durchmesser von £, , ist <

@) Bt ist eine Teilmenge von B, . ;

(8) je zwei B, ., mit gleicher Indexanzahl haben héchstens endlich
viele Punkte gemein.

Mit S, bezeichnen wir die wegen (3) endliche Menge aller der-
jenigen Punkte von R, die in zwei oder mehr Mengen B, ent-
halten sind. Wegen (2) ist die Menge S, eine Teilmenge von Sy
Wir bezeichnen die abzéhlbar vielen Punkte der in R dichten Menge
§S,, in irgendeiner Reihenfolge mit p, (i =0, 1,...).

k-l ' - -
Wir setzen nun p, = By = C, und machen die Induktionsvor-

aussetzung, dass fir irgendein % == 0 bereits ein die Punkte po,.., ps
enthaltender gewthulicher Teilbaum C, von R vorliegt, der als
Summe von B, und % halboffenen, paarweise fremden Bogen B,
(i=1, 2,..., k) dargestellt ist. Es sei p; (j > k) der erste nicht in
dem Baume O, enthaltene Punkt. Wir verbinden diesen Punkt p;
durch einen Teilbogen von R ‘irreduzibel mit dem Baume C,. Die
Summe dieses Verbindungsbogens und des Baumes C, ist ein ge-
wohnlicher Baum Chpy, und By, = Copy— C, ist ein halboffener

10) Bin Baum heisst gewdhnlich, wenn ex als Summe von endlich vielen Bogen

dargestellt werden kann.
8%
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Bogen. Die auf diese Weise induktiv definierten B, und C, halen
offenbar die folgenden Eingenschaften:

(4) B, ist einpunktig; B, (= 1) ist ein halboffener Bogen;

(5) je zwei Mengen B, sind fremd;

k
(6) fur jedes k=1 ist die Summe C,= 3 B, ein gewthnlicher
fem()
Baum

(7) fur jedes k=1 gibt es eine Zahl r, (= k), sodass der Baum
C,, die Menge S, enthilt,

Hiermit ist die Definition der Biume C, abgeschlossen, und wir

beginnen nunmehr die Konstruktion der Abbildungen . Ist p ein
Punkt von R, so bezeichnen wir mit n,(p) seine Ordnung bezgl.
des Baumes C,!*). Ftir jeden Punkt p bilden die 4(p) eine monoton
wachsende Folge. Wenn es fir diese Folge eine obere Schranke
gibt, so nennen wir die kleinste obere Schranke n(p); ihr sind dann
fast alle Zahlen #,(p) gleich. Ist die Folge der #,(p) nicht be-
schriinkt, so setzen wir #(p) ==¥,.
- Wir wollen nun durch vollstindige Induktion eine Folge von
offenen Kreishogen K, der Kreislinie K=(r=1, 0= ¢ < 2n)
und gleichzeitig fiir jedes £ =0 eine eindeutige, stetige Abbildung
o, des Kreises K auf den Baum C, mit folgenden Xigenschaften
konstruieren :

(8) bedeutet I, die Liénge des Kreisbogens K,, so gilt lim /,=0;
(9) aus ¢ <j folgt entweder K, DK, oder K,-K,=0;

(10) die @;-Urbildmenge eines beliebigen Punktes p von C,ist Summe
von n(p) in keinem K; mit j >k liegenden Punkten ¢, und
von 7(p) — ny(p) durch Punkte g, begrenzte K, , wobei die
Zshlen 4, > k und unter allen Zahlen ™k dadurgh charakte-
risiert sind, dass » Endpunkt von B, ist;

(11) das e,-Urbild von B, ist K,;

(12) fur jeden Punkt von K — K,y stimmt das ¢,-Bild mit dem
;44-Bild tiberein,

11) Fiir jeden Punkt p von B~ C} ist naturlich nx(p)==0;: obenso ist =
fiir jeden Punkt p ans R. ® ' ol (n) =0
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Mit @, bezeichnen wir die Abbildung von K = K, auf die aus
genau einem Punkt p bestehende Menge B,. Es sei g, der Punkt
= ol (1=t n(p) W) von K. Die n(p) — m(p) =n(s)
offenen Kreishogen zwischen den Punkten g, numerieren wir fol-
gendermassen: wegen (6) gibt es genau n(p) halboffene Bugen B,
welche den Punkt p zum Endpunkt haben. Wir bezeichnen nun die
Kreishogen zwischen den Punkten ¢, in irgendeiner Reihenfolge
mit X, , und das System dieser paarweise fremden K, mit Tj.

Ist nun [ irgendeine' Zahl = 0, so machen wir die Induktions-
voraussetzung, dass fur jedes k<{1 erstens ein System 7}, von Kreis-
bogen K, K vorliegt, die pasrweise fremd, in einer Hilfte von
Kye Ty ...+ Ty, enthalten 1%) und deren Indizes dieselben sind
wie die der in Punkten von B, endenden Bogen B;, und zweitens
eine eindeutige, stetige Abbildung @, von K auf C, existiert, derart.
dass @, und alle Bogen K, aus T,~...4- 7} die Beziehungen (10)—
(12) erfillen. :

. Wir wollen nun eine Abbildung @, und ein System 7}, kon-
struieren derart, dass die Induktionsvoraussetzung fiir I -1 statt /
gilt. Da nach (6) der Bogen B, in einem B, (i =) endet, enthilt
T, einen Kreisbogen K,,;. Die Endpunkte dieses K, seien ¢ und
@y (> @,). Wir ordnen zuntichst jedem Punkt von K — K, sein
«Bild als @,,-Bild zu. Sodann bilden wir den halboffenen Kreis-

bogen @, < ¢ < q-)!»;;—% topologiseh auf B,y ab. Hieran stetig an-

schliessend bilden wir den Bogen &;l)-—?! =< p <@, 50 auf By ab,

dass erstens ftir jeden der hochstens abzahlbar vielen Punkte von
B, , welche Endpunkte eines Bogens B; (j>1+ 1) sind, die Ur-
bildmenge aus einem Kreishogen besteht und sodass zweitens jeder
der tibrigen Punkte von B, genau einen Urbildpunks besitzt 14).

13) Tm Falle n(p) = N, bedeutet dies natiirlich, dass » alle natiirlichen Zahlen
durchliuft,

13) Im Falle k== 0 fullt diese Bedingung natiirlieh weg.

1) Dies kann folgendermassen bewerkstelligt werden: Es seien p,, p,,... die
Punkte von B, in denen Bogen B; (j>1+-1) enden. Zuntichst withlt man eine
topologische Abbildung g, des Intervalls 0= & < 1 auf By, Ist z, das f,-Urbild
von p,, 8o ordnet man jedem x: 7, sein g,-Bild als g,-Bild zu; dem Intervall

1
x, ;’;’cgz’,—l—é— ordnet man als ,-Bild den Punkt p, zu; jedem Punkt x+§
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Damit ist die Abbildung ., von K auf Uy vollstindig definiert.
Um nun die ndtigen Kreishogen zu definieren, sei p ein Punkt
von By, in welechem mindestens ein Bogen &, mit j > /-1 endet.
Die genaue Anzahl dieser in p endenden Bogen B; (j > /-~ 1) ist
n(p) — nmya(p), und sie mogen die Indizes ¢, tragen. Is sei o, <5

< 9 < o, die auf dem Kreishogen %1-r;7~(£—”—§q)< @, liegende a,,-

Urbildmenge von p. Wir bezeichnen mit ¢, den Punkt 4, +?pf~’ P

DU
{n=1,..., n(p) —ny(p)) und wmit X, den offenen, zwischen g,
und g,,; liegenden Kreishogen. Das System aller dieser Kreishogen
XK, nennen wir 7y,.

Die Kreishogen X ans 77;8ind paarweise fremd, in K e Ty=p...~- 17,
enthalten und ihre Indizes sind dieselben wie der in 7, endenden
Bogen B, Wir behaupten nun, dass fur jedes & =<5 /-1 die Abbil-
dung o, und die Kreishogen K, aus T, ... 77, dio Bedingung
(10) erfullen. Fir % <! haben wir hierzu wegen der Induktions-
voraussetzung, nach welcher (10) fur @, und die &, aus T4, .47}
bereits gilt, nur zu zeigen, dass jeder I'uukt ¢u, von dem in (10)
die Rede ist, in keinem K; von Ty mit j > k enthalten ist. Dies
ist aber klar: da (10) nach Induktionsvoraussetzung fir e, und die
K; aus Ty--...+ T, gilt, so liegt ¢, in keinem X, von L4...~4+1
mit § > k, insbesondere alsu nicht in Ky, wmithin in tberhaupt
keinem K; aus 7., da diese in K,ya enthalten sind, Um jotat zu
zeigen, dass die Abbildung @y und die K; von Ty, - Ty der
Beziehung (10) gentigen, wenn man darin % durch {1 ersetat,
bemerken wir zunsichst, dass fur jeden Punkt des Buumes C, ub-
gesehen von dem auf C; gelegenen Budpunkt von By, die a,-
Urbildmenge mit der e,Urbildmenge Ubereinstimmt, sodass also
fur alle diese Punkte p die Beziehung (10) erfullt ist. Die Cpp-
Urbildmenge des auf (, liegenden Endpunktes von B, ist gleich

(@, <a<1) ordnet man das B-Bild von i il £,-Bild zu, Analog konstruiert

man aus 8, eine Abbildung g,, bei welchor 2y ein Intervall de Liinge : e

Y

Urbildmenge hat. Bei Fortsetzung dieses Verfahrons konvergioren die Abbildungen
Br gegen eine Abbildung @ des Intervalls 02w <2 bei welcher jedem Punkt ™

als Urbildmenge oin Intervall der Liinge ;,, jedem der Ubrigen Punkte gonau oin

Punkt entspricht,
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seiner @-Urbildmenge, vermindert um den Kreishogen K, (der. ja
aun auf By, abgebildet ist), also Summe von #(p) Punkten und
n () — m(p) — 1 = n(p) — mys(p) Kreishogen X, (j>k+1),
deren Indizes gerade diejenigen sind, deren zugehvrige B, in p en-
den. Schliesslich sei p ein Punkt von B, Ist n(p)=n,.(p), ist
also p nicht Endpunkt eines B, (j > I+ 1), so ist entweder n(p)==1,
d. h. p ist Endpunkt von B, ; in diesem Falle besteht die Urbild-

menge von p nur aus dem Punkte 2 _;_—(PQ’-; oder es ist n(p)=2,

d. h. p ist innerer. Punkt von B,; dann enthalt die Urbih'imenge
von p genau zwei Punkte, nimlich einen auf dem Kreisbogen
P < << ﬁ—i;ﬁ, den andern auf dem Kreishogen %“:}2:‘%<
< @ < @, Ist hingegen n(p)>nya(p), ist also p Endpunkt von

n(p) — 141 (p) Bogen B; (j >141), so besteht die Urbildmenge
von p aus n(p) Punkien, nimlich dem in ¢, <¢S(p—‘:;—_—%3 lie-

genden Urbildpunkt ¢ und den Punkten #,, q,,=1,l;1+1£2—2;:11~‘01
(n=1,..., n(p) — nys(p)) **) und zweitens aus den n.(p) — nlﬂ_l(p)h
Kreisbogen zwischen den Punkten g,. Also ist tatsichlich fiir jeden
Punkt p von By, die @,,-Urbildmenge Summe von n(p) Pun}:ten
g, und n(p) — nq(p) Kreishogen K, aus T Dle I.n(.ilzt?s dieser
Kreisbogen sind nach Konstruktion dieselben wie dl.eJemgen der
in p endenden Bogen B, . Die Punkte g, liegen in keme'm K, aus
Ty, wohl aber in Ky, aus T +...+ I.Z’,, und daher in keinem
K, aus Ty+4...+ T, wit i>1+41, weil na?,h Ifldukthnsvoraus—
setzung tber die 7}, wie man leicht beweist, je zwei von flen
K,,..., K, verschiedene K, aus Ty—+...-+ T, paarweise fr«.am(l sind.
Hiermit ist bewiesen, dass (10) fir a, (k_gl—}—-.l) und die Ii‘} o
Ty4...+ Ty gilt.  Die Gltigkeit der Bezwhun_gen (11) fl‘n'
k<11 ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion der Abbil-
G-
dungDaxr’g‘: ist die induktive Konstruktion bendet, und wir é'lﬁrfen
fir jedes k=0 eine Abbildung a und ein System 7} mit den

i —1 und g, =g =0T
15) Ist p Endpunkt vou By, 8o ist npa(p) = P, 5

ist p ionorer Punkt von B, so int nupa(p) =2, ¥, F ¢ und ¢n = q.
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Kigenschaften gegeben denken, die wir oben als Induktionsvor-

aussetzung formuliert haben, Dann bilden die X; der Summe 3 7%
Lnaf)

eine Folge, und jede Abbildung a, besitzt in Bezug auf simtliche
K, die Eigenschaften (10)— (12), weil sie sie in Bezug auf die K, jeder
Teilsumme 74 ... 7, besitzt. Die Beziehung (8) ergibt sich daraus,
dass die K, von T}, paarweise fremd und in einer Hulfte von
Ky Ty +... 4 7; enthalten sind. Die Richtigkeit der Bahauptung
(9) ergibt sich folgendermassen: Fir die K, aus 7, ist sie sicher
richtig, da je zwei solcher K, fremd sind. Nehmen wir an, (8) sei
richtig fir die K, aus 7,-...+ 7', und es seien zwei nichtfremde
K, und K, (i <j) aus Ty+...4- 7}, gegeben, die nicht beide in
?’o =+ ...~ 7, liegen. Dann muss entweder K, oder Kyin Ty ...~ T,
hege{n, da alle Kreisbogen aus 7, parweise fremd sind. Lage aber
‘K, in Ty, so whre i>7--1 (denn in By, enden nur ‘B", mit
z'>l—}.~1) und damit anch j>>I--1. Wie wir aber oben bemerkten,
sind je zwei K, und K, aus Tp-...- Ti4y, die nieht unter den
K;,..., B,y vorkommen, paarweise fremd. Bleibt also nur der Fall,
dass K; in 7, und K in Ty+...+ T liegt. Dann gilt K, K,
und daber Kj-K,=0. Da nun K, und Koy in 7, -g-...'-l-?
liegen und aug K K,;=F0 die Ungleichung i << 741 folgt (da diel
J_i’,é T0++ T,, abgesehen von den K,,..., K;, paarweise fremd
sind), gilt nach Induktionsvoraussetzung die Beziehung K, C K,
und d.aher auch K, K;, womit (9) vollstindig bewiesen isf:[k ‘
‘ Wn-' wollen jetzt zeigen, dass die Abbildungen @, gegen eine
el.ndeutlge, stetige Abbildung ¢ von K auf die Kurve R konver-
gleren, und zwar in folgendem Sinne:

(13) das o-Bild eines Punktes g von K ist der Limes der a,-Bil-
der p, von g. » '

_ Es sc?i also g ein beliebiger Punkt von K. Wir behaupten, dass
dxe. o-Bilder p, von ¢ gegen einen Punkt p konvergieren und, Zwar
glelc}_xmassig ftir alle Punkte ¢. Es sei r, fur irgendein k7die in (7)
deﬁ.merte Zahl, Wenn ¢ in keinem Kreishogen K mit j > r, liegt
%0 18t p, =p, wegen (12) fiir alle m>> r,. Andernfalls e::istiei‘;
wegen (10), anzuwenden auf den Punkt Py, und die Abbildung o
eiu den Pug‘lzt q enthaltendes K, (i, > ry), welches durch o m;kz’:
auf p, abgebildet wird. Dann werden auch die Endpunkte vlgllglf,
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durch a, aof p, abgebildet. Weil aber die Endpunkie wegen (10)
in keinem K; mit j > s, enthallen sind, so haben sie den Punkt p,,
wegen (12) fur jedes m > », zum a,-Bild. Hieraus folgt, da nach (11)

Punkt p,, enthaltenden Komponente der Menge (p,,) +§ B, liegt.
fenrptl

I'k .
Diese Komponente muss aber, da nach (7) der Baum G, =2 B, die
)

mn
Menge S, enthilt und C,, = 3 B ein Baum ist, in der durch Punkte
1=}

von S, begrenzten Summe R, -+...- Ry,., deren Summan-
den die samtlichen den Punkt p, enthaltenden R, . sind, ent-
halten sein. Wegen (1) hat also fiir jedes m > 7, der Punkt p, von

dem Punkte p,, einen Abstand <"2":?1'7 und diese Abschiitzung gilt

auch in dem ersten Falle, wo p, =p,, ist. Also konvergieren die
Punkte p, gegen einen Punkt p, und zwar gleichmussig fir alle
Punkte g, was wir behauptet hatten, Wir ordnen nun den Punkt
p dem Punkte ¢ als @-Bild zu. Wegen der gleichm#ssigen Kon-
vergenz der Punkte p, ist die hiermit definierte Abbildung stetig.
Um zu zeigen, dass diese Abbildung @ den Kreis K auf die ganze
Karve R abbildet, sei » ein Punkt des Baumes C,. Wegen (10)
und n(p) =1 enthilt die a,-Urbildmenge von p mindestens einen
Punkt g, welcher in keinem Kreisbogen K; mit j>> % enthalten
ist und daher wegen (12) und (13) den Punkt p zum -Bild bat.
Mithin ist p, und weil p ein beliebiger Punkt von C, ist, der ganze
Baum C, in der a-Bildmenge von K enthalten. Nun liegt aber die

Menge ZO'GS,, und daher wegen (7) die Menge kﬁ C, in R tiberall
k=1 -]

dicht. Also ist ganz B das ¢-Bild von X.

Bevor wir nun zeigen, dass die so definierte Abbildung o die
in unserm Satze 2 geforderten Eigenschaften besitzt, beweisen wir
eine wichtige Eigenschaft von a. Es sei p ein beliebiger Punkt
von R uud @, die Menge aller derjenigen «-Urbildpunkte von p,
welche in hichstens endlich vielen Kreisbogen K; enthalten sind.

Dann gilt:
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(14) es gibt ein k== k(p), sodass @, - K;==0 [ur jedes j >k, und
fir jedes solche % stimmt ¢, mit der in (10) definierten n(p)-
punktigen Menge von a-Urbildern von p iberein.

Wenn die Menge ¢, leer ist, haben wir nur zu zeigen, dass
n(p)==0 ist, dass also aus n(p)==0 die Beziehung @, =}= 0 folgt.
Nun muss, wenn n(p) == 0 ist, der Punkt p auf irgendeinem Baume
C, liegen. Dann enthilt die a,-Urbildmenge von p wegen (10)
mindestens einen Punkt ¢, welcher in keinem K, mit j > & liegt.
Wegen (12) ist dann p fur jedes j > % das @-Bild und daher we-
gen (13) auch das a-Bild von ¢. Mithin liegt ¢ in der Menge ¢,
d. h. @, ist nicht leer. Damit ist (14) fitr den Fall @, = 0 hewiesen.
Nehmen wir nun an, dass ¢, mindestens einen Puukt ¢, enthult.
Dann withlen wir k£ so, dass ¢, in keinem X mit j > & enthalten
ist. Wenn nun p’ das (in C, liegende) a,-Bild von g ist, so ist p’
auch fur § >k das a-Bild und daher das a-Bild von ¢, also mit p
identisch. Es sei nun ¢, ein zweiter Punkt vou @,, vorausgesetat,
dass ein solcher existiert, Nehmen wir per absurdum an, es gibe
ein &' >k wmit der Eigenschaft, dass ¢, in K}, enthalten ist. Finer-
seits ist nun, aus denselben Griinden wie beim Punkte ¢,, das o~
Bild von ¢, mit p identisch. Anderseits aber liegt das c,~Bild von
gy auf dem zu C, fremden Bogen By, ist also von p verschieden.
Es kann also kein %' mit der genannten Eigenschaft geben, d. h.
kein Punkt von @, liegt in einem X; mit j> k und fiir jeden
Punkt ¢, von @, ist, wie wir zeigten, das e;-Bild von ¢ mit p
identisch, d. h. ¢, ist eine Teilmenge der in (10) definierten »(p)-
punktigen Menge. Ist umgekehrt ¢ ein Punkt dieser letzteren Menge,
liegt also ¢ in keinem XK mit j > k, so ist wegen (12) das q,-Bild
vou ¢ fur jedes j > & mit dem ¢;-Bild und daher wegen (18) mit
dem ¢-Bild von g, d. h. mit p identisch. Also liegt ¢ in ¢);, womit
{14) vollstindig bewiesen ist.

Wir schreiten jetzt an den Beweis der Ungleichung z(p) < my(p)-
Da fir jeden Punkt p von B die Ungleichung 2(p) < 8, gilt, ge-
niigt es, den Fall zu betrachten, dass m,(p) eine nattirliche Zahl
ist. Ist nun eine beliebige Umgebung des Punktes p gegeben, so
ist auch die den Punkt p enthaltende Komponente U dieser Umge-
bung selbst eine Umgebung von p. Wir werden zeigen, und dies
ist offenbar hinreichend, dass U-—(p) in htchstens m,(p) Kompo-
nenten zerfallt. Nehmen wir an, wir wiren bereits im Besitze erstons

icm

Reguldire Kurven 43

einer Umgebung ¥V(¢)) der a-Urbildmenge @ von p und zweitens
von s Komponenten U, (i =1,..., 8; s <m,(p)) von U—(p), derart,

dass das @-Bild von V(@) in der Menge (p)-{—i’ U enthalten ist.
L]

Dann sei W eine beliehige Komponente von U— (p). Weil U zu-
sammenhiingend ist, hat W den Punkt p zum Hiufungspunkt. Also
ist die @-Urhildmenge von W zu V(@) nicht fremd. Hieraus folgt aber,
dass W mit mindestens einer Komponente U; Punkte gemein hat,
also mit einer U, identiseh ist. Damit sind wir wegen s =X m,(p)
bereits am Ziele. Wir zeigen nun die Existenz einer Umgebung
V(@) und der Komponenten U,. s seien ¢, (i=1...., m,(p)) die
(endlich vielen) Punkte von @. Wenn wir nun beweisen konnen,
dass jeder Punkt ¢, in einem (offenen) Kreisbogen (g;¢;) mit den
Endpunkten ¢, und ¢;' liegt, derart, dass jeder dieser Kreishogen
genau einem Punkt g, enthilt, die a-Bilder dieser Kreishogen in U
liegen und die o-Bilder der Endpunkte ¢; und g’ insgesamt in
hachstens m,(p) Komponenten U, von U—(p) liegen, so sind wir
offenbar fertig. Zun#chst kénnen wir wegen der gleichmissigen
Konvergenz der Abbildungen o, gegen die Abbildung « eine ab-

geschlossene Hilfsumgebung V,(Q) von @ finden, sodass fiir alle £,
die grosser als ein gewisses k, sind, das ¢, Bild und das -Bild von

V,(Q) in U enthalten ist. Betrachten wir nun erstens die Menge @,
von der in (14) die Rede ist. Ihre Punkte seien ¢, (i =1,..., n(p)).
Da wegen (8) und (9) die Menge aller Punkte, die in hochstens
endlich vielen K enthalten sind, in K iiberall dicht liegt, kénnen
wir fiir jedes 4= #(p) einen offenen, dem Punkt g, und keinen
weiteren Punkt von ( enthaltenden Kreishogen (g; ¢;')C V(@) fin-
den, dessen Endpunkte ¢; und g¢; in hochstens endlich vielen K,
liegen. Wegen (14) gibt es dann ein %>k, sodass die endliche

Menge M(EF)((Q,) -+ (g7) + (¢7)) mit jedem K (j > k) einen leeren Durch-
I=ml

schuitt hat. Wegen (12) und (13) sind dann die @,-Bilder p; und
p; der Punkte ¢; und ¢’ gleichzeitig ihre «-Bilder. Nun sei L die
den Punkt p enthaltende Komponente des Durchschoittes U- C,.
Falls nur die Punkte ¢; und ¢;" hinreichend nahe bei den Punkten
¢, liegen, was wir offenhar annchmen diirfen, so liegen die Punkte
p; und p;' in L. Da die Menge L —(p) nach Definition der Zahl
a(p) in hochstens »(p) Komponenten zerfullt, so liegen also die a-
Bilder p; und p; der Punkte g; und g in hochstens n(p) Kompo-
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nenten von L— (p) und daher auch in hichstens #(p) Komponenten
U, von U—(p). Zweitens betrachten wir die Menge ¢ -- ¢),. Jeder
ihrer Punkte ¢, (i = n(p) -~ 1,..., my(p)) liegt in beliebig kleinen
Kreishogen K. Folglich kann man zu jedem Punkt ¢, einen ihn
und keinen weiteren Punkt von ¢ enthaltenden Kreisbogen K,
C7V,(Q) finden. Die beiden Endpunkte g; und g/ von K, haben
ein gemeinsames «,-Bild p, nimlich den in G, liegenuden Iind-
punkt von B, da nach (11) nur K, aber keiner seiner Endpunkte
durch «;, auf B, abgebildet wird.

" Dieser Punkt p, ist nach (12) sogar fir jedes j > j, das a~Bild

und daher wegen (13) das @-Bild der Punkte g; und g, Die Menge

der Endpunkte ¢ und ¢ (i==n(p) -+ 1,..., me(p)) hat slso die
Menge der Punkte p;, (i==n(p) -+ 1,..., m,(p)), die nattirlich auf

hoehstens 7, (p) — n(p) Komponenten U, von U-(p) liegen kann,

zur o-Bildmenge. Insgesamt liegen also die a-~Bilder der siimtlichen
Endpunkte g; und ¢ (i==1,..., m,(p)) in hichstens m,(p) Kom-
ponenten U, von U~ (p). Da ausserdem die Kreisbogen (g;¢;) in

V(@) und daber ihre e-Bilder in U liegen, so ist hiermit nach dem

oben Bemerkten die Ungleichung z(p) = m,(p) bewiesen.

Um fur die Punkie p von endlicher Ordnung o(p) die Unglei-
chung m,(p) = o(p) zu zeigen, beweisen wir zuniichst eine Zwi-
schenbehauptung. Es sei ¢ ein Punkt von I(, der in unendlich vielen
Kreisbogen K; liegt; es seien Ky (7 <jp <Jy <..) die stmtli-
chen, den Punkt g enthaltenden X;. Dann behaupten wir: fur jedes i
ist der Durchschnitt Ez'Bfm nichtleer und die B, konvergieren

gegen das «-Bild von ¢. Nach (11) ist nimlich B, das ,-Bild von
K, und daher liegt wegen KJMCKH auch das @;-Bild von K, aut

By, Weil nun nach Voraussetzung fir kein j mit j, << < iy die

Beziehung &) (K, gilt, ist nach (9) und (12) fir jedes solche j
das a-Bild von K 4, mit dem @,-Bild von X  identisch, also Teil-
menge von B,. Dagegen ist nach (1) das @,,,-Bild von &) 4y Wit
By, identisch, dessen abgeschlossene Hiille daher mit B, einen
nichtleeren Durchschnitt haben muss. Die Konvergenz der B, gegen
das a-Bild von ¢ folgt daraus, dass erstens die Kreisbogen K, we-

gen (8) gegen ¢ konvergieren, dass zweitens B, das «;-Bild von

Kj, ist und dass drittens die Abbildungen ;, gleichmissig gegen die-

Abbildung @ konvergieren., Damit ist die Zwischenbebauptung be-
wiegen.
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Nun sei p ein beliebiger Punkt von R und @ eine endliche,
etwa ¢ Punkte enthaltende Menge von @-Urbildern von p. Wir wollen
die Ungleichung f = o(p) beweisen. Es seien g, (k =1,...,r) die-
Jenigen Punkte von @, die in unendlichen vielen Kreishogen K;
liegen, vorausgesetzt natiirlich, dass es solche Punkte gibt. Wir
wihlen ein j, so gross, dass erstens, falls #(p) endlich ist, die Glei-
chung u(p) = n;(p), und falls n(p) unendlich ist, die Ungleichung
#,(p) =t gilt, und dass zweitens kein K mit j > j, einen der nicht
unter den Punkten ¢, vorkommenden Punkte von () und mehr als
einen Punkt ¢, enthiilt. Bezeichnen wir mit K (jy<p<pt<...)
die simtlichen den Punkt ¢, enthaltenden Kreisbogen K, mit j> j,,

so enthult nach unserer Zwischenbehauptung die Menge ( p)+§BJ;
L=}

einen in p endenden Bogen, und weil kein B, zweien dieser Sum-
men angehtrt, sind je zwei dieser Bogen bis auf den Endpunkt p
zueinander fremd. Damit haben wir das Resultat: falls unter den
Punkten von ¢ genau » solche vorkommen, die in unendlich vielen
K; enthalten sind, so existiert in R ein r-Bein B! mit dem Schei-
tel p. Wenn die Menge ¢ mit diesen Punkten noch vicht erschopft
ist, so wollen wir die Punkte des Restes mit ¢, (k=r-1,..., #)
bezeichnen. Diese Punkte g, liegen in keinen K, mit j > j,. Also
liegen ihre a-Bilder. die wegen (12) und (18) mit ihren o-Bildern,
d. h. mit p tibereinstimmen, auf dem Baume C,.

Da es nach (10), angewandt auf p und @, genau n(p) e, Ur-
bilder von p gibt, die in keinem K (i > j,) liegen, und hier ¢ — »
solche o Urbilder vorliegen, so ist #n(p)=¢—r Also gilt' nach
Wahl von j, auch die Beziehung ,(p) =t — r. Daher enthalt der
Baum G, ein (¢ — r)-Bein B? mit dem Scheitel p. Da dieses B* als
Teilmenge von G, zu allen B; mit j > j, fremd und daher mit dem
r-Bein B! nur den Scheitel p gemein hat, ist die Summe B!} B
ein {-Bein mit dem Scheitel p. Also ist ¢ = o(p). ’

Nehmen wir nun an, der Punkt p habe eine endliche Ordnung
o(p). Da unach dem soeben Bewiesenen fiir jede natiirliche Zahl
t = mq(p) die Ungleichung ¢ < o(p) gilt, so muss auch m,(p) < o(p)
sein, womit auch die zweite Ungleichung unseres Satzes 2 bewie-
sen ist.

Schliesslich sei & ein Baum. Wir wollen zeigen. dass fiir jeden
Punkt p von R die Gleichung m,(p) = o(p) gilt. Zun#ichst gilt nach
dem Satz 1 die Beziehung m, (p) == o(p). Anderseits gilt nach dem
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soeben Bewiesenen flir jeden Punkt von endlicher Ordnung die
Beziehung m,(p) < o(p). Also brauchen wir nur noch zu zeigen,
dass ftir einen Punkt p von wachsender Ordnung die Beziehung
my(p) = o(p) gilt, d. h. dass fur jeden golchen Puukt p die a-Ur-
bilimenge hichstens abz#thlbar ist. Zunt#chst enthslt die Menge ¢)
aller derjenigen a-Urbildpunkte von p, die in héchstens endlich
vielen Kreisbogen K liegen, n(p), also hochstens abzthlbar viele
Punkte. Wenn wir nun zeigen, dass schon simtliche Urbildpunkte
von p in @, enthalten sind, so sind wir offenbar am Ziel. Nehmen
wir an, es gibe auf K einen Punkt g, welcher in unendlich vielen
Kreishogen K enthalten ist und den Punkt p zum @-Bild hat. Es
seien K (j; <jpy <C...) die simtlichen den Punkt ¢ enthaltenden
Kreishogen K;. Da p als Punkt von wachsender Ordnung kein
Endpunkt ist, muss er aof einem Baum ), und daher auf einewm
Bogen B, liegen. Wir whhlen ein h so gross, dasg §, > j ist. Nun
enthilt nach unserer Zwischenbehauptung die Supame é‘: B, einen
in p endenden Bogen B, dessen zweiter Endpunkt p’ in B, . liegt.
Anderseits enthilt der Baum €, einen die Punkte p und p’ ver-
binden, abgeschlossenen Bogen B Da der Baum C,_; wegen (b)
zu allen Bogen B, (i =) fremd ist, sind auch die beiden Bogen
B und B? zueinander fremd; die Summe B!~ B? ist also ein topo-
logischer Kreis, was der Voraussetzung, dass B ein Baum ist, wider-
spricht. Hiermit ist die Annahme, dass es a-Urbilder des Punktes p
gibt, die nicht in der abzihlbaren Menge @, liegen, widerlegt, und
unser Satz 2 vollstindig hewiesen.
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Uber die dimensionellen Komponenten.
Von
Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

In einer friheren Arbeit?) habe ich ein von Herrn Alexan-
droff gestelltes Problem 2) im Fall der mengentheoretischen Dimen-
sion geldst. Die vorliegende Note enthalt die Lisung des genannten
Problems im Fall der Dimension mod m. Zu diesem Zweck werden
gewisse Mengenfunktionen af,(F) eingefithrt, welche die Urysohn-
sche Mengenfunktion d,.(#)3) (den r-ten Dimensionsgrad) ersetzen
sollen. '

1. 7' sei eine geschriinkte, abgeschlossene Teilmenge des R”.
Ist 2 ein algebraischer Zyklus in F, so werden wir mit e(e, F),
bzw. ¢ (2, ) die Berandungs- bzw. Homologieschranke4) von 2z in ¥
bezeichnen. Ist Z=(z,, 2,,...) ein wahrer Zyklus5) (im allgemeinen
nach variablem Modul) in F so setzen wir:

W . o(Z, F)=lim o(z,, F)
@) ¢(Z, F)=lim ¢ (=, F).

2. 8ind Z=(2,, 2,,...) und Z’ == (2, 2,...) wahre Zyklen in 7,
Ze=Z' go ist

@) e(Z, F)=e(Z", F); €2, F)=¢(Z', F).

1) Fund, Math, XIX, p. 243—247.

*) Alexandroff: Dimensionstheorie (im folgenden mit Dim zitiert) Math,
Ann, 106 (1932), 69, 8, 216—216, Problem II. Ich folge dieser Arbeit in Termi-
nologie und Bezeichnungeweise.

%) Urysohn. Fund. Math, VIII, p. 303.

4 Dim 23, 8, 179,

" Dim 21, 8. 178,


Yakuza




