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Sur les ensembles connexes.

Par

B. Knaster et C. Kuratowski (Varsovie).

L’étude de la notion d’ensemble conmexe est importante 3 deux
points de vue différents. D'une part, la simplicité de la définition
méme de cette potion est remarquable au point de vue logique.
D’autre part, il est intéressant d’apprendre les relations qui sub-
sistent entre les théorémes qui sont vrais pour les ensembles con-
nexes en général et ceux qui concernent les continus.

Les ensembles connexes n'ont pas encore été l'objet d'une étude

systématique. Le but de cette Note est d'en donner une ¢bauche en

examinant méthodiquement quelques problémes fondamentaix concer-
nant ces ensembles, sans prétendre d’ailleurs d'avoir épuisé le sujet.
En méme temps nous attirerons lattention du lecteur sur les
rapports qui existent entre les propriétés des ensembles connexes
envisagées ici et celles qui leur correspondent dans l'étude des
continus. |
| § L
Théorémes généraux.
Définition. 4 et B dtant deur ensembles de points, nous appelle-
rons jonction de 4 et B la somme

A X B+ 4 X BY.

Deux ensembles, dont la jonction est vide, sont dits — selon

1) 4 désigne l'ensemble composé des points de 4 ot de leurs points limites;
on montre sans peine que

A4, 44+B=4+ B,
d'od A(CB impique 4B

Nous ferons constamment usage de ces formules sans les citer.
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M. Mazurkiewicz!) — séparés. Un ensemble qui contient plus
d’'un point et qui n'est pas une somme de deux ensembles sépirés
non vides est dit comnere. Nous appellerons ,connexe au sens plus
large“ ®) tout ensemble qui est ou bien connexe, ou bien contient
un seul point ou n'en contient ancun. Un ensemble & la fois con-
nexe et fermé est un continu. La définition du terme .continu au
sens plus large* en ressort immédiatement. ’

Avant de passer & la théorie méme des ensembles connexes il
est commode d'établir quelques propriétés simples de la jonction.
On s'apercoit immédiatement que le produit de deux ensembles est
toujours contenu dans leur jonetion et que celle-ci est contenue
dans la somme de ces ensembles. Afin de donner une condition
nécessaire et suffisante pour que le produit de deux ensembles soit
identique & leur jonetion, rappelons qu'un ensemble A4 contenu
dans B est dit fermé dans B, lorsque

A X B=A.

1) Sur un ensemble Gy, punctiforme, qui n'est pus homéomorphe avec aucusn
ensemble lindaire. Fund, Math. I, p. 66.

2) La notion d'ensemble ,connexe au sens plus large“ coincide avec celle de
,connected set* do M. Lennes, qui I'a introduite dans sa Note Curves in Non-
Metrical Analysis Situs with an Application in the Calculus of Variations,
Amer. Journ, Math, XXXIII, 1911, Clest précisément le méme sens, gu'assigne
M. Hausdorff 4 ses ,zusammenhiingende Mengen® (si I'on néglige I'ensemble
vide) dans les Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 244,

Pour éviter tout malentendu considérons encore la définition suivante:

Un ensemble E est dit bien enchatné, lorsque E est un continu (an sens
établi dans le texte). _

Cette condition équivaut i celle de Janiszewski (Sur les coupures d.
plan faites par les continus, Prace matematyczno-fizyczne, XXVI, 1913, p. 13):

" F n'est pas une somme de deux ensembles A et B tels que AX B=0q,
ot A colle, qui est dfie & M. W. H. Young (The Theory of Seis of Points
Cambridge, 1906, p. 204): .

8i on entoure chaque point de F par un domaine & un tenant, la sorme de
ces domaines est toujours un domaine & un tenant. (On appelle domaine tout en-
gemble dont le complémentaire est fermé; le domaine est dit & um tenan?, lors-
que tous deux de ses points peuvent y étre joinis pax un continu).

On remarquera enfin que par rapport aux ensembles bornés la condition con-
sidérée peut Stre remplacée par celle d¢ Cantor (Math, Ann. XXI, 1883, p. 575): °

Tous deux points de E peuvent &tre joints dans E par une chaine & chainons’
susei petits que Von veut. |

On montre aisément que tout ensemble connexe est bien enchamé, tandis e
1o réciproque n'est généralement vraie que pour les ensembles fermés
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Lemme 1. Pour que le produit et la jonction de deux ensembles
quelconques soient identiques, il faut et il suffit que ces ensembles

soient fermés dans leur somme.
Démonstration. 1° Admettons que 4 et B soient fermés dans

A--B. On a par définition:
A=AX (44 B)
ot B=3B X (A —l—- B).
En multipliant ces identités, on obtient:
AXB=4XBX(4+B)=4AXBXA+AXBXB=
= A X B+ 4 X B,

cest & dire, que le produit et la jonection sont identiques. Ainsi
la condition proposée est suffisante.
2° Admettons que

AXB=AXB+ A X B;

par suite

AXBCAXB doi AXB=4X B

En ajoutant 4 aux deux membres de cette identité, on a:

A+AXB=A+4XB,

et puisque toujours

A4+ AXB=AX(4+B) o A+ AXB=A,
on en conclut que
X (4+B)=

cest & dlre que 4 est fermé dans 4 +B Il en est de méme
pour B. Ainsi la condition proposée est nécessaire.

Lemme II. Si 4, C 4 e B, (C B,.la jonction de 4, et B, est
contenue dans celle de A et B.

Démonstration. On a par hypothése:

4, C A4 dod 4, C4, et B, CB dou B, C B;
il en résulte que

(AX&+JQumcux§+Xxw<wi¢



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les ensembles connexes 209

- Plusieurs propriétés simples des ensembles connexes ont été dé-
montrées par M. Hausdorff. La suivante nous en sera nécessaire 1y;

S étant connexe il en est de méme de tout ensemble T qui
vérifie la condition:

(1) SCTCS;

en particulier, S est un continu.

Ceci établi, nous passons aux théorémes généraux sur les
sembles connexes.

Théoréme III. Si un ensemble connexe S est contenu dans la
somme de deux ensembles séparés, un d'eux contient S entidrement
tandis que Uautre est séparé de S. | ’

Démonstration. Soit S un ensemble connexe,

€n-

(2) SCA+4B

et

3) AX B4+ A4 X B=0.
D’aprés (2) on a

(4) S=A4AX S8+ BXS.

En vertu du lemme II et de l'identité (3) la jonection des en-
sembles 4 X § et B X § est vide. Done, S étant connexe, un de
ces ensembles est vide d'aprés (4). Soit

(5) B X §=0.
Selon (4) et () on a donc |
S=A4X S, cesta dire, S 4.

Il en résulte en vertu de (3) et du lemme II que les ensem-
bles B et S sont séparés. Ainsi S est contenu dans A et separé

de B. : c. q. £ d.
Théordme IV. Si les ensembles connexes S, et S; me sont pas

séparés, leur somme S, - S, est dgalement connexe.
Démonstration. Supposons, au contraire, que la somme S, + S,
vérifie les conditions:

S,4S=A4-+B AXB+AXB=0,

©) A==0 et B0

1) L. ¢. p, 246, 1V.
Fundamenta Mathematicae Il. 14
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Done, en vertu du théoréme III, chacun des ensembles 8, et S,
est contenu dans 4 ou dans Bj; les formules (6) montrent en méme
temps que S, et S, ne peuvent étre contenus simultanément nj

~ dans 4 ni dans B. Soit

S5 C4 o S, CB

Il en résulte, suivant le lemme II, que 4 et B étant Béparég,
S; et S, le sont aussi, contrairement & I'hypothése. Ainsi Iu BUPPO-
sition que S; 4~ S; n'est pas connexe implique une contradiction,

e q. f d.

En suivant la méme voie de démonstration, on peut généraliser
le théoréme IV, comme suit:

Corollaire V. Lorsqu'une classe d'ensembles comnexes contient un
ensemble qui west pas sépard daucun d'eur, la somme de tous les
ensembles de cette classe est conneze.

Théoréme VI. T étant un sous-ensemble connexe (au sens plus
large) d’un ensemble connexe S, si S—T est une somme des ensembles
séparés P et Q, les ensembles T P et T+ Q sont connexes (au
sens plus large).

Démonstration. Par hypothése,

0 §=T+ P9,
®) PX T+ PX Q=0

Supposons, contrairement 3 la thése du théordme, que I'ensemble

T+ P n'est pas connexe (au sens plus large). Il existe done
4 et B qui vérifient les conditions:

(9) T+ P =4+ B,
10y AXB44X B=0,
(11) | A==0 et Bz,

En vertu de (9), (10} et du théoréme III on peut poser:
(12) T'X Ad=0.

Comme d'aprés (9), 4 C TP on a en vertu de (12):
(13) | ACP

Il en résulte selon le lemme II of In formule (8) que

AXQ+A % Q=0
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Envisageons maintenant la décomposition suivante de S:
(16) S=A+ B+ Q)
qui résulte des identités (7) et (9). Or _

AXBFQ+AX(B+ Q=AXB+AXG+AXB+4X0=
—=UXB+AXB)+AUX+4X =0,
gelon (10) et (14). |
D'autre part, suivant (11):
A0 et B4+ Q=0

La formule (15) présente ainsi une décomposition de l'ensemble
connexe S en deux ensembles séparés non vides A et B+ @, ce
qui est impossible. Done, Ja supposition que I'-- P n'est pas con-
pexe implique une contradietion.

Corollaire VII. Lorsqué les ensembles M4 N et MXN sont
comnexes (aw sens plus large) et, en outre, M et N sont fermés dans

M-~ N, les ensembles M et N sont aussi conneves (au sens plus large).
Démonstration. Posons, en effet, | .
P=M-—N e Q= N— M

Fn vertu du lemme I, il en résulte, que

Or, o
S— T=(M+N) _MXN=M—N+@F—M)=P10

En méme temps, suivant le lemme II
PXG4+PXQCUXN+UXN=T;

comme, d’'autre part, -

PX J+PXQCP+e=8—T

a théordme VI étant verifides, les ensembles

on a:
Ainsi, les conditions d
T+ P et T'-- Q sont connexes. Or,
T—{—-P:—:M.XN—{—(M——N)::M-
ot T—}—QﬁMXN—}—(N———M):N;

done les ensembles M et N sont connexes.
14*
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Les théorémes sur les ensembles connexes qui viennent d'étre établis sont
plus généranx que ceux qui leur correspondent dans la théorie des continus. En
offet, on en obtient ces derniers, en les appliquant aux ensembles fermés. Ainsi on a:

(III) 8i un continu § est contenu dans la somme de deux ensembles fermés
n’ayant aueun point commun, un d'eux contient S entitrement, tandis que 1'autre
n'en contient auncun point.

(IV) La somme de deux continus ayant un point commun est un continu.

(V') Lorsqu'une classe de continus admet comme élément un continu qui
a des points communs avec tous lee continus appartenant a cette classe, leur
somme, lorsqu’elle est fermée, est aumssi un continu.

(VII’) Lorsque la somme et le produit de deux ensembles fermds. sont des
continus (au sens plus large), ces ensembles sont également des continus (au sens
plus large) 1),

De (VII) résulte immédiatement le théoréme suivant qui correspond au théo-
réme VI:

(VI) T étant un sous-continu (au sens plus large) d'un comtinu &, si
S —T est une somme de deux ensembles fermés P et ¢ suns points cominuns,
les ensembles 7' P ot T} @ sont des continus (au sens plus large).

On remarquera enfin que le réle de la notion de jonction dans la théorie
des ensembles connexes est analogue 4 celui de la notion de produit par rapport
aux continus. D'ailleurs, il est vrai de tous deux ensembles fermds, que leur
jonction est identique &4 leur produit. '

Théoréme VIII. Tout ensemble connexe est une somme de deux
ensembles connexes différents de lui.

Démonstration: Soit p un point queleconque de Pensemble con-
nexe S. L'ensemble S— (p) contenant évidemment plus d'un point,
deux cas peuvent se présenter:

10 S—(p) n'est pas connexe. Il est done une somme de deux
ensembles séparés non vides P et . Les ensembles P ( p) et
@ + (p) étant connexes (en vertu du théordme VI), la formule

S=[P+(p)]+[Q -+ (p)]

représente la décompesition cherchée.

2° 5 — (p) est connexe. Soit » un de ses points. Si [S—(p)] — (»)
n’est pas connexe, on en conclut en raisonnant comme auparavant, que
S—(p) est une somme de deux ensembles connexes non vides M et N,
différents de lui. L'ensemble S étant connexe, le point p appartient
& §—(p), il appartient donc & M ou & N. Admettons, que p est
un élément de M. L'ensemble M —+ (p) est donc connexe (voir
page 209, formule (1)). On arrive ainsi & la décomposition

1} Ce théoréme a été publié dans la Note des MM. Janiszowski ot K ura-
towski: Sur les continus indévomposables (Fand, Math, 1, p. 211, théoréme I)
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S=[M+(p)+ N

qui vérifie bien la thése du théoréme.
Si, au contraire, [S—(p)] —(r) est connexe, on a

S=[8—(P]+[8—(),

ce qui représente aussi une décomposition de S en deux ensembles
connexes, différents de lui.

Corollaire 1X. Tout ensemble connexe contient un wvrai sous-
engemble connexe,

8i Yon compare le théoréme VIII et le corollaire IX aux théorémes concernant
les continus, on apergoit, que les premiers différent essentiellement des seconds.
On sait, en effet, qu'il existe des continus indécomposables?), tandis que tout
ensemble connexe est décomposable en vertu du théoréme VIII. Envisageons
d’autre part, pour le comparer au corollaire IX, le remarquable théorime de Ja-
niszewski?): ‘

(1X/) p éfant un point quelconque d'un continu donné S, il existe dans tout
entourage de p un sous-continu de S, contenant p.

Ce théoréme implique évidemment les deux suivants:

 (1X'') p éiant un point yuelconque d'un contina donné S, il existe un sous-
continu de S, qui ne contient pas p,

(1X’'/) Tout contina contient un sous-continu borné.

Or, ni dans I'énoncé de (IX’’) ni dans celui de (IX'/’), ni, 4 plus forte raison,
dans 1'énoncé de (IX’) on ne peut remplacer lo terme ,continu® par celui
d',ensemble connexe". Autrement dit:

10 Il existe un ensemble connexe S contenant un tel point p, que tous les
gous-ensembles connexes de S contiennent ce point. ‘

‘En appelant — avec M Sierpidski?’ — dispersé tout ensemble, qui ne
contient aucun ensemble connexe, on peut énoncer cette assertion de la fagon

suivante !
Il existe un ensemble connexe S contenant un tel point p que

l'ensemble §— (p) est dispersé (voir § b, exemple a).

11 est évident, qu'un tel ensemble ne peut &tre décomposé en deux ensembles
connéxes sans points communs,
90 ]] existe un ensemble connexe ne contenant aucun gous-ensemble & la fois

connexe et b.orné,

1) Un continu est dit indécomposable, lorsqu'il n'est pas une somme de deux
continus différents de lui (voir L. E, J. Brouwer, Zur Analysis Situs, Math.
Ann, 68, 1910, p. 426). _ ,

1) (LX) est vrai aussi bien pour les continus bornés que pour non bornés.
Voir 8. Janiszowaki, Sur les continus irréductibles entre deum points, Thése,
Paris 1911, p. 22, théoréme LV; (Journal de I'Eeole Polytechnique 1I, 16, 1912).

%) Sur les ensembles conjeres et mon connexes, ce volume, p. 82. Le terme
ndispersé* équivant au terme .punkthaft* de M, Hausdo?fﬁ (1. e. p. 322).
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On en trouve un exemple dans une Note de M, Mazurkiewicz); nous
définirons dans la suite d’autres ensembles connexes qui présentent la méme sin-
gularité (voir § 5, exemples a, et 8).

Le théoréme VIII conduit d’'une fagon naturelle au probléme de la décom-
position des ensembles connexes en deux emsembles connexes, n'ay ant aucun
élément commun, Nous avons déji vu que cette décomposition n'est pas
toujours possible. Nous passons maintenant & la discussion plus détaillée du pro-
bléme de la décomposition en question.

- Définition. Nous appellerons biconnexe tout ensemble connexe
qui n'est pas une somme de deux ensembles connexes sans points
communs,

Le terme ,ensemble biconaexe® s'impose d'une manidre bien naturelle, si on
envisage la notion de conmexit¢ au point de vue général suivant. Soit J uno
propriété quelconque; convenons de dire, qu'un ensemble donné K est commexe
par rapport & la propriété P, lorsque

1°. E posséds la propriété P,

20 E n'est pas une somme de deux ensembles sans points communs qui
jouissent de la propriétés P.

On apergoit immédiatement qu’en particulier, si on. remplace dans 1'énoncé
précédent la propriété P par la propriété nd’étre un ensemble fermé*, on est
conduit 4 la notion de continu; celle de domaine &4 un tenant s'en obtient
en substitnant & P la propriété ,d’étre un domaine*. Tout pareillement, un en-
semble biconnexe est connexs par rapport & la propriété ,d'6tre un
ensemble connexe (dans le sens- qui a 6t§ défini page 207).

Soit p un point quelconque d’un ensemble donné E. On appelle —
suivant M. Hausdorff — g composante®) de p dans K le plus
grand ensemble connexe (au sens plus large) contenant p et contenu
dans E. La composante existe toujours, en vertu du corollaire V;
elle peut se réduire d’ailleurs & un seul point. Il résulte immédiate-
ment du théoréme IV que toutes deux composantes d'un ensemble
donné sont séparées, et le théoréme III implique, que tout sous-
ensemble connexe est contenu dans une composante bien déter-
minée de cet ensemble. Voici une- propriété importante des compo-
santes:

Théoréme X. T dtant un sous-ensemble connexe (au sens plus
large) d'un ensemble connexe S, e¢ U une composante de 8§ - T,
Uensemble S— U est connexe (au sens plus large).

) Sur Dexvistence d'un emsemble plan connexe me comtenant aweun sous-
ensemble connexe, bornd, ce volume, p. 96.

%) nKomponente®, 1. c., p. 24b.
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Démonstration. Supposons qu'il n'en est pas ainsi; il existe done
deux ensembles F et @ tels que

PX@+PXQ=0,
P3=0 et @==0.

D’apres le théoreme VI les ensembles U4 P et U @ sont
connexes, d'autre part, T' étant contenu dans S— U, il n'a (th. III)
sucun point commun soit avee F, soit avec . Posons

TX P=0,
d’ol
TX (U4 Py =0,

Ainsi U+ P est un ensemble connexe contenu dans S—T. Tl est
plus grand que U, puisque P r'est pas vide et ne contient aucun
point de U. Or, U étant une composante de S — T, ceci est impossi-
ble Done, 8§ — U est connexe (au sens plus large).

Par rapport aux continus c’est la notion de constituant qui correspond 2 celle
de composanto: on appelle constituant de p dans un ensemble donné E le
plus grand semi-continu (au sens plus large) contenant p et contenu
dans E1) (une somme des continus, dont le produit n'est pas vide, forme un

gemi-continu),
Or, le théoréme correspondant au X n'est pas généralement vrai des continus.

Toutefois il importe de remarquer que
(X’)3 T' étant un sous-continu (au sens plus large) d'une ligne de Jordan
généralisée §?) et Uiun constituant de § — T, l'ensemble § — U est un con-

tinu (au sens plus large).

Théoréme XI. T détant un sous-ensemble connewe d’un ensemble
biconnexe S, Vensemble S— T est dispersé. |
Démonstration. Supposons, au contraire, que '§— T contient un
_gous-ensemble connexe R; soit U la composante de S— T dans
laquelle B est contenu. En vertu du théoréme X Tensemble S — U
est connexe (au sens plus large). Comme, d’autre part, chacun des

1) Voir C, Kuratowski, Une définition topologique de la ligne de Jordan,
Fund, Math. L, p. 41, Cf Janiszewski, Swr les coupures du plan... p. 61 .

1) Ce théoréme & 6té signalé dans la Note citée de M, Kuratowski,
p. 48, (9).

% Voir p. 224, note ?).
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ensembles U et S— U contient plus d'un point, puisque R est
contenu dans U et T dans S — U, les ensembles U et S— U sont
connexes. La formule

=U4(8— D)

représente done une décomposition de S en deux ensembles con-
nexes sans points communs, contrairement & I'hypothése. Ainsi
S — T est bien un ensemble disperss, ¢. q. f. d.

Le théoréme XI implique que pour qu'un ensemble connexe S
soit biconnexe il faut et il suffit, que pour tout son sous-ensemble
copnexe T I'ensemble §—7 soit dispersé. Il implique d’autre part,
quun ensemble bicounexe ne contient auncun couple d’ensembles
eonnexes n'ayant aucun point commun. On arrive ainsi au

Corollaire XII. Tout sous-ensemble connexe d'un ensemble bi-
connere est également. biconnexe.

De plus, on en déduit, en tenant compte de (IX'), le

Corollaire XIII. Aucun continu n'est biconnexe.

Il résulte immédiatement de ces corollaires le suivant

Théoreme XI1V. Tout ensemble biconnexe est punctiforme?).

§ 2.

Les ensembles connexes irréductibles entre deux points.

Définition. Nous appellerons connexe irréductible entre deux
points tout ensemble connexe qui les contient et dont aucun vrai
sous-ensemble connexe ne les coniient pas.

Voici quelques simples exemples d’ensembles connexes irré-
ductibles entre deux points:

(i) Tout are simple est un ensemble connexe irréductible entre
ses deux points extrémes.

(i) L'ensemble plan composé des pomts (z, ¥) qui satisfont aux
conditions:

y = sin -1:; lorsque 0 <<z<{l,
y=20 n z == 0,
est un ensemble connexe irréductible entre les points (0,0) et

(1, sin 1).

1) On appelle punctiforme tout ensemble ne contenant mucun continu.
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| (iii) Considérons I'exemple bien connu donné par Cantor d'un
ensemble parfait non dense situé sur le segment [0, 1] de l'axe X
Soit ’ '
(16) Prs 415 Pa> Gaisi Pay G-

la suite des bornes des segments , contigus A cet ensemble. Désignons
par R l'ensemble des points de l'exemple de Cantor, qui nentrent
pas dans la suite (16). L’ensemble-somme de B et des segments
[(045 1), (¢n, Q)] pour tout # naturel >>1 est connexe et irréductible
entre les points 0 et 1 de I'axe X (voir fig. 1).

Nous donnerons dans le § b un exemple d'ensemble puncti-
forme qui est connexe et irréductible entre deux points (ex. 8):
en outre, nous démontrerons l'existence d'un ensemble qui, tout en
jouissant de ces propriétés, ne contient aucun sous-ensem-
ble parfait (ex. y)

Dans les considérations qui vont suivre I désignera toujours I'en-
semble connere irréductible entre les points a et b.

Théoréme XV. S étant un sous-ensemble connexe (au sens plus
large) de I, si a ou b appartient & S, I — S est connexe (au sens
plus large).

Démonstration. En effet, s'il n'en était pas ainsi, on pourrait dé-
composer I — S en deux ensembles séparés non vides P et Q et
un des ensembles S+ P et S @, qui sont différents de S et
connexes en vertu du théoréme VI, contiendrait les points a et b,
ce qui est impossible.
~ Théoréme XVI. S étant un sous-ensemble non vide et connexe
(au sens plus large) de I, si mi a ni b nappartiennent pas a S
I— S est une somme de deur ensembles séparés mon vides et connexes
(au sens plus large). -

Démonstration. I étant connexe et irréductible entre a et b,
I— S n'est pas connexe. Il se décompose donc en deux ensembles

P et Q tels que:

(18) PXQ4+PX@=0,
(19) P40 et Q=0

Nous allons démontrer que P et @ sont connexes (su sens ;:1135
large). Le point a appartenant par hypothése & I — S, soit @ l'en-
semble auquel il appartient. Suivant le théoréme VI et les formu-
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les (17) — (19) les ensembles S+ P et S~ @ sont connexes. Or,
S + @ contenant a, I'ensemble / — (S~ @) est connexe (au sens
plus large) en vertn du théoréme XV. Mais,

I—8+0=(I—8)— Q=P

puisque suivant (18) on a PX ¢=0. Par conséquent, Pensemble P
est connexe (au sens plus large). S-} ¢ étant connexe et distinct
de I (d'aprés (19)), les points 4 et b ne peuvent lui appartenir
simultanément. Done, @ étant un point de S~ ¢, & appartient & P.
Par suite, les hypothéses sur P et  sont symétriques et comme P
est connexe (au sens plus large), — ¢ Vest aussi. Ainsi, ] — S est
bien une somme des deux ensembles non vides I et ¢, qui sont
séparés et connexes (au sens plus large).

Théoréme XVII. X o Y dtant deur sous-ensembles comnerves
de 1 qui contiennent le point a,

XCY oubien Y(CX

Démonstration. Supposons que X n’est pas contenu dans Y.
On a alors

(20) XXI—-Y)%0

D’autre part, le point b v'appartenant pas & Y, puisque Y est
connexe et différent de I (d’aprés (20)), c'est bien /— ¥ qui admet b
comme élément.

En vertu du théortme XV Vensemble I — ¥ est connexe (au
sens plus large). Or les ensembles X et 7 — ¥ étant connexes (au
sens plus large) et non séparés en vertu de (20), leur somme con-
tenant les points a et b est d’aprés le théoréme IV connexe,
I étant connexe et irréductible entre ces deux points, on a

X+{I—-Y)=]1,
d’ot YCX c. q. f. d.

Les théorémes XV—XVII nous permettent d’acquérir la con-
naissance plus précise de la structure des ensembles donnexes irré-
ductibles entre deux points. Considérons, en premier lieu, le cas, ol
Iensemble S du théoréme XV est composé d'un seul point a.
D’aprés ce théoréme l'ensemble  — (a) est connexe, ce qui entraine
immédiatement le

Théoréme XVIIL. L'ensemble I connexe et irréductible entre les
points a et b west irréductible entre aucun autre couple de points,
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Remplagons & son tour Vensemble S du théordme XVI par un
ensemble composé d'un seul point arbitraire z distinet de a et b.
[’ensemble I — (x) se décompose par suite en deux ensembles con-
nexes, dont 'un — soit P — coutient a, et l'autre — soit ¢ — con-
tient 5. Les ensembles P et ( sont séparés; par conséquent le

point » appartient aussi bien & P quh Q. Soit
Ax)=P -4 (x) et Bl@)= Q + ().

Les ensembles A(x) et B(x) sont donc connexes ef, comme on dé-
montre sans peine, A (x) est irréductible entre a et z, et B(x) Vest
entre b et z. De plus, 4(x) est 'unique sous ensemble de I, qui
s0it connexe et irréductible entre a et z, puisque gil y en avait
deux, l'un d'eux serait en veriu du théortme XVII contenu dans
Pautre. Pur raison de symétrie il en est de méme de B{z).

Pour rendre l'énoncé de nos théorémes plus général, convenons
de dire que tout ensemble composé d'un seul point est conmexe (au
sens plus large) irréductible entre ce point et lui méme, et que

Alg)=(a), AB)=1

Il en résulte immédiatement les deux théorémes suivants:
Théoréme X1X. Tout point z de I détermine dune facon uni-

voque une décomposition de cet ensemble en deur ensembles Afx) et

B(x) qui remplit les conditions: |
1° A(x) est conneve (au sens plus large) et irréductible enire a

et x et B(x) Uest entre b et
90 4(z) X B(z) = (z) = 4(z) X B@) + 4(2) X Bl

Théoreme XX. Si on pose pour tous deux points @, et @y de I

(21) x, << xy lorsque A(z,) C Alrs)

on établit un ordre lindaire dans Uensemble 1.
Lorsque dans la suite il sera question de l'ensembie ordonné I,

ce sera toujours Vordre assujetti & la convention (21) que nous

aurons en vue.
Lemme XXI. Pour tout point o de 1 Tensemble A{z) est com-
posé de tous les points qui précédent T et du point @ Zaci—m?me.
Démonstration. Soit y un point arbifraire de A.(x), L’ensemble
A(x) étant connexe (au sens plus large) et irréductible entre a et %,
il y existe en vertu du théoréme XIX un sous-ensemble connexe



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

220 B. Knaster et C. Kuratowski:

(au sens plus large) et irréductible entre a et y; comme cet en-
semble est identique & A(y), on a d’aprés (21): ¥y <x on y=uz.
D’autre part, si un point 2 de I précéde x, on a par définition
A(z) C A(x) et, partant, z appartient & A(x).

Par raison de symétrie, B(x) est composé de tous les points
de I qui suivent x et du point z lui-méme.

Lemme XXII. S un point p d'une portion?) P de l'ensemble
ordonné [ est différent des bornes?) de cette portion, il n’est pas un
point d'accumulation (au sens géométrique) de U'ensemble I — P,

Démonstration. Le lemme étant évidemment réalisé quand la
portion P contient les deux points a et b, admettons que P déter-
mine une décomposition de I en trois portions:

I[=A-+ P+ B,

ol 4 est I'ensemble de tous les points, qui précédent les points de
la portion P, et B l'ensemble de tous ceux, qui la suivent (un des
ensembles A et B peut d’ailleurs &tre vide). Convenons done que
ce soit l'ensemble 4, qui contienne le point a et supposons, quun
point p de P, différent de ses bornes, est un point  d’accumu-
lation de /— P. Point p appartenant en ce cas & 4 ou a B, nous
pouvons bien supposer qu'il appartient & A.

Or, 4 est la somme de tous les A(x). dont les = appartiennent
a A. Tout A(z) étant connexe (au sens plus large) et contenant g,
leur somme A Uest aussi en vertu du corollaire V. Les ensenibles
A et B(p) étant connexes (au sens plus large) et non séparés —
puisque p appartient & 4 — leur somme 4 - B(p) est connexe
d’aprés le théoréme [V et elle contient a et b J1 en résulte que

A+ B(p)=1I

Cependant, comme p n’est pas la borne inférieure de P, il existe

dans P un point qui précede p, et qui n’appartient suivant
le lemme XXI ni & 4 ni & B(p). Ainsi la supposition, que le

*) Tout sous-ensemble P d'un ensemble ordonnd K est dit portion de &,
lorsque chaque élément de &, qui est situé entre doux éléments quelconques
de P, appartient 4 P. Voir Hausdorff, 1. c., p, 87 (5 StilekH).

) Un élément % d'un ensemble ordonné E est dit la borne inférieure d'un
sous-ensemble U de K, lorsqu'il n’est pas préeédé par aucan élément de U et

lorsqu'il n'est pas suivi par aucun autre élément, jouissant de cette propriété, La
définition de la borne supérieure est symétrique.
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point p de P, différent de ses bornes, puisse &tre un point d’accu-
mulation de I— P, implique une contradiction,

Théoréme XXIIL. Le type dordre de I est celui du continu
lindaire (c'est A dire, de l'ensemble 0<Cr<C1 ordonné selon la
grandeur).

Démonstration. Le type d'ordre de I n'admet pas de sauts.
En effet, en supposant, qu'un élément p de I y est suivi immé-
diatement par un autre élément g, on aurait en vertu du lemme

XXI la décomposition de I:
I = A(p)+ B(q)

en deux ensembles non vides et séparés (d’aprés le théordme
XVII, 29) — ce qui est impossible

Le type d'ordre de I n’admet pas de lacunes. En effet, sup-
posons quon puisse décomposer I en deux portions 4 et B sans
éléments communs de sorte que A4 contienne a, B contienne b, 4
n'admette pas de borne supérieure et B — d'inférieure. Or, d'aprés
le lemme XXII aucun point de 4 n'est point d'accumulation de B
ni vice versa. On aurait done ainsi une décomposition de I en
deux ensembles A et B séparés et non vides, ce qui est impossible.

Le type d'ordre de I admet un sous-ensemble dénombrable
D de I, qui y est dense partout. On sait, en effet, que Vaxiome
,du choix“ de M. Zermelo implique que tout ensemble infini E
admet un sous ensemble dénombrable U tel, que U = E. Soit D un
tel sous-ensemble de I. Toute portion non vide P de I, qui ne
contient pas ses bornes, contient un élément de D, parce quen cas
contraire, D étant contenu dans [— P il en serait de méme de D,
d'aprés le lemme XXII. Dong, entre tous deux éléments de I'en-
semble ordonné I il y est interpos¢ un élément de I'ensemble D,
ce qui revient a dire, que l'ensemble D est dense partout dans
I'ensemble ordonné I.

Le type d’ordre de [ n'admet donc ni sauts ni lacunes et
contient un sous-ensemble dénombrable et dense partouy;
on en conclut que ce type d'ordre est précisément celui du continu
linéaire. " |

Corollaire XXIV. Pous quun sous-ensemble de I soit conmexe
(au sens plus large) il faut et il suffit, quil svit une portion de I;
en outre, si cette portion contient ses bornes, elle est irréductible entre
elles.
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La notion d'ensemble connexe irréductible entre deux points correspond exac-

"tement & celle de continu irréductible entre deux points?!), Un continu

et dit irréductible entre dewx points, lorsqu'il les contient, aucun de ses vrais
sous-continus ne les contenant pas & la fois. Les théorémes démontrés jusqu'a
présent permettent de se rendre compte, combien la théorie des ensembles con-
nexes irréductibles est plus simple que celle des continus irréductibles, En effet,
on observe d’abord, que le couple des points, entre lesquels un ensemble connexe
est irréductible, y est déterminé d'une fagon univogque (théoréme X VIII), tandis
qu'il existe des continus irréductibles entre une infinité de paires de points & la
fois Ensuite, le corollaire XX1V nous apprend, que pour tous deux points x et y
de [, 'ensemble connexe et irréductible entre x et y ¥ est unique. Or, un théo-
réme analogne serait faux pour les continus irréductibles: on en trouve sans
peine, qui, étant irréductibles entre @ ot b, contiennent 4 la fois deux sous-
continus jrréductibles différents entre les mémes points # et ¥, On remarque
enfin la différence suivante, qui — au point de vue de la théorie discutée ici —
est la plus essentielle, On sait qu'un sous-continu K d'un continu C est dit son
continu de condensation®), lorsqu'il est un ensemble-frontidre par ropport a C,
c'est & dire, lorsque

| C—K=0C.

Appelons — d'une fagon analogue — un sous-ensemble connexe S d'un ensernble
connexe B son ensemble connexe de condensation, lorsque

EXE—8=E.

Or, en vertn du lemme XXII et du corollaire XXIV wun ensemble connexe irré-
ductible enire deux points ne contient aucun ensemble connexe de condensaiion,
tandis que parmi les continus irréductibles il n'y a que les arcs simples, qui sont
dépourvus de continus de condensation ¢).

Nous allons maintenant établir une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un ensemble de points soit un arc simple, c’est
a dire, homéomorphe avec un segment de droite.

Lemme XXV, Tout ensemble aui est & la fois:

1y Zoretti, La notion de ligne, Ann, de I'Ecole Normale, XXVI, 1909,

) Le probléme qui se dégage de la considération de tels exemples a 6té
T'objet de la Note de Janiszewski: Démonstration d'une propriété des continus
srréductibles entre deux points, Bull, Acad, des Sciences de Crucovie, 1912,

% Janiszewski, Thése p. 24,

) Outre ces différences qui séparent les ensembles connexes irréductibles
entre deux points des continus irréductibles, il y a bien d'analogies profondes
qui relient ces notions, Nous renon¢ons & les traiter dams cotte Note, car la pro-
bléeme demanderait une démonstration préalable de plusiours théordémes ne con-
cernant que les .continus et il sera d'ailleurs discuté dans lo prochain Mémoire
sur les continus irréductibles de M. Kuratowski,
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(22) f er mé:
(23) connexe irréductible entre deur points,
(24) borné,

— est un arc simple.

Démonstration. Soit I un ensemble qui remplie les conditions
(22)—(24). Le théoréme XXIII permet d’établir une correspondance
biunivoque entre les points de I et ceux du segment {0, [] de
sorte que pour tous deux points z, et x, de ce segment l’h;égalité

(25) @, <y implique f(z,) <f (r;) et vice versa.

(I étant fermé, cette correspondance peut étre définie d'une fagon
effective). Nous allons démontrer que cette correspondance est
bicontinue. Soit

2 =1lim z,;

n=00

il ¢'agit de montrer, que

(26) F(2) = lim f(a)

n=00

Pour cela il suffit évidemment de se borner au cas, ol

(27) T, < 2 < 2y <L

Cette formule entraine en raison de (25) la formule

(28) Sa) <Sfw) < <) <

Or, supposons, que l'égalité (26) ne soit pas realisée. Il existe
dans [ d'aprés les conditions (23) et (24) un point d'accumulation
(au sens géomeétrique) des f(x,). Sil differe de f(2), on peut 'entou-
rer en vertu de (28) d'une portion de [ qui contienne tout au plus
un élément de la suite {f(x,)); il ne serait done pas—en raison du
Jemme XXII — un point d’accumulation des f(x,). L'égalité (26)
est ainsi établie.

‘Dautre part, soit ¢(z) la fonction inverse de f(z). Or, &
Pry Pay+oey Puy--- €8t une suite croissante de points de I et conver-
gente (au sens géométrique du mot) vers un point r de cet en-
semble, le point ¢(r) du segment [0,1] est évidemment la borne
supérieure des @(p,); done

- (29) (r) = lim ¢(p.)
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Les formules (26) et (29) signifient précisément, que l'ensem-
ble I et le segment [0,1] sont homéomorphes.

Lemme XXVI. Tout continu irréductible entre deur points
w’ admettant aucun continu de condensation est borné?).

* Démonstration. Suivant un théoréme?) de M. Mazurkiewicz
tout point de ,second genre“ ) d'un continu quelconque C est situé
sur un continu de condensation de C. Autrement dit, tout continu
qui ne contient aucun continu de condensation est une ligne de
Jordan généralisée.

D’autre part, comme l'a démontré M. Mazurkiewicz*), tous
deux points d’'une ligne de Jordan généralisée sont situés sur un
sous-continu borné de cette ligne.

Supposons maintenant qu'un continu K irréductible entre deux
points et n'admettant aucun continu de condensation ne soit pas
borpé. Ce continu étant une ligne de Jordan généralisée, il y existe,
d'aprés ce qui a été dit, un sous-continu borné — done différent
de K — qui contient ces deux points, contrairement & I’hypo-
thése que K est irréductible entre eux. ‘ |

Théoréme XXVIL Pour quun ensemble de points soit un arc

simple il faut et il swifit qu'il soit fermé et comnexe irréductible entre
deux points®).

) Janiszewski a établi dans sa Thése le théoréme suivant:

Pour quw'un continu borné soit un arc simple il faut et 1l swuffit qu'il soit
trrdductible entre deux points et qu'il ne contienne aucun continu de condengation,

Or, il résulte immédiatement du lemme XXVI, que la condition d'étre bornd
peut étre omise dans I'énoncé de ce théoréme. Emn outre, la démonstration du
théoréme de Janiszewski ne s'applique qu'aux continua bornés, parce gu'elle
fait usage de la propriété suivante, qui ne subsiste d’une fagon générale que re-
lativement aux ensembles bornés:

tous deux points d'un continu borné peuvent y étre joints par un sous-
continu irréductible entre euzx,

) Sur les lignes de Jordan, ¥und. Math. I, p. 176.

*) Un point p d'un continu (! est dit de second genre, Jorsque pour un certain
d >0 il existe dans tout entourage de p un point de C qui ne peut y 8tre relid
Avec p (ue par un sous-continu de C de diamétre >d. Un continu qui ne con-
tient aucun point de second genre est dit une ligne de Jordan généralisde (M -
surkiewicz, ibid, pp. 170 et 193).

Y Ibid, p. 201.

}) 11 importe de remarquer que M. Lennes (1. e, p. 808) définit l'arc
simple comme I'ensemble qui vérifie les conditions (22)—(24). Or, ces troias
¢onditions ne sont pas inddpendantes tout au moins pour l'espace
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Démonstration. Les conditions sont néecessaires. En effet. le se
II,ant de droite les remplit évidemment. D’autre part, la ‘gro ri.étg(-:s
d’8tre connexe irréductible entre deux points étant un invfria,pnt d
I'Analysis Situs et celle d'étre un ensemble fermé Iétant aussi oui
les ensembles bornés, — tout ensemble homéomorphe avec unpse
ment de droite satisfait aux conditions précitées. :

Le.s conditions sout suffisantes. En effet, un ensemble qui les
remplit est un continu irréductible entre deux points et ne coﬁtient
en vertn du lemme XXII aucun continu de condensation. Il est
done borné suivant le lemme XXVI. Les trois conditions du
lemme XXV étant ainsi réalisées cet ensemble est un are simple.

B | e. q. f. d.

Corollaire XXVIIL Tout sous-continu d'un ensemble connexe
irréductible entre deux points est un arc simple.

En combinant les résultats acquis sur les ensembles biconnexes
aveec ceux qui concernent les ensembles connexes irréductibles entre
deux points, on parvient & un théoréme des plus importants pour
la théorie des ensembles connexes. Le théoréme XIX nous per-
met de décomposer un ensemble I en deux ensembles connexes
A(p) et B(p) — (p) sans points communs pour tout p différent de
a et by on en conclut qu'aucun ensemble connexe irréductible entre
deux points n'est biconnexe. En vertu du corollaire XTI il en re-
sulte le

Théoreme XXIX. Un ensemble biconmexe ne contient aucun
sous-ensemble qui soit connexe et irréductible enire deur points.

On sait que tous deux poiuts situés sur un continu borné peuvent y éire
reliés par un sous-continu irréductible entre eux?). Ce n'est plus le cas, si I'on
passe aux continus non-bornés; toutefois, chagque point d'un continu quel-
congue y est situé sur un sous-continu irréductible entre deux points {théoréme

1X/, p. 218). Or, comme nous venons de voir, il existe touts une clusse d’enser-

bles connexes qui ne contiennent aucun sous-ensemble connexe irréductible entre

deux points.

euclidien. En effet, tout cnsemble qui vérifie les conditions (22) et (23) est en
verta du théordme XXVIL un arc simple, et tout arc simple étant bornd, il vérifie
do méme la condition (24). En se servant de cetie définition, M. Liennes dé-
montre les théorémes XVII, XX et XXIII p ourles ensembles fermés bornés.

1) Janiszewski, ¢. R. t. CLI, 1911, Mazurkiewicz ibid.
15

Fundamenta Mathematicue 1I.
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§ 3.

" Addition et multiplication des ensembles connexes irréductibles

entre deux points.

Nous allons maintenant établir des conditions nécessaires. ot
suffisantes pour que la somme et le produit de deux ensembles
connexes irréductibles entre deux points soient également connexes
et irréductibles entre deux points. Désignons par [ et I, deux
ensembles, dont I est, conformément & la convention antérieure,
connexe et irréductible entre a et b, tandisque /; l'est entre ¢ et d.
Pour abréger le langage nous appellerons extrémités de [ et [,
les points entre lesquels ces ensembles sont connexes irréductibles

La somme [ -1, étant composée de trois parties sans points
communs deux & deux, & savoir, des différences I — I, I, —1I
et du produit I X I;, —il est bien naturel de voir les propriétés.
de ces ensembles intervenir dans la solution de notre probléme.

Nous aurons & nous servir du lemme général suivant qui s'appli-
que & tous les ensembles, sont ils connexes ou non-connexes.

Lemme XXX. La condition nécessaire et suffisante pour que
deus ensembles quelcongques A et B soient fermds dans leur somime
A+ B, est que A X B soit fermé dans A+ B et que les différen-
ces A— B et B— A soient séparédes.

 Démonstration. En tenant compte du lemme I, il g'agit de dé-
montrer que Pégalité

(30) AXB=A4AXB4+4XB
équivaut aux deux suivantes:
(31) AX B=4 X BX(4+ B),

(32) (A—B)X B—44+4—BX(B—4)=0
10 Il est vrai de tous deux ensembles 4 et B que
AXBX(A+B =AXBXA+AXBXB(_C

CAXBX A+AXBXB=AX B+ 4XB,
d’olt

83) ~ AXBX(A+B CAXB+4XB
En supposant I'égalité (30) réalisée, l'inclusion (33) devient
AXBX (44 B C4XB
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L’inclusion inverse
AXBCAXBX(4+B)

étant &vidente, on parvient & la formule (31). Nous avons dome
démontré, que la formule (31) résulte de la formule (30); nous
allons voir & présent qu’il en est de méme de la formule (32). En
effet, d’aprés le lemme II la jonetion de A—B et B— A est con-
tenue dans celle de 4 et B, qui suivant (30) est ézale & 4 X B.

On a done
(34) (A—B)XB—4+Z—BX(B-4)C4XB

Or, la jonction de deux ensembles étant toujours contenue dans

leur somme, on &

(35) (A—B)XB— A4+ A—BXB-4)C(A+B)—-4X35,

puisque

(A—B)4 (B—4)=(4+B)—4XB.

En multipliant les inclusions (34) et (85) I'une par l'autre, on par-

vient précisément & la formule (32)
90 Il nous reste & démontrer qu'inversement, les égalités (31)

et (32) impliquent I'égalité (30).
D'aprés les identités évidentes

Am(A—B)+A><B et B:(B—A)+AXB,
on a pour tous deux ensembles 4 et B:

Asz[(A——B)+A><B]><(B——~A)+A)<..B-_-_—
—U—BXB—A+AXEXA—B)+4XE

et de méme
ZszA—Bwaa@+Axwamm+4xﬂ

En ajoutant membre & membre ces deux identités et en tenant

compte de (32), on trouve
AXBLIXB—=AXBX[A—B+B—A+4XF=
_IWEBX[A+B—AXBHAXE=

_AXBXA+B)+4XE, .
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ce qui se réduit en vertu de (31) a
" AXB+AXB=4XB,

c’'est & dire, précisément & la formule (30).

Lemme XXXI1. Si la somme des ensembles 1 et I, est connexe
irréductible entre deux quelconques de leurs exirémitds, le produit
I X I, est connexe (au sens plus large) irréductible ¢ntre les deux
autres et est identique & la jonction de I et I,.

Démonstration. Envisageons en premier lieu le cas, oh [~ I,
est connexe irréductible entre a et b Cette hypothése entraine
évidemment l'identité |

(36) | I+ 1, =1,
d’olt
IXI=1;

par conséquent, le produit I X I, est connexe irréductible entre
¢ et d. De plus, — d’aprés le corollaire XXIV et la formule (36) —
I, est une portion contenant ses bornes par rapport » lensemble
ordonné [; par conséquent, en vertu du lemme XXII, I, est
fermé dans I, done dans I4-1,. Ainsi en tenant compte du
lemme I, notre lemme est réalisé dans ce cas,

Il nous reste donc & envisager le cas, ot [-- I, est connexe
irréductible entre a et d. Selon les théorémes XXIII et XXIV les

~ensembles I et I, forment dans ce cas deux portions de l'ensemble

ordonné I+, qui sont semblables & deux segments d'une
droite. Il en résulte d’aprés le lemme XXII que I et I, sont
fermés dans leur somme, done en vertu du lemme I leur produit
est identique & leur jonction. Ainsi, X I, v’est pas vide, puisque
I+ 1, est connexe. Or, le. produit non vide de deux segments
situés sur la méme droite en est également un segment ou se re-
duit & un point. De méme le produit IX I, forme dans l'ensemble.
ordonné I+~ T, une portion & bornes b et ¢ ou bien il se réduit
au point b=rc. Il est done en tout cas connexe (au sens plus large)
et irréductible entre b et ¢. | ¢. ¢ f d.
Lemme XXXII. Lorsque le produit des ensembles I ot I, est
connexe (au sens plus large) irréductible entre deur extrémités quel-
conques de ces ensembles et les différences I— I, et I, — 1 sont sépa-

rées, lo somme I+ I, est conmeme irréductible entre les dews wulres
extrémités de I et I,.
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5 N ),
Démonstration. Remarquons d'abord que le lemme est vrai, lors-

que I X I, est connexe (au sens plus large) irréductible entre a
et 5. En effet, on aura dans ce cas:

IXL=I ot I+4+I=I,

par conséquent I -~ I, est connexe irréductible entre ¢ et d.
Admettons done, que I I, est connexe (au sens plus large)
irréductible entre b et ¢, les différences I — I, et I, — I étant
séparées. Soit § un sous-ensemble connexe de I I;, qui contient
a et d comme éléments. Il &’agit de démontrer que S=I--1,.
Désignons par p un point quelconque de [ distinet de a et
supposons que p n'appartienne pas & S.
‘Deux cas peuvent se présenter: ,
1° p est un point de I — I,. Envisageons Iidentité

(37) I+ L=4A(p+BH+EL—I)
qui est une conséquence immédiate des identités
I+ L =I+I,—1I) et I=A(n)+ Blp)
En vertu de (37) et de Vinclusion S CI+ 1, on a
38 S=8XA4p+SXBE+E—D)

Qette formule représente une-décomposition de S en deux en-
sembles séparés. En effet, la jonction de S X A(p) et S X B(p)
est contenue dans celle de A(p) et B(p), qui se réduit au point p
en vertu du théoréme XIX. Ce point n'appartenant pas a S, les

ensembles S X A(p) et S X B(p) sont séparés. D’autre part, puis-
I,, on a d’aprés les théoremes XV et XXI

A(p) CI—L.

Les différences I — I, et I, — I étant, par hypothase, séparées,
les ensembles S X A(p) et I, —I le sont a plus forte raison.

Ainsi 8 A(p) est séparé de S5 X B(p) et de I, —I. 1l est done
‘géparé de leur somme et la formule (38) représente, par con-
séquent, une décomposition de S en deux ensembles séparés. Ces
ensembles n'étant pas vides, puisque S X A(p) contient a 8ans
contenir d, I'ensemble S n'est pas CONNExe,

gupposition.
Donc p est un point de S.

que p appartient & J—

contrairement 3 motre
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2° p appartient & I X I,. Cet ensemble étant par hypotl.lése
connexe (am sens plus large) et irréductible entre ¢ ot b, considé-
rons le comme ordonné, de sorte que ¢ soit son premier élément
et b le dernier. Désignons par P l'ensemble de tous les dléments

de IX I, qui préeédent p et par B lensemble de ceux qui le
suivent. Alors

IX11=P+(P)+R'
En vertu de l'identité

I+ h=(I—L)+IXL4+ (L—1I)

et de la supposition que p n’appartient pas & S, on en conclut que
(89) S=[SXI—L)+8X P|+[SX B+ §X (I, — I

Or, I—1, et R étant deux portions de 7 et p un point inter-
posé entre elles, ces portions et — 3 plus forte raison leurs sous-
ensembles S X (I — 1) et S X R — sont séparés. Par raison de
symétrie il en est de méme de SXP et 8X(I —1). Comme,
d’autre part, les ensembles I — 1 et I, — I sont sépardy par hy-
pothése et p sépare les portions P et R et i plus forte raison,
leurs sous-ensembles SXPet SXR — la formule (39) nous
représente une decomposition de § en deux ensembles sopards,
Aucun d’eux n’est vide, puisque le premier en contient ¢ et le
second d. Ainsi, notre supposition que S est connexe sans contenir
p implique une contradiction,

Il est donc établi, que tout point de I appartient & § Par

raison de symétrie il en est de méme de tout point situé sur 1.
Done I+I, C § et

S=I+1I, c. q. £ d.

Les lemmes XXXT et XXXII entrainent en vertu du lemme

XXX le suivant

et que les différences 1 —
Les lemmes XXX et
Placer dans Pénoned du t

I, e I, — I soient sépardes. :
XXXI nous permettent op outre de rem-
héoréme précédent 1g propriété des diffs-
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vences d'étre séparées par la propriété plus restrictive du produit
d'dtre égal i la jonction, ou par celle des ensembles I et I, d'étre
formés dans leur somme, les deux dernieres propriétés étant équi-
valentes en vertu du lemme I. |

En cas, ot b ==d nous avons le suivant

Corollaire XXXIYV. Pour que la somme de deux ensembles con-
nexes, dont un est irréductible enire a et b et le second enire b et c,
soit commexe drréductible entre a et ¢ il faut et il suffit que la jone-
tion de ces ensembles se réduise au point b seul.

Tl & 66 nisé d'observer que les conditions pour que la somme
de deux ensembles connexes irréductibles entre deux points le
soit également, ont pu 6tre formulées sans aucune restriction con-
cornant les oxtrémités des ensembles considérés. Or, ce n'est pas
lo cae du produit de tels ensembles, car ses propriétés varient
suivant la situation des extrémités de I et [, dans la somme I4-I;.

Le cas, o les ensembles I et [, sont séparés, étant manifeste-
ment dépourvu d'interét, nous allons nous borner & celui, ol leur
jonetion n'est pas vide. De méme, nous n'aurons pas & envisager
le cas, ot I X I, ne contient quune seule des extrémités de I ef I
(p. ex. a), soit elle différente des autres ou identique & quelque
d’elles, En effet, le probléme de irréductibilité d'un tel produit
entre @ et a se réduit simplement & la condition quil soif composé
de cette owtrémité unique. |

Admettons done que IX I, contient au moins deux extrémités
différentes des ensembles I et ;.

Or, &'l en contenait davantage, deux d'entre elles appartien-
draient & un méme ensemble I ou [i. Seit I cet ensemble. On voit
sans peine que la condition niécessaire et suffisante pour que le pro-
duit I 1, soit connexe trriductible entre les extrémités de I est que
11, la situation de colles de I, étant d'ailleurs absolument in-
différonte. Quant d la condition pour que le produit IX I; con-
tenant les extrémités a, b et ¢, distinctes Iune de Vautre, soit con-

nexo jrréductiblo ontre a ot ¢, — elle n'existe point, [ X I, n'étant
Jamais connere ierdductible entre a et ¢, lorsqu'il conbient b. En effet,
I I, eontenant a et b et otant un sous-ensemble comnexe de 1
(qui est connexe irréductible entre cos deux points), on &

(40) I=1IX1
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et comme I est connexe irréductible entre les points a et b, il ne
I'est pas — en vertu du théoréme XVIII -— entre a et ¢, puisque
b=Fc. Done, d’aprés (40) le produit I I, n’'est pas connexe irré-
ductible entre a et c.

Il ne nous reste donc & envisager que le cas ol IX I, contient
précisément une extrémité de I (soit b} et une de I, (soit c), toutes
les quatre extrémitds des ensembles I et I, étant diffirentes. Cette
condition réalisée, on a le

Théoréeme XXXV, Pour que le produit des ensembles I et I
soit conmexe irréductible entre b of ¢ il Jaut et il suffit quune des
différences I— I, ou I, — I soit conuexe.

Démonstration. 1° En effet, [ X I, étant, par hypothése, un
sous-ensemble connexe de I et contenant b, la différence I — I I,
ou bien, ce qui revient au méme, la différence I— I, est connexe
en vertu du théoréme XYV.

2° Supposons, inversement, la différence 1 — I, connexe, Il s'agit
de démontrer que le produit IX I, est connexe irréductible entre
b et c. | |

I— I, étant connexe et contenant @, l'ensemble ordonné I
est d’aprés le théoréme XV décomposé en deux portions [— [, et
IX I, sans points- communs, Nous démontrerons que ¢ est le pre-

mier point de I X I,.

Supposons, au contraire, qu'un point p de I X [, précdde c.
Il en résulte que

(41) ¢ appartient & B(p).

Les points b et p étant différents des extrémités ¢ et d de I

-et P désignant sa portion qui contient les points b et P comme

bornes,

(42) ¢ n’appartient pas d P.

Le produit [ X I, est connexe, puisqu’il constitue une portion
de I; il est done un sous-ensemble connexe de I, et en wvertu
du corollaire XXIV il est également une portion par rapport
b l'ensemble ordonné I,. Or la portion I X I, contenant par

hypothése les points & et p, et  étant la plus petite portion de [,
qui contient ces points, on a

PCIXJ.I done P(CL
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gllais en vertu du corollaire XXIV P est 'unique sous-ensemble
e I qui soit connexe irréductible entre p et b, donc d'aprés !
théoréme XIX PE e

(43) P = B(p),

ce qui est impossible en vertu de (41) et (42).
| I_..a supposition que I [, contient un point p qui précéde ¢
implique une contradiction; ¢ est done le premier point de IX I,
par rapport & I. Comme lensemble 73X I, est ainsi une portion
de I contenant ses bornes (h savoir ¢ et b), il est — en vertu du
corollaire XXIV — connexe irréductible entre elles, e. q. f. d.
Les théorémes XXXIII et XXXV impliquent immédiatement
le corollaire suivant sur la somme de I ei I;:

Corollaire XXXVI. Pour que ln somme I-+ 1, soif connere
irréductible entre a e d il faut et il suffit quune des différences
I—1I, ou I, — T soit connexe et séparée de Tauire.

Ce corollaire ne s'applique, bien entendu, qu'au cas ol les points
a, b, ¢ et d sont différents, seul le couple b, ¢ appartenant & I X L.

§ 4.

Sur 'ensemble complémentaire des ensembles connexes plans.

On dit quun ensemble E coupe le plan entre les points a et &
qui ne lui appartiennent pas, lorsqu'on ne peut les joindre par un
continu qui n’ait aueun point eommun avec E.

Théoréme XXXVIL. Lorsque les ensembles A et B (dont un au

moins est bornél)) somt séparés, a € b désignant deuz poinis quel-

conques qui appartiennent respectivement & A et B, il eriste un con-

tinu qut m'a aucun point commun avec Pensemble A-+ B el qui coupe

le plan entre les points a et b.

1) Dans la démonstration des théordmes de ce § nous &voms reconrs au théo-

réme suivant qui est dfi & M. Brouwer: o
¢ désignant un continu plan borné et D un domaine connexe qui est on

constituant de l'ensemble complémentaire de C, 12 frontitre de D est on

continu,
Or, dés que ce théoréme sera démontré pour les

nés ou non-bornés) de I'espace & n>=2 dimensions,

sembles envisageés goient bornés,

pourra étre omise d
mos XXXVII—XL et XLIIL et la démonstration de quelques autres
plus simple.

continus quelconques (bor-
la restriction que les en-
ans ’énoncé de nos théere-

en deviendra
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Démonstration. Désignons généralement par o(z,y) la distance
des points. x et y, et par o(x, ¥) la borne inférieure des oz, y)
pour tous les ¥ qui appartiennent & Y.

Les ensembles 4 et B’ étant séparés et A étant celui d'entre
eux qui est borné, entourons chaque point z de .4 d'un cercle R,
de centre z et de rayon 4o(z, B). Soit S la somme de tous les
cercles ainsi obtenus. Désignons par C ce constituant (voir p. 215)
de 8 qui contient le point a. Tout constituant d'un ensemble fermé

étant un continu (au sens plus large), C est un continu. -Soit F(CO)
sa frontiére. Or,

(44) 4 X F(C) =0,

puisque tout point de A est entouré dun cercle situé entidrement
dans S,

Nous allons démontrer que
(45) B X F(C)=0.
Supposons qu'il n'en est pas ainsi et désignons par p le point de B
qui appartient & F(C). D’aprés la définition des ceroles R, le point
p De peut appartenir 4 aucun d'eux. Pour qu'il appartienne & F(C)

il faut done qu'il soit un point d'accumulation de ces cercles. Hn

d’autres termes: pour tout 6 >0 on trouve un point » dun R,
qui remplie la condition

(46) o(r,p) << 4.
Or, d'autre part

(47) e(9, P olg, 7) + ofr, p).

Le point ¢ appartenant 3 4, il résulte de la définition du cercle
R, que

e(g,7) <oy E)a

et comme

e(g, B)<< o(g, p),
on en coneclut que

(48) e(mn)<te(g p)
Par substitution de la somme des membres droits des inégalités
(46) et (48) & celui de l'inégalité (47), on obtient

(g p)<4o0(g,p) 44
done ,

e(g p) << 26.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les ensembles connexes 235

_Gette inégalité montre que dans tout entourage du point p de B
il existe un point ¢ de A. Par conséquent, p est un point limite
de 4, et

B X A0,

contrairement & l'hypothése que les ensembles 4 et B sont séparés.
Notre supposition impliquant une eontradiction, il sen suit que la
formule (45) est vraie.

Les formules (44) et (45) impliquent que

(49) (4 B) X F(C)=0.

Eensemble A étant borné par hypothése, il en est de méme
de S et & plus forte raison de son constituani C. Désignons par Q
le constituant de l'ensemble complémentaire de G, qui contient b,
ot par F(Q)'la frontitre de Q. D'aprés le théortme précité de
M. Brouwer, F(Q) est un continu. Nous démontrerons que F(Q)

est le continn cherché.
La frontidre de chaque constituant d'un domaine quelconque
est contenue — comme on le sait — dans la frontidre de ce do-

maine. Par conséquent
| F(Q)< F(C)
et en vertu de (49)
(50) (4 -+ B) X F(@)=0.

D’autre part, b étant situé dans ) et a e J'étant pas, tous continu
qui relie ces points admet, comme on sait, un point commun avec
F(Q), done F(Q) coupe le plan entre a et b. c. g f. d.

Corollaire XXXVILL Lorsque Uensemble complémentaire d'un
ensemble (borné) E me contient aucun continu qui coupe le plan, len-
gemble E est connexe.

" phéoréme XXXIX. Pour q'un ensemble (borné) S soit connexe
il faut et il suffit que toul continu qui coupe le plan enire deuz
points de S ait un point commun avec S.

Démonstration. Soit, en effet K, un continu qui coupe le plan
entre les points a et b de S. Désignons par C le constituant du
complémentaire de K, qui contient le poiut a. Par consequent b
n'appartient pas a C. Or, comme a démontré M. Hausdorff?),

) L. ¢, p. 247, VIL



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

236 B. Knaster et C. Kuratowski:

tout ensemble connexe contenant & la fois un point d’'un ensemble
quelconque £ et un point du complémentaire de E, admet des
points communs avec la frontiére de Z. L’ensemble S contenant
4 la fois a et b, contient au moins un point frontier de C, done
un point de K.

Inversement, lorsque tout continu qui coupe le plan entre deux
points de S contient. un point de S, cet ensemble est connexe en
vertu du théoréme XXXVIL ¢. q. f. d.

- Le théoréme précédent entraine le corollaire suivant qui pré-
sente une généralisation d’un théordme bien conmu sur les continus:

Corollaire XL. 4 et B étant deux ensembles connexes séparés
(dont un au moins est borné), il eriste wn continu qui coupe le
plan entre ces ensembles. |

En d’'antres termes: I'ensemble 4 est contenu dans un des con-
stituants du complémentaire de ce continu, tandis que l'ensemble B
y est contenu dans un autre.

Lemme XLI. E étant un ensemble non-connexe situé dans un
cercle B (y compris la circonférence), il existe un continu K contenu
dans B — E.

Démonstration. L'ensemble E étant par hypothése décomposable
en deux ensembles séparés non vides, son ensemble complémentaire
contient en vertu du théoréme XXXVII un continu qui coupe le
plan entre deux points de £. Comme tous deux points du eercle
peuvent y étre reliés par un segment de droite, le continu en que-
stion contient un point intérieur du cercle B et — d'aprés (IX/) —
un sous-continu K situé dans ce cercle. e. q. f. d.

Théoréme XLII. Le complémentaire de tout ensemble puncti-
Jorme est gonnexe ).

Démonstration. Supposons que l'on puisse décomposer Pensemble
complémentaire § d'un ensemble punctiforme en une somme de
deux ensembles séparés non vides P et (.

Désignons par B un cercle ainsi choisi, qu'il contienne & la fois
un point de P et un point de . Les ensembles P et Q étant

') Ce théoréme & été démontrd par M, Sierpifiski (co volume, p. 94)
4 I'aide du théordéme de Phragmén sur la frontiére des domaines. On romar-

quera que notre démonstration s'applique cette fois-ci sussi bien aux ensemblos
bornés qu’aux non-bornés.
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géparés, R X P et R X ( le sont & plus forte raison {lemme II).
Oomme
EXP+EXQ=EXS

cet ensemble est non-connexe et contenu dans B. Or, en vertu du
lemme XLI il existe donc un continu K situé dans R — R X S
’ 3 | .
o’est & dire dans B — S. Le continu K serait ainsi contenu dans
le complémentaire de S, contrairement & Ihypothése que ce com-
plémentaire est punctiforme.

" Comme la supposition que S n’est pas connexe implique une
contradiction, il faut bien admettre, que S est connexe, ¢ gq. f. d

Dans les §§ précédents nous avons attiré I'aftention du lecteur
sur trois classes suivantes d’ensembles connexes:
10 les ensembles connexes irréductibles entre deux points,
920 les ensembles biconnexes,
80 Jes ensembles comnexes ne conlenant aucun sous-ensemble con-
nexe borné. ~

Nous avons démontré quil n'existe aucun ensemble jouissant
des propriétés (1°) et (2°) & la fois (théoréme XXIX); nous donne-
rons dans le § b des exemples d’ensembles qui possédent les pro-
priétés (1°) et (3%) ou bien (29) et (3°) simultanément.

Or, les théorémes que Dpous Vemons de démontrer, nous per-
mettent de compléter l'étude de ces propriétés d'ensembles connexes
par Vexamen des proprietés correspondantes de leur complémentaire.

Théoreme XLIIL. Le complimentaire de tout ensemble (borné)
connexe irréductible entre deur poinls est connere.

Démonstration. Soit I un ensemble borné, connexe et irréductible
entre deux points. Supposons que le complémentaire S de I nest
pas conpexe et désignons par p et ¢ deux points quelconques qui

appartiennent respectivement aux deux sous-ensembles séparés de S.

- hl e ?
Envisageons un cercle R, contenant dans son 1R térieur len-

semble I et les points p et ¢
I’ensemble R > S n'étant pas

théoréme XXXVIL un continu K

et qui n'admet aucun point de B X S
Done

connexe, il existe suivani 1o
qui coupe le plan entre p ot g
comme élément.

EXREBXS=9,

d’olr
®1) | KEXERCL
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Comme tous deux points d'un cercle s’y laissent joindre par un
segment de droite, le continu K contient des points intérieurs
de R. Si le continu K était entiérement situé dans l'intérieur du

cercle B, on aurait d'aprés (51):

KCIL

Suivant le corollaire XXVIII le continu K serait un arc simple,
ce qui est impossible, puisque — d’aprés un théordme bien conuu —
aucun are simple ne coupe le plan.

Il faut done admettre que K contient un point de eirconférence
de B. Mais dans ce cas on pourrait trouver aussi pres de cette
circonférence que l'on veut des points de K situds & lintérieur
de B. D'aprés (b1) ce seraient done des points de I, ce qui eat
impossible, puisque lensemble I est situé par hypothése & une
distance positive de lu circonférence.

Ainsi la supposition que S n'est pas connexe entraine en tout
cas une contradiction; S est done connexe, ¢ q. f. d.

Remarquons maintenant, que le complémentaire d’un ensemble
qui posséde la propriété (2°) ou (3°) est connexe. En effet, les
théoremes XIV et IX’' nous apprennent qu'un tel ensemble est
punctiforme, et —selon le théoréme XLII — le complémentaire d'un
ensemble punctiforme est connexe. En y ajoutant le théoréme XLIII,
il est établi que le complémentaire de tout ensemble Jouissant d'une
quelconque des propridtds (1°0)—(3°) est connexe (avee cette restriction
pour (1°) que I'ensemble considéré I soit born é; ef. p. 233, 1).

Nous allons démontrer & présent quil n’est jamais puncti-
forme.

Théoréme XLIV. Le complémentuire d'un ensemble connexe irré-
ductible entre deun points nest pas punctiforme.

Démonstration. Désignons par B un cercle qui contient des
points de l'ensemble I En vertu du lemme XLI, il ne dagit de
démontrer le théoréme que pour le cas ot lensemble I X R est
connexe.

D'aprés le corollaire XXIV l'ensemble IXR forme une portion
dans l'ensemble ordonné I, Désignons par p un point queleonque
de cette portion, distinet de ses bornes, par P l'ensemble dey points
dc. IX R qui précedent p et par @ l'ensemble de ceux qui le
sulvent,

Les ensembles 4(p) —(p) et B(p)—(p) étant séparés en vertu
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du théoréme XIX 20 P et Q lo sont & plus forte raison. En

appliquant & leur somme P @ le lemme XLI, il existe un con.
tinu K qui satisfait & l'inclusion

| KCR~(P+0)
Mais
P+ Q¢=IXRE—(p),
done
KCR—I+(p)

| Autrement dit: le continu K est situé dans B et ne contient aucun

point de I sauf — peut étre — le point p. Il existe done d’aprés
(IX’) un sous-continu C de K, qui n'admet pas le point p comme
élément de sorte que

CX I=0

et le}comp]émenmire de I n’est pas punctiforme, e. q. f. d.

Théoréme XLV. Le complémeniaire d'un ensemble biconnexe
n'est pas punctiforme. |

Démonstration. Soient p, et p, deux points arbitraires d’un en-
semble biconnexe B. Désignons par R, et K, deux cercles sans
point commun qui contiennent respectivement les points p, et p,.

Supposons que les ensembles B X B, et B X R, sotent conne-
xes taus les deux.

Comme

R, X By =0,
on &
BX R (CB—BXRE,

et, B X R, étant connexe, l'ensemble B — B X R, qui le contient
ne serait pas dispersé. Or, B étant biconnexe et B X R, en étant
un sous-ensemhle connexe, ceci est en contradiction avee le théo-
réme XL : ,

Par conséquent un des ensembles BX R, ou BX Ry n'est pas
connexe. Soit B X R, cet ensemble. En vertu du lemme XLI il
existe dans ce cas un continu situé dans R, — B X R,, donc dans
le complémentaire de B, ¢. q. f. d. .

Théordme XLVI. Lorsquun ensemble connexe n admet pas de sous-
ensembles conneves bornés, son complémentaire west pas punc‘tzfarzne.

Démonstration. Entourons d'un cercle B un point quelconque d'un
ensemble connexe M ne contenapt pas de sous-ensembles connexes
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bornés. I/ensemble M X R, étant borné, n'est pas conuexe; done.
en vertu du lemme XLI il existe un continu n'ayant aucun point

commun avee M, e. ¢ f. d.

Nous terminons ce § par quelques remarques sur la déecompo-
sition du plan en deux ensembles punctiformes Des exemples d'une
telle décomposition ont été donnés par MM. Mazurkiewicz?) et
Sierpinski?). Tout récemment M. Sierpifskis) a démontré
que lon peut méme décomposer le plan en deux ensembles con-
nexes, dont aucun n'admet de sous ensemble parfait.

Or, les ensembles que l'on obtient en décomposant le plan en
deux ensembles punctiformes sont — selon le théoréme XLII —
connexes tous les deux. D’autre part, il ressort immédiatement des
théoremes XLIV—XLVI qu'aucun d'eux w'est ni irréductible entre
deuzx points, ni biconnexe, ni dépourvu de sous-ensembles connexes bornés,

Vu les recherches faites par MM. Mazurkiewicz et Sier
pinski les trois théorémes suivants ne seront peut &tre pas prives
d'intérét.

Théoreme -XLVIL. 1l est impossible de décomposer le plan en
deux ensembles conneres irréductibles entre deuz points. |

Démonstration. Supposons, au contraire, le plan décomposé en
deux ensembles I et I, connexes et irréductibles entre deux points,

D'aprés le théoréme XLIV aucun d'eux n'est punetiforme; soit
C un continu situé dans 7. En vertu du corollaire X X1V co con-
tinu constitue une portion dans l'ensemble ordonné I. En désignant
par p un point de C différent des bornes de cette portion, on doit
admetire conformément au lemme XXII que

(52) .p n'est pas un point limite de 7 — C.
Or, entourons le point p par des cercles concentriques R, de
1
rayon — pour tout #2>1 Le continu C étant un arc simple ex

raison du corollaire XXVIII, on peut trouver dans chaque cercle
B, un point situé dans R, — C. D'autre part, il est impossible que
I, contienne un R, — C, puisque la différence R, — C contient des
continus qui ne sont pas des arcs simples. Il existe done dans tout

:) Contribution & la théorie des ensembles, Bull. Acad, Se. Cracovio 1918,
') Sur la décomposition du plan en deux ensembles punctiformes, ibid,
) Sur un ensemble punctiforme connexe, Fund, Math, I, 1920.
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R,. — C wun point 7, qui n’appartient pas & I;, donc un point de
I — C. Par conséquent la suite {r,} composée de points apparte-

nant uniquement & /— C converge vers le point p, cest & dire, que
(58) : p est un point limite de I— C.

Aingi, en supposant le plan décomposé en deux ensembles con-
nexes irréductibles entre deux points, on parvient & des conclusions
contradictoires: (D2) et (53). Une telle décomposition du plan est
done impossible, ¢. q. f. d.

Théoréme XLVIIL. 1l est impossible de décomposer le plan en
deux ensembles biconnexes.

Ce théordme résulte immédiatement des théorgmes XIV et XLV.

Théoreme XLIX. Il est impossible de décomposer le plan en
deux ensembles dont aucun ne contienne de sous-ensemble connexe borné.

Ce théoréme résulte de (IX") et du théoreme XLVL

§ b.
Exemples.

@) Bxemple d'un ensemble biconnexe.
Désignons par C un ensemble non-dense parfait situé sur le

segment |0,1]| de V'axe X; par P Vensemble de tous les points de C
qui sont des extrémités des segments .contigns® & C, et par Q

I’ensemble C— P.
Joignons ensuite le point a & abscisse et ordunnée égales & /s

par un segment L(c) a tout point ¢ de C (voir fig. 2, p- 254)‘.
S, désignant ensemble de tous les points & ordonnée ration-

nelle situés sur les L(p) pour tout p appartenant a P,_et S, dé-
signant l'ensemble de tous les points & ordonnée irrationnelle

situés sur les L(g) pour tout g appartenant & @, leur somme

8581"“31

est un ensemble bicomnexe.
Nous démontrerons d'abord que S est conn exe.

Soit |
(B4) =4+ B
et I
(66) AXB44XB=0,
le point a appartenant & A. "

Fundamenta Mathemalicae 1.
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Il d'agit de démontrer que B=20.

Pour tout point donné ¢ de C envisageons sur le L(c)' corres-
pondant tous les segments qui contiennent a .Bans.contemr aucun
point de B. Désignons par I(¢) l'extrémité inférieure du plus

.grand de ces segments. D’aprés (55) un tel point I(c) existe tou-

jours. Il n'appartient pas & S, & moins qu’il ne soit situé sur l'axe
X, c'est & dire, & moins que I(c) =c.

D’ailleurs, comme, par définition, aucun ¢ de ¢ n’appartient
& 8§ — puisque son ordonnée est nulle, done rationnelle — nous
pouvons affirmer que toujours /(g)==g, done qu'aucun /(g) n’appar-
tient & S. |

Puisqu'en méme temps I(q) est situé sur L(y), Vordonnde de
tout I(g) est rationnelle. En désignant par E l'ensemble de tous
les I(g), on peut poser:

E=E+E +..-E ..

de sorte que pour tout » > 1 lensemble X, soit situé¢ sur une
droite horizontale & distance rationnelle de Yaxe X et que A, soit
situd sur cet axe.

On a done

(66) | E CQ
et, comme tout point des autres E, est un point limite des ensem-
bles 4 et B, on peut éerire:
. ECdx5
d’olt .
En C A >< B‘
En multipliant cette inclusion par I'identité (b4) membre 4 mem-
bre, on en déduit en vertu de (55) que

(57) E, X S=0

pour tout » > 1.

Il en résulte quaucun point de I n'est situd sur un seg-
ment L(p). En effet, tous les points de E, sont situés sur une
droite horizontale & distance ratiomnelle de I'axe X, donc leur
ordonnée est rationnelle; or, si un deux appartenait & L(p), il

serait par définition un point de S — contrairement A (B7). 1l est
done établi que
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(68) E, X L(p)=0

pour tout n>>1 et pour tout point p de P.

Désignons maintenant par ¢, l'ensemble de tous les points ¢
de C qui remplissent la condition:

E, X L{e) & 0.
Pour tout n>>1 on a en raison de (58)
(69) 9. C @
D’autre part, o
(60) 0 CE+3 0.,

nw=]
puisque pour tout point g de ¢ il existe par définition un ensem-
ble E, (ot »>>0) qui contient un point de L{g), & savoir, le

point (q). |
' T.es formules (56), (59) et (60) donnent la formule

(61) C= P+ E, +ZQ,._

n=1

Or, tout ensemble @, étant une projection (du point a sur laxe X)
de Vensemble fermé et borné E,, il est lni méme fermé. De plus,

comme chaque point de ¢ est par définition un point limite de F,
pon dense dans C_.‘ Par con-

tout ensemble ¢, est, selon '(59),

séquent l’ensembleZQ,, est de premiere catégorie {an sens
‘ nm=l

de Baire) par rapport i C. ‘ .
I’ensemble P étant dénombrable, la somme P—{-Z@. est éga-

nwl
lement de premiére catégorie par rapport & C. Il en résulte en

de (61) que lensemble E, est dense dans C: o
vertghaqug p)oicxllt ¢ de E, étant un l(g) situé sur 1a§e X :ozzﬁi
points de S situés sur les segments L(e) appal'hlengenl?;nlzmble .
tion, & l'ensemble 4. Comme E, est dense dans :hn ts o e
tous les points de S situés sur les L(e) correspond
dans S. Par censéquent, -

AD S
16%
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d’od on déduit en vertu de (DH4) que
A A+ B et que AX B=B;

done, d’aprés (59), B=0, c. q. f d. |

Nous avons ainsi établi que S est un ensemble connexe. Obser-
vons maintenant que tout sous-ensemble connexe de S contient le
point a. Kn effet, il est évident qu'aucun sous-ensemble de S qui
est situé sur un seul segment L(c) ne peut étre connexe; d’autre
part, pour tout couple des points situés sur des segments différents
on peut tracer une droite qui ne rencontre I'ensemble S que dans
le point a et qui déecoupe ainsi le plan entre les deux points de
ce couple. |

Ainsi I'ensemble S—(a) ne contient aucun sous-ensemble con-
nexe. Il est donc dispersé, ce qui suffit pour en déduire que
U'ensemble S est biconnere. Selon les théorémes XIV et XXIX
U'ensemble S est punctiforme et me contient aucun sous-ensemble con-
nexe irréductible entre deur points.

Nous signalons deux applications de cet exemple:

@,) Soit 7' un ensemble symétrique & S par rapport & l'axe X.
L’ensemble S-}- 7' est un exemple bien simple d'un e¢nsemble puncti-
Jorme qui coupe le plan. Il importe de remarquer que l'ensemble
S -+ T n'est pas biconnexe; toutefois il ne contient aucun sous-
ensemble connexe irréductible entre deux points.

@) On peut modifier Tensemble § de fagcon & en obtenir un
ensemble biconnexe qui ne conlient aucun sous-ensemble connexe borné.

Plagons & ce but l'ensemble non-dense et parfait C sur le seg-
ment {(1,0), (1,1)}; pour tout point de C désignons par ¢ son
ordonnée et par L(c) I'ensemble de tous les points (r, y) qui satisfont
4 V'équation:

1 . =«
Y == ¢ 4 —8in —
r o x

pour 0 <2z 1 (voir fig. 3, p. 254) 1.

Soit, comme auparavant, S, l'ensemble des points & ordonnée
rationuelle situés sur des courbes L(p) pour tout point p de ¢ qui
sert d'extrémité & un segment ,contigu“ & C, Soit S, I'ensemble de
tous les points & ordonnée irrationnelle situds sur toutes les autres

') Pour des raisons typographiques ensemble (! y est placé sur lo segment

(@, 0), (4, 3).
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courbes satisfaisant A susdite équation. Désignons enfin par a un
point arbitrairement choisi sur 'axe Y. L'ensemble somme

S=(0)+ 8+ 5

est biconnexe et n'admet aucun sous-ensemble connexe borné.
La démonstration de ces propriétés est tout a fait analogue
4 celle des propriétés de Vexemple (a).

B) Exemple d'un ensemble punctiforme, conneze et irréductible
entre deur points.

Désignons par C le carré, dont le coté inférieur est le segment
[0,1] de axe X. Décomposons ce segment en ¢ ensembles denses
dans lui et n’ayant deux & deux aucun point commun (¢ étant la
puissance du continu)!). Soit E la classe de ces ensembles. Eta-
blissons ensuite une correspondance biunivoque entre les éléments
de cette classe et les nombres réels 0<CI<1 eb désignons par E,
I'ensemble-élément de E qui correspond au unombre réel t. Sur
toute droite verticale & distance 0<{d<{1 de l'axe Y désignons
par ¥, le segment situé entre les deux cotés horizontaux du
carré C.

Envisageons la classe K de tous les continus situés dans C qui
ont des points communs avec les deux cotés latéranx de ce carré.
La classe JK 6tant de la puissance ¢. désignons par K, le continu-
élément de K qui vient correspondre d’une fagon biunivoque au
pombre réel f.

Comme un K, donné contient par définition des points situés
sur les cotés latéraux de C, on trouve sur chaque ¥, au moins
un point appartenant & K,; convenons d’en choisir pour tout d de
E, le point & ordonnée minimum de chaque produit ¥,X K, et
désignons par P, l'ensemble ainsi obtenu. '

L'ensemble somme P de tous les P, pour ISEK est puncti-
forme, connexe et irréductible entre deux points. |

Nous démontrerons d’abord quil est pun ctiforme.

Par définition de lensemble P le produit PX TV, se compose
d’un seul point pour tout 0<<{d<Cl. Par suite, il ‘n’exmte aucun
sous-continu de P qui soit situé sur une droite Ye‘rtlcale. .

Supposons maintenant que ( est un sous-continu de P. Il existe

1) Voir p. 262, 1°
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donc deux segments verticaux ¥V, et ¥V, (soit d < ¢) qui rencontrent
@ sur leur passage. D'autre part. en vertu de (IX'), le continu ¢
peut étre supposé de diameétre assez petit pour qu'il ne contienne
aueun point d'un au moins des cotés horizontaux de C; soit H ce coté.

H est, par définition, un continu de la classe K; il est done
un K. Or, l'ensemble E, étant dense dans le segment [0,1], on
trouvera un tel / de E, que

d<f<e

Le segment V; contient donc un point de K,, par conséquent, il
ne peut contenir aucun point de Q. Ainsi la droite 2= coupe
le continu ¢ entre le point d’abscisse d et celui d’abscisse e, ce
qui est absurde. La supposition que P n'est pas punctiforme im-
plique donc une contradiction,
Ceci établi, nous allons démontrer que P est connexe.
Supposons qu'il n'en est pas ainsi. Suivant le théoréme XXXVII

il existerait done un continu L qui coupe le plan entre deux points
de P et satisfait & l'égalité

(62) LX P=0,

le produit L X C n'étant pas vide. Envisageons de plus prés ce
produit. , ‘

Comme tout V, renferme un point de P, Tensemble L X C ne
contient aucun ¥, tout entier. D'autre part, sl ne contenait que
des continus situés sur des verticales, on pourrait montrer aisément
que tous deux points de C— L peuvent y étre joints par un con-
tinu situé entitrement dans C— L, ce qui est impossible, puisque L
coupe le plan entre deux points de P. Le produit L X C' contient
donc un continu M qui admet comme éléments des points & ab-
scisses différentes.

Soient m, et m, deux points de M & abscisse minimum et ma-

- ximum respectivement et soient d et e ces abscisses. M, désignant

le segment qui va de m, & (0,0) et M, désignant celui qui va
de m, & (1,1), le continu

N=M, +M—+—M2

est évidemment un K,. Soit J un élément -de K, qui satisfait
a linégalité

dlf<e.
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Un point p de I'ensemble N X ¥V, appartient par définition & P.
Le segment M, étant situé i gauche de V, et le segment M,
4 droite de V,, le point p appartient & M. Done

MX P0

et, comme M est un sous-ensemble de L,
LX P40

contrairement z‘lA(62). Il est done prouvé que P est un ensemble
connexe,

Il nous reste & démontrer qu'il est connexe irréductible entre
deux points. Il l'est en effet entre son point & abscisse 0 et celui
b abscisse 1, puisque, si I'on supprime & P un point quelconque
(o, yo) distinct de ces extrémités, la droite x=ux, en décompose
le reste en deux ensembles séparés.

Ainsi toutes les propriétés proposées de I'ensemble p sont établies.

On remarquera encore que P est dense dans le carré C.
En effet, si on entoure un point intérieur queleconque de C d’un
cercle R situé & l'intérieur de ce carré et sil'on procéde par rapport
& B comme nous venons de le faire par rapport au continu MM,
on prouve que R contient des points de P

Nous signalons l'application suivante de cct. exemple:

B.) On voit aisément qu'en définissant ensemble P on a pu
admettre qu'il ne contienne aucun point du coté inférieur du carré C.
Il suffirait pour cela de supposer tous les continus K, situés au-
dessus de l'axe X,

Supposons qu'on ait défini Tensemble P préecisément de cette

. 1
fagon et remplagons l'ordonnée y de tous ses points par f?;; P se

transformeé ainsi en un ensemble homéomorphe P,. Or, P étant
punctiforme, connexe et irréductible entre deux points, il en est
de méme de P,, puisque ces ploprmtés sont des invariants de 'Ana-
lyms Situs.

En outre I°, ne contient aucun sous-enspmble qui soit connere et
borné & la fois.

En effet, il n'admet sur aucune droite verticale plus dun élé-
ment, et P étant dense dans le carré C, on trouve entre tfoutes
deux verticales qui le rencontrent un point de P, & ordonnée aussi
grande que l'on veut. |
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y) Démonstration de l'cxistence d'un ensemble connexe wrréductible
entre deur points qui n'admet aucun sous-ensemble parfait.

Envisageons la classe de tous les ensembles parfaits situés
a l'intérieur dun cercle R de centre p. La puissance de cette
classe est ¢. En appliquant le théoréme de M. Zermelo, soit

P, P,,.... Py,... (@ <)

la suite transfinie de tous ces ensembles parfaits (2. désignant le
plus petit nombre ordinal de puissance ¢).

Envisageons ensuite la classe de tous les continus qui coupent
le cercle B tout en étant situés i I'intérieur de lui. Cette classe est
aussi de puissance c; on peut donc ranger ses éléments en wune
suite transfinie |

KKy Kuyooo (@< Q).

Envisageons enfin deux suites transfinies de points

ot S1y Sp90ey Seye-- (@< Q)
By tayerny Byyent
définies de la fagon suivante:
- Soient 5, un point quelconque de K, et , un point de P,
distinet de s,. Désignons par C, la circonférence de centre p qui
traverse s;. .

Si s, appartient & K,, posons s, =3,.
- Sl n’en est pas ainsi, on constate tout de suite que K, n'est
pas entierement situé sur la circonférence C,. En effet, ancun vrai
sous-continu d'une circonférence ne coupe le plan, tandis que K,
le coupe par définition et, si K, était identique & C,, le point s,
appartiendrait & K,. w

Par conséquent, I'ensemble K, — C, n’est pas vide. On démontre
sans peine qu'il est de puissance ¢. Convenons done, qu'en cas
oll s, n'appartient pas & K,, s, désigne un point quelconque de
K;— C, distinet de #,. Quant & ty, Dous désignerons ainsi un point

arbitraire de P, différect & la fois de s; et de s,
Les suites

et Sl’s:,-.a, 35’.-.
tl, tg,-- LY tg’nb-

étant définies pour tout £ inférieur & un g < &, on pose

8o =8,
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8'il existe un s, & u<a, qui soit situé sur K,. Dans le cas con-
traire s, est un point de Pensemble

Ki— ¥

différent de tout point ¢ & £<a.

Un tel point s, existe toujours, car d’une part @ est un nom-
bre ordinal de puissance inférieure & celle du continu et d’autre
part K, est ou bien une circonférence de centre p différente de
toutes les C:, ou bien il contient des points de deux circonférences
différentes; dans ce cas ¢ circonférences de centre p situées entre
elles ont des points communs avec K,.

On désignera par ¢, un point quelconque de Pa, pourvu qu’il
soit différent de tout s; pour <.

Ceci posé, soit  un point arbitraire situé sur la circonférence
du cercle R. L'ensemble S composé de tous les s, (pour << Qc), du
point p et du point r est connexe irréductible entre p et r et ne con-
tient aucun sous-ensemble parfail.

En effet, S ne eontient aucun sous-ensemble parfait, puisque de
chaque ensemble parfait P, il lui manque le point ¢, (pour a<C Q).
Pour nous convaincre que & est connexe, envisageons l'ensemble
S—(r) et supposons que

§—(r)= 4+ B,
AX B4+ A XB=0,
A==0 et B0.

Soit 4 la sommande de S —(r) & laquelle appartient le point p

et soit s, un point quelconque de B. Par définition, s, est I'unique

pomt de S X C,. Désignons par M lensemble des points de A4
qui sont situés & l'intérieur de C,, et posons

N=(4— M) + B.

Or, M est séparé de l'ensemble A—M par C,. D’autre part,
les ensembles A et B supposés séparés, M est séparé de B & plus
forte raison. Il en résulte que les ensembles M et N sont séparés et

S—(r)= M-+ N, |
MX F+ﬁx M =0,
M0, N3=0.
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Cependant, comme l'intérieur du cercle B est homéomorphe du
plan, nous pouvons y appliquer le théoréme XXXVII en considé-
rant lintérieur de ce cercle comme un ,espace 4 deux dimensions®.
Ainsi M étant ,borné“ par rapport & l'espace ainsi congu, il existe
un continu K, qui coupe cet espace sans contenir aucun point de
S—(r). Ceci est en contradiction avec la définition de §— (r),
puisque cet ensemble contient le point s, du continu K,. S—(r)
est done connexe. Comme il est dense dans R, I'ensemble S est
également connexe.

D’autre part, en y supprimant un point quelconque sz, la cir-
conférence C; coupe le plan entre p et . L'ensemble S est done
connexe irréductible entre p et .

0) Démonstration de lexistence d'un ensemble biconnexe qui ne
contient aucun sous-ensemble parfail.

Envisageons l'ensemble parfait non-dense C de l'exemple («)
et sans modifier le sens des symboles qui y entrent en déseription
désignons par L le continu composé de tous les L(c). Nous allois
démontrer & I'aide du théoréme de M. Zermelo qu'il existe sur
L un ensemble biconnexe, dont aucun sous-ensemble n’est parfait.

Remarquons d’abord que K étant un continu quelcongue qui
ne contient pas a et qui coupe le plan entre deux points de L. le
produit K X L est de puissance ¢. Soit, en effet, G le constituant
du complémentaire de K, qui admet le point @ comme élément,
et H le constitnant de ce complémentaire, qui contient un point A
de L, les point a et h étant séparés par K. Il existe donc un
cercle de centre & qui ne contient dans son intérieur que des points
de H. Ce cercle contient évidemment des points de ¢ différents L (c).
Chacun de ces L(c) contient par conséquent un point de la fron-
tire de H, parce qu'il contient & la fois un point de H et le

- point a situé & lextérieur de H. Or, la frontitre de H étant con-

tenu dans K, ¢ points de L appartiennent & K.
Soient maintenant

| _ _ P17P27"--7Pat7°" ((Z<-Qc)
la suite transfinie des ensembles parfaits et
K,K,,..., K,,... (@ << 82¢)

la suite transfinie des continus qui, sans contenir le point a, coupent
le plan entre deux points quelconques du continu L.
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Nous venons de prouver que pour tout a < Q¢ le produit
L X K, ala puissance du continu. Désignons par s, un point arbi-
traire de L )X K, et par f, un point de P, distinct de a ot de s,.
Désignons en général par s, un point de L X K, distinct de tous

les points e pour §<a et par ¢, un point de P, distinct de o
et de tous les s pour £<Ce.

L’ensemble composé du point a et de tous les points 8, pour
e < 8¢ est biconnexe et ne contient aucun sous-ensemble parfait.'

En terminant cette Note il importe de faire observer la différence essentielle
qui surgit entre le probléme de l'exemple (3) d'une part et celui des exemples ()
ot (d) de l'autre.

On_dit que l'existence des objets pourvas d'une propriété donnde est établie
d'une faon efective?), lorsqu'on connait une définition d’un objet individuel
pourva de cette propriété, Par contre, leur existence n’est pas éiablie d'unc fagon
offective, lorsqu'on se borne uniquemenf a démontrer que leur ensemble n'est
pas vide, sans en définir un élément particulier. Il semble bien naturel d'éxi-
ger que toute démonstration de I'existence soit donnée d'une facon effective,
i moins qu'une pareille démonstration soit impossible. Or, la question s8'impose:
peut on démontrer qu'il n'existe aueune solution effective d'un
probléme donné? '

On ne connait jusqu'a présent aucune méthode qui puisse résoudre compléte-
ment la question ainsi posde, Toutefois il existe un proeédé signalé par M. Sier-
pinski. qui permet souvent de sc rendre comple, combien la non-effectivité
d’une solution est essentielle pour un probléine donné, Ce procédé est le suivant,

Il existe plusieurs classes. qui — on le prouve — ne sont pas vides, mais dont
on ne sait définir directement aucun élément a part. et, de plus, il parait in-
vraissemblable d'en powvoir jamais définir un, Telle est, par exemple, la classe
des fonctions non-mesurabl s au sens de Lebesgune. Or, si I'on démontre que
la solution effective d’un probléme donné impliqne la solution effective de celui
d'existence d'une fonction non-mesurable L, on doit 4 plus forte raison considérer
la premiére comme invraissemblable, Nous pouvons I'exprimer en disant que la
solution d'an tel probléme cst essenticllement non-effective, tout an
moins dans le sens relatif de ces mots .

Cette assertion est dgalement justifiée, lorsqu'on remplace dans le raisonne-
ment qui précéde, la classe des fonctions non-mesurables L par une classe quel
conque qui se comporte i cet égard d'une fagon analogue, par exemple, par celle
des ensembles non-dénombrables n’admettunt ancan sous-ensemble parfait. Les en-

1) Les considérations sur l'effectivité qui sont exposées ici viennment se lier
intimement aux recherches de M, Sierpiviski publides dans ses articles: L'axiome
de M. Zermelo et son rdle dans la Théorie des Ensembles et I'Analyse (Bull.
Acad. Sc. Cracovie 1918) et Les eremples effectifs et l'ariome du choiz {Fund.
Math.. ce volume).
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sembles () et (§) étant de lenr mombre, il parait donc peu probable que nos
démonstrations non-effectives de leur existence puissent &tre jamais remplacées
par les effectives. .

Le cas est tout & fait difiérent si l'on passe & l'exemple (8). On peut en effet
compléter la solution du probléme (8) de fagon & la rendre effective, Il suffit
pour cela de spécifier:

10 1a définition d'une décomposition du segment [0, 1] en ¢ ensembles denses
dans Iui et n'ayant deux 4 deux aucun point commnn,

20 1a correspondance biunivoque entre ces ensembles et tous les nombres
réels d’intervalle 0,1,

30 Ja correspondance biunivoque entre tous les nombres réels d’intervalle 0,1
et les continus situés dans le carré C qui ont des points communs avec les cotds
latéraux de ce curré.

Ad 19 et 29, Désignons par E I'ensemble de tous les nombres réels  de l'inter-
valle 0,1 et par f(z) la fonction de x définie de la fucon suivante:

Lorsque z==0 ou admet dans le systdéme ternaire un développement qui con-
tient le chitfre 2 une infinité de fois, posons f(x) = 0.

Lorsque # n'admet pas un pareil développement ternaire et

x=(0,a, a as...)s,

posons dans le systéme binaire:

S(@) = (0, 0, Gty tuga--)s

» désignant le plus petit nombre naturel tel que I'on ait pour tout i> n
a = 0 oua bien a;= 1.

Envisageons pour tout 0 < #<1 Tl'ensemble E, do tous les & qui satisfont
a 'équation:

f@)=t

Or, tous deux E, différents n'ont par définition aucun élément commun et pour
chaque ¢ l'ensemble E; est dense dans le segment [0, 1]. Nous avons ainsi donné
une définition de la décomposition ') du segment en € ensembles satisfaisant aux

1) Cette décomposition nous a ¢été suggérée par M, Sierpiniski qui a bien
voulu nous faire quelques remarques & ce sujet.

Le probléme de la décomposition de l'intervalle 0, ! en une infinité d'ensemn-
bles denses dans lui et n'ayant deux a deux aucun point commun a été traité
dans la littérature & plusieurs reprises. Telle est par exemple la décomposition
bien connue ol les éléments d'un méme ensemble différent entre cux d'un nombre
rationnel. Or, la correspondance biunivoque entre les ensembles qui entrent dans
cette décomposition et les nombres réels est essentiellement non-effective,
puisque si l'on savait ]a définir, on pourrait en déduire d'une fagon effective ~
comme I'a démontré M. Sierpiniski (C. R. Acad. Sc. Paris, t. 164, p. 882) —
une définition d'une fonction non-mesurable L. Il en est de méme de la décom-
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«conditions du probléme et, en mame temps, nous avons fait correspondre i cha-

cun d’eux un nombre ¢ d'une fagon biunivoque.

Ad 3o, Soit F la classe de tous les ensembles plans fermés. On connait une
régle (9) qui permet d'¢tablir d'une facon effective la correspondance biunivoque
entre les ¢léments de F' et ceux de E. K étant la classe de tous les continas
gitnés dans le carré C et ayant des points communs avee les cotds verticanx de
ce carré, ddsignons par 7 l'ensemble des éléments de E «qui viennent corrcspondre
suivant la régle ¢, & ceux de lu classe K.

Soit muintenant H la sous-classe de K composéc uniquement des segments
horizontaux tendus entre les cotés verticaux du carré C et faisons correspondre

‘& chacun de ces segments son ordonnée (régle o). Nous somines ainsi en pré-

senice de deux reégles o, ot g, qui Ctablissent les équivalences:

U~ K e H~FE

UCE o HCK.

Or, comme !'avaient signalés MM. F. Bernstein!) et Sierpinski?), deux
régles pareilles permettent toujours d'en déduire d'une fagon effective la troisiéme
qui établit une correspondance biunivoyque entre JS et E.

position dfie & M. Mahlo et publiée par M. Schoenflies duns son livre Ent.
wickelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen I (p. 343, Leipzig 1913).

1l importe de remarquer gue dans l'exemple de M. Mahlo il s'agissait de
décomposer le segment en € ensembles dont chacun ait la puissance ¢ dans tont
intervalle (contenu duns ce segment). Or, une telle décomposition peut &tre éga-
Jement réalisée Q'une fagon effective en modifiant légérement la définition de
la notre. 1l y suffit en effet de remplacer la formule du texte qui sert a définir

F(@) par la suivante:

-f'(‘r) = (0: a, aﬂ+2 an+4 au-}-‘ .. -)2-

1) Untersuchungen aug der Mengenlehre, Math, Ann. t. 61, 1905, p. 121
1) Les eremples effectifs etc, ce volume, P. 113,
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