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(u5) Supposons déterminé B(ay,as, ... %) de maniére que:
B(ay, s, .., as) € W(R, 6,) alors B(ay,...,a,0) et B(ay, ..., 0 1)
satisfont aux conditions: B(ay, . ,as 0) =4 B(ayy ... a5 1)C B(ay, a5,y &);
B(ay, a4, ..., 0:,0) e W(R,0);  B(ay, ay,.-., s 1) e W(R, 6) enfin:
dim B(a,,. ., . 0) X Blay,...,4,1) =0 — 2. D’aprés (V) un tel
couple d’ensembles existe. ,

Soit maintenant s == (a,a, ...) une suite dyadique infinie. Posons:

4) H(s) = IIB(ala, ).

D'aprés (u;), (u,), (II) on aura H(s)e B(R); d’autre part, on &
pour tout k naturel B(a,a, ...a) ¢ (R, 0), par conséquent B(a,a,...ay)
posséde un composant dimensionnel @ tel que d,(Q)=o, done
a fortiori d,(B(aya;,.. a)) =0 et il vient, d'aprés un théoréme de
Urysohn?): dim H(s)=n; done H(s) contient un composant di-
mensionnel P(s)8). D'aprés H(s) e B(R), dim H(s)=n et (I) on
aura P(s) e A(R), Soient maintenant: s = (a{’,af...) et s =
= (of?, af?...) deux suites dyadiques différentes; soit j le premier
entier tel que af? &= af®. On aura d'aprés (u;), (up):

5 P(s,) X P(s) C B(af .. of) X B(af?...qf") =
(5) — B(a® ... o, a®) X B(a ... afd, o)

(6) dim P(s,) X P(s;) < dim B(a{®... af%, 0) X B(af’..af, ) =n—2.

Done P(s;) == P(s,). A toute suite dyadique correspond ainsi un
élément de Y(R) et & deux suites différentes correspondent deux
¢léments différents. Donc la puissance de U (R) est celle du continu
e q. f d. :

Remarquons que l'extension de notre théoréme au cas de la di-
mension mod m serait immédiate, si l'on savait définir pour la di-
mension mod m des constantes analogues aux constantes dUrysohn.

%) Urysohn. Fund, Math, VIII p. 354 ~355. .
#) Tumarkin, 1, e,
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Quelques propriétés topologiques du produit
combinatoire.
Par
C. Kuratowski et St. Ulam (Lwoéw).

1: GC et  étant deux espaces métriques, on appelle produit
combinatoire 68X 9 de & et & Vensemble des paires (z, y) ot
zedC et ye et ol la distance de deux points g == (1, %) et
2, = (2,, yy) est définie par la formule

|2y — 2 | = W“’x—lﬂg + [y —wal%,

|#, — 2| et |y, — y;| désignant la distance dans les espaces 3 et
9/ resp. o

En vertu de cette définition 'espace &= &8 X Y/ est métrique;
de plus, la condition 2z =limz, veut dire que z=1limz, ot y =
==limy,. Par analogie & la géométrie analytique nous appellerons
& et 2 les ,axes“ de l'espace 40X 9, x et y les coordonnées
('abscisse et l'ordonnée) du point (z, y).

La notion de projection d’un ensemble situé dans &€ X % #in-
troduit alors d’elle méme,

2. Dans beancoup de cas, les propriétés topologiques du pro-
duit A X B se laissent déterminer par celles des facteurs A et B.
Ainsi, par exemple, on prouve sans aucune difficulté, que pour que
A"X B soit respectivement: fermé, ouvert (en général de classe bo-
relienne &), dense, compact, complet, séparable, conneze '), localement
connexe, il taut et il suffit que A et B le soient également. Pour
que A X B soit respectivement un ensemble frontiére, non-dense,

‘dense-en-soi, il faut et il suffit que A ou B le soit.

1) Voir, par ex, v. Dantzig, Fund, Math, XV (§ 5).
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Complétons d’abord cette liste par D'énoncé.suivant: pour que
A X B soit clairsemé (c.-d-d. me contienne aueun ensemble dense-
en-goi), il faut et il suffit que A et B le soient *).

" Pour démontrer cet énoncé, il suffit évidemment de prouver que,
7 dtant un ensemble dense-en-30i (non-vide) situé dans Uespace 88X ¥,
une de ses projections, soit sur Paze 8C, soit sur Uaxe %, contient un
sous-ensemble dense-en-soi (non-vide).

Or, désignons ces deux projections par A* et B* resp. Tout se
réduit & démontrer que, a, étant un point isolé de A*, I'ensemble Z¢,
composé des points de Z A abscisse a, est dense-en-goi.

Soit (a, b) e Z% L’ensemble Z étant dense-en-soi, on a (g, b) =
==lim (a,, b,), ol (@, b,) est une suité de points extraits de Z et
distinets de (a, b). Il vient ¢ =1lim a, et, a étant un point isolé de 4,
on a, pour # suffisamment grand, a,=a, donc (a,, b,) ¢ Z% ce qui
prouve que (g, b) est un point d’accumulation de 2% e. q. f. d.

Dans la suite nous allons étudier, du point de vue du produit

combinatoire, les notions d'ensemble de premiére catégorie (= somme
d’'une suite d’ensembles non-denses) et de la propriété de Baire
(= somme d'un ensemble de I-re catégorie et d’'un ensemble G,).

3. Nous allons supposer dorénavant que &2 et &/ sont deux
espaces métriques, dont le deuxiéme est séparable.

Théoréme 1, C élant un sous-ensemble non-dense du produit
X 9, ensemble C-(z X ¥) est non-dense relativement & (x X %),
abstraction faite d'un ensemble des x de premidre catégorie®) (d'une
fagon moins précise, mais plus intuitive: un ensemble qui est super-
 ficiellement non-dense est linéairement mon-dense sur , presque toute"
droite paralléle & laze %f).

" Démonstration. L'espace 9 étant séparable, il existe une
suite d'ensembles ouverts R,,..., R,,..., (non-vides), tels que tout
sous-ensemble ouvert de 9 s'obtient par la réunion de certains de

1) En cas de produit dénombrable (pour la définition, v. p. ex, Fund, Math.
XVII, p. 266) cet énoncé est en défant: le produit dénombrable des espaces tous
identiques A la suite (0, 1/2,..., 1/n,...) est dense-en-soi.

%) L'hypothése que gest séparable est essentielle, Supposons, en effet, que 3Q
déeigne l'intervalle (0, 1), y soit un espace isolé de la puissance du continu, et
que la fonetion y == f(a:) établisse une correspondance biunivoque entre S0 et
L'image de cette fonction est, pour tout a, linéairement ouverte et superficielle-
ment non-dense,
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ter_r{lfi_de cette suite. Soit Z, I'ensemble des z tels que (z X B,)C
C _(:".mlf”, Y* désignant l'ensemble (z X ). Il vient E, X B, C
cce.x~

L'ensemble Z, est non-dense. Supposons, en effet, que 'ensemble
ouvert G' soit contenu dans E,. On aurait alors

GX-RuCEa XRnCEannCO' Y"C_C—

Ainsi 'ensemble C, comme dense dans l'ensemble ouvert G X R,,
ne serait pas un ensemble- non-dense, contrairement & I'hypothése.

Oeci 4tabli, 'ensemble P =3 E, est de premidre catégorie,
el

Reste & prouver que si » n’appartient pas & P l'ensemble
C-Y* est non-dense relativement & ¥* Or, &'il n'en était pas
ainsi, il existerait un ensemble R, tel que z X B, C- Y*; mais
alors a appartiendrait & £, done & P.

Corollaive 1. C édtant un ensemble de premidre catégorie situé
dans 88 X ¥ Vensemble C-Y* est de premidre catégorie relativement
a Y*, abstraction faite d'un ensemble des = de premiére catégorie.

Soit, en effef, ¢ = 3 C,, C, non-dense. Soit (en vertu du théo-
réme précédent) P, un ensemble de premidre catégorie tel que
pour # wappartenant pas & P, lensemble C,« Y* est non-dense
dans Y* Or, si # n’appartient & aucun des P, (dont la somme est
évidemment de premidre catégorie), chacun des ensembles C,. Y*
est non-dense dans Y*; donc C. Y% étant leur somme, est de pre-
midre catégorie dans Y.

Corollaire 2. Pour que le produit C=A X B soit de premiére
catégorie, il faut et il suffit quun des ensembles A o B le soit.

En effet, si A n’est pas de premiére catégorie, 4 contient un
(en vertu du corcllaire précédent) tel que C.Y* est un ensemble
de premidre catégorie relat’s Y= Or C.Y* étant isométrique & B

et Y* & 9 il densuit que B est de premidre catégorie (relativement

4 ). Ainsi la condition est nécessaire. La suffisance résulte du
fait, que le produit d’un ensemble non-demse par un ensemble arbi-
traire est non-dense,
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Corollaire 8 1), Soient 80 et Y deur espaces complets et soit
y = f(z) une fonction arbitraire transformant Uespace &€ en un sous-
ensemble de Vespace 9. C désignant Uensemble des points (z,y) du
produit 88X Y qui wappartiennent pas & limage de cetle fonction
(c. & d. qui satisfont & Vinégalité y = f(x)), C n'est en aucun de ses
points de premiére catégorie?).

En effet, dans le cas contraire il existeraient deux ensembles'G
et H ouverts dans 0 et 9 resp. tels que C-(G X H) ‘soit de pre-
miére catégorie. En remplagant dans le corollaire 1: &2 par @
et 9 par H, on en conclut I'existence d’'un point z e G tel que l'en-
semble C. Y*.(G X H) est-de premibre catégorie dans ¥Y*.(G X H).

Comme Y*.(G X H)==xX H, il en résulte que l'ensemble
C-(x X H) est de premiére catégorie dans (x X H). Or, ensemble
C-(x X H) est ouvert dans (z )X H) puisqu’il ne différe de celui-ci
que par un seul point au plus (notamment par le point (z, f(x)).
Nous arrivons ainsi & la conclusion qu'un ensemble ouvert dans
(x X H), done dans Y* y est de premiére catégorie. Or ¥* étant iso-
métrique & 9 et @, comme -espace complet, n’étant en aucun de
ses points de premiére catégorie, cela présente une contradiction.

Corollaire 4. Dans les mémes hypothéses sur GC.et %, si Vimage
d'une fonction jouit de la propriété de Baire (si par exemple la fonc-

tion gouit elle-méme de la propridté de Baire %)), celte image est de
premiére catégorie. k

Cela résulte du corollaire précédent en vertu du fait que, si le
complémentaire d’un ensemble 4 propriété de Baire n'est en aucun

point de premiére catégorie, Pensemble méme est nécessairement
de premidre catégorie 4).

4. Théoréme 2. C étant un sous-ensemble de 82X 9f jouissant
de lo propriété de Buire, lensemble C.Y* jouit de la propriété de
Baire relativement & Y*, abstraction faite d'um ensemble des x de
premidre catégorie (Y* désigne Uensemble 2 X ).

1) Cf. C. Kuratowaki, Fund. Math. V, p. 84 (théor, Vi),
*) Un ensemble A est dit de premiére catégorie au point @, s'il existe un
entourage .E de x tel que E* 4 soit de premiére catégorie,

1) L'image d'une fonction ‘jouissant de la propriété de Baire en jouit égale-
ment; v. Fund. Math, XVII, p. 282,

4) Voir par ex. Fund, Math, XVI, p. 390.
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En effet ¢, comme ensemble & propriété de Baire, est de la
forme C==M - N ou M est de premiére catégorie et N est un G,
En vertu du Corollaire 1, il existe un ensemble P de premitre
catégorie tel que pour # n'appartenant pas & P T'ensemble M. Y*
est de premidre catégorie dans Y*. Or C.Y*=M.Y*4 N.Y*
et N.Y* étant un G, dans Y* il en résulte que C-Y* jouit de la
propriété de Baire relativement & ™

Corollaire 1. Si A X B jouit de la propriété de Baire, un des
ensembles A ou B en jouit également ).

Corollaire 2, Si 8° est un espace complet et 88 X B jouit de la
propriété de Baire, B en jouit également?).

Cuar 4C n’étant pas de L-re catégorie, il existe un ¢ & tel que
(x X B) est b propriété de Baire rel. & ¥* Comme I'ensemble
(@ X B) est isométrique avec B et Y* est isométrique avec %,
notre corollaire en résulte.

1) En cas de produit dénombrable ce corollaire (ainsi que le cor. 2 du th. 1)
ott en défaut: soit, dans intervalle (0, 1/2), 4 un ensemble qui ne jouit pas de
la propriété de Baire; dans la #»N,-potence* de lintervalle 01 la Ny-potence de 4
est non-dense,

1) Pour une application de ce corollaire, v. 1a note suivante de M. Kuratow ski.
11 est & remarquer que la plupart des énoncés de la note présente est applicable & la
théorie de la mesure, lorsqu'on remplace la notion d’ensemble de I-re cat. par
celle d'engemble de mesure nulle, ainsi que la propriété de Baire par la mesura-
bilité, C'est un fait encore qui fait ressortir l'analogie entre les ensembles mesu-
rables et ensemblos h propriésé de Baire, analogie & laquelle M. Szpilrajn a attiré
Pattention (v. C, R. du Congr. math. pays Slaves, Varsovie 1929), Comme M.S8zpil-
rajn nous a communiqué, quelques-uns parmi les énoneés de cette note lui ont
été counus (mais non-publiés).
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