98 . 8. Mazurkiewicz:

D'aprés (43) D, est une peigne ayant B, comme ensemble de points
de ramification, done M(R,)=0. D'aprés 12 D, posséde la pro-
priété P, done d'aprés 9 il en est de méme pour D ¢ gq. f d.

IV. BRésumé.

Les résultats de II et III nous permettent d’énoncer le théoréme
suivant:

Théordme. Soit D une dendrite. Pour qu'il ewiste une fonction
continue & tranches finies transformant D en un arc simple il faut
et il suffit: a) que Uensemble des extrémités de D soit dénombrable,
b) que U'ensemble de points de ramification de D soit réductible par
Vopération @ de cohérence bilatérale, définie duns 3.

=
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Sur la représentation des fonctions aux points
de continuité approximative par des intégrales
singuliéres.

Par
Isidore Natanson (Leningrad, U. R. 8. 8)).

Dans cette Note je vais examiner quelques questions, relatives
4 la représentation des fonctions aux points de continunité approxi-
mative par des intégrales singulidres.

M. H. Lebesgue, dans son important Mémoire ,Sur les inté-
grales singuliéres® (Annales des Toulouse, série ILI, tome I, 1909),
avait établi la condition nécessaire et siffisante pour que I'on ait la
relation

lim [ 70 9.t 9) &t = £(0)

quelle que goit la fonetion f{#) bornée et approximativement continue
dans le point =

(11 est vrai que M. Lebesgue avait étudié les points, dans -
lesquels a lieu la relation

lim 7 f |+ 2)—f@)] de =0;

or, pour les fonctions bornées, la classe de ces points-ci coincide
avec la classe de points de continuité approximative).

Autant,’ cependant, la démonstration du théoréme, concernant ce
sujet, a été simplement indiqué par M. L ebes g ue, nous nous permet-
tons de donner dans tous les détails la preave de cette proposition de
Péminent auteur. A ecette question est consacré § 2 de la Note
présente. ‘
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100 1. Natanson:

La considération de ce probléme conduit naturellement & poser
la question analogue, mais concernant les fonctions non-borndes.
Or, ce probléme se résout par négatif, comme nous le prouvons
dans le § 3.

Dauns le § 1 vous donnons quelques lemmes de caractére général,
sur lesquels seront fondés les raisonnements ultérieurs.

§ 1.

Lemme 1. Soit f{¢) une fonction non négative, définie dans Iin-
tetvalle (a, b). Supposons que cette fonction-ci n'est pas sommable

dans Dintervalle tout entier, or, qu’elle est sommable dans chaque
3 q que

intervalle partiel fermé, ne contenant pas un point singulier z.
Alors il existe un ensemble 4 de densité 0 au point =, tel que
Pintégrale f J(t)di n’existe pas.

Démon stration. Sans restreindre Ia généralité, nous pouvons
supposer que le point singulier 2 coincide avee l'extrémitd b,

Supposons d'abord, que la structure de la fonetion f(f) est la
suivante:

On a une suite infinie

a==ay <oy <y <..<a,<..<b avee limag,=14
et dans l'intervalle (4, @) la fonction f(f) est constante
JO=42=0

Comme la fonction f(#) est supposée non-sommable, la série

2 A (l11+1 — ai)

fml
est divergente.

Comme on sait, dans ce cas on peut trouver une suite de facteurs
positifs g,, tendant vers zéro en décroissant

a<l; oZey; limg=0
et tels que la série '

2‘ 4 (a,.H—- al) O;

{=1
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soit également divergente. Posons d;= (a,,— a;) ¢, et considérons
T'ensemble de points

A =2‘ (a, a; + d)).

im1

L'intégrale
oo "I+di
jf(t)dt—- =3 f(t)dt~2'2,d,
{=l @y ful

n'est pas finie.
En méme temps la densité de l'ensemble 4 au point & est 0.
En effet, si >0 et o, <<b—h<Lay,, on &
3 a41 b

A=A4+4 4,

b—h b—h appy

8
en désignant généralement par E la partie de 'ensemble E, contenue

dans l'intervalle (e, §).
Or, évidemment,

oo

mA -—Zd ~2'(a,+1—a,)~ep<er D —a)=0lb—a)<oh
p=il p=it1 peitl
en sorte que .
mA
“"%ﬁﬂ < Qi

D’autre part, nous pouvons supposar que b —h <a;-+d, (car

dans le cas contraire on a simplement m A 0); dans cette hypothése,

h>b—a,—d;> a1+1“”az‘—dz=(1 —’Qi)(az+1—ai)

el
KZI
m < d; O
h h 1 — (’l'

En somme, on & toujours I'inégalité

md .
a1 :
k <1’—e;+oi
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et,l tendant vers zéro avec A, il résulte
1

5
mA
Jim =t =0

w0 h e. q f d

Passons maintenant au cas général.
¢, b

S

La fonction f(#) étant sommable dans chaque intervalle (c,, Catr))
on peut construire (comme on sait) dans I'intervalle (a, b) une fone-
tion g(f) de nature étudiée ci-dessus et telle qu'on a

Posons ¢, =a, ¢yy1==

‘ngt
_[V@—ﬂmﬁ<$ n=1,23,..)

‘n

D'aprés ce que était démontré, il existe un ensemble 4 de den-
sité 0 au point b, et sur lequel la fonction g(f) n’est pas sommable.
Il en est de méme de la fonction f(t), car

Jiro—goa<y L=

n=l

e. ¢ f. d,

Lemme II. Soit {1,({)} une suite de fonctions non-négatives,
définies ot sommables dans l'intervalle (a, b); supposons, en outre,

]
que les intégrales fy,(¢) df ne soient pas bornées dans leur ensemble.

Soit # le point quelconque fixe de lintervalle (a, b). Alors il
existe I'ensemble 4 de densité 0 & ce point z, tel que les intégrales
Af ,(f) df ne sont pas bornées également,

Démonstration. Nous pouvons supposer que dans chaque
intervalle fermé (@, §), ne contenant pas le point », les intégrales

' _/F ,(t) dt sont uniformément bornées:

8
f a(t) dt << Mo, B)

car, #'il en était autrement, notre affirmation serait évidente. Soit
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de plus (ce qui ne restreint pas la généralité)

4
[ wyae=n
a
Définissons maintenant la fonction f(¢) de la maniére suivante:

=3 =8,

Comme l'intégrale

[roa =f = [wa= 2: ;

n=1 Rl

n'existe pas, tandis que l'intégrale

8 o . .
[roya=35 [voa<f uap

Re=l

est finie, nous pouvons nous servir du lemme L Par conséquent, il
existe ensemble A de densité 0 ou point z, sur lggquel la fonetion
/() est non-sommable. Alors, il est évident que les intégrales
S ,(t) dt ne peuvent pas étre bornées en leur ensemble.

A

. e. g f. d
Lemme IIL Soit {,(f)} une suite de fonctions non-négatives,

définies et mesurables dans lintervalle (a, ). Supposons que les inté-
grales [ ,(t) d¢ existent et sont bornées
A

/ wa(t) dt < M(4) pour »3>N(4)

quel que soit 'ensemble A de densité 0 au point fixe =.
Alors on peut trouver un nombre fixe 7, tel que toutes les
fonctions ,(f) sont sommables dans l'intervalle (a, b), pour # > 7.
Démonstration. Supposons, par impossible, quil n’y ait pas
un tel nombre n,; pour simplifier, soit

j@ma=+w

pour toutes les valeurs de .
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Alors on peut, évidemment, définir les fonctions 4,(#), jouissant
des propriétés suivantes:

a) 0 7 (t) %(t)-
B) 4,(¢) sont sommables dans (g, b).

y) [ A= n

En vertu du lemme II, il existe un ensemble 4 de densité 0
au point z, tel que les intégrales J 4,({)d ne sont pas bornées dans
A

leur ensemble, ce qui est incompatible avec les hypothéses du lemme
présent. c. q. f d.

§ 2.
En rapprochant quelques résultats, obtenus par M. Lebesgue,

il est aisé de démontrer la proposition suivante:
Si quel que soit Yensemble mesurable E, contenu dans Pinter-

valle (a, ), on a
Nim J Paf)dt=0

L) flg.0| <M pour n>N

on a également

o0,) lim f (8) . (#) dt =0, quelle que soit la fonction bornée £(¢) *).
npRa

Théoréme de M. Lebesgue. Soit @,(¢, #) un noyau, défini dans
le carré (a, b; a,b). Pour que la relation

® i [ £(8) gutt =) &t =f(@)

ait lieu quelle que soit la fonetion f(f) (mesurable et bornée), en
tous les points x ol f(#) est approximativement continue, il faut et
il suffit que le noyau @,(t, x) satisfasse & la condition suivante:

1) Cf, p. ex. la Thése de M. Gr. Fichtenholz: ,Théorie des intdgrales
définies simples dépendantes d'un paramétre* (Leningrad 1918) (en russe) pp. 84,
79 et 149; aussi: Hahn, ,Uber Folgen linearer Operationen, Mh, fur Math,
u, Phys., t, 82 (1922), th. XXIIb.
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lim | @, x)dt=1
(&) { A0 E/

quel que soit l'ensemble E de densite 1 au point = 1).

La condition et nécessaire. Pour $tablir la nécessité de la
condition (a) il suffit de poser dans la relation (1) f(#)=1, lorsque
teE ou t=u=, et f(t)==0 partout ailleurs. Alors V'ézécution de la
condition (a) est évidente.

La condition est suffisante. Supposons que la condition (a)
est remplie. Soit  le point arbitraire de Vintervalle (a, b)), Montrons,
d’abord, que

]
les intégrales f|@,(f, zj|d¢ sont bornées dans leur ensemble

b 4
®) f |@a(t, )] di << M(z) pour 03> N(a).

En effet, si 4 est 'ensemble de densité O au point z, alors

nous avons
lim / @ult, ) di=0,
n—oc

comme il résulte de la condition (s).
Posons
Yult) = @, (t, z) lorsque te A
,(f)=0 partout ailleurs.

Alors, comme chaque partie de l'ensemble A a également la

- densité 0 an point 2, nous avons évidemment

lim Jw,(t)&:O

quel que soit 'ensemble mesurable E, contenn dans Vintervalle (a, ).
Alors, en vertn de [l;) nous aurons J’ |, (f)| dt << M(z, 4), pour
n 2= N(z, A), que P'on peut éerire ainsi

A‘/-[(p,,(t, z)| di <K M(z, 4) pour nZ= Nz, A).

1) Cf, H. Lebesgue, loc, cit, p. 79.


Yakuza


106 I. Natanson:

Or, d'aprés le lemme III du § 1, il existe un nombre 7, (%),
tel que les fonctions @,(#, ) sont sommables pour n>n, (z). En appli-
quant & la suite {@.(f,2)} le lemme II du § 1, nous établissons
que la proposition (b) est remplie. ‘

Soit f(f) une fonction mésurable, bornée et approximativement
continue au point .

Désignons par E l'ensemble (de densité 1 & ce point z) tel que
lim f(f) = f(x), lorsque le point ¢ tend vers le point z, tout en
restant sur E.

Soit &> 0 un nombre positif queleconque.

Prenons 4> 0 assez petit pour que les relations [t— z| <4 et
t ¢ E, entrainent l'inégalité

@ A1) —f@) < 531y

Posons ¢ =,ﬁ; et désignons par A I'ensemble complémentare & ¢.

11 est évident que la densité de T'ensemble 4 au point = est O.
En vertu de la condition (a), nous avons

lim | ¢,(t,2)dt=0

quel que soit ensemble 4, contenu dans A.
Cette propriété, d'aprés la proposition [l,), implique la relation

®) lim. ‘f 1) galt, 3)dt =0,

En outre, en vertu de la condition (a), nous avons
(4) ' im | ¢,(¢ z)di=1.

On a

®) \f}(t) g 2)t—f || [0 9.lbmdt—fa) [ o621+

+Lff<f> oalt, 2) & +-17@) | [ult 7 dt — 1.
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Or, par la définition méme de l'ensemble ¢ (voir (2))

‘ f £(8) @alt, 7) di — f() f oulty @) dt] < f LA — (@) - Loty 2] dE <

€
< SH)’ M(z)=% pour 5 == N(x).

D’autre part, en vertu de (3‘) ot (4)

[rontai<g o 1@l fo6ae—1]<3
A 3 !
dés que n est suffisamment grand.

Alors, vu (), on a égalément

| [FOpt0)d— )| <e
) ’ e.q £ d
§ 3.

Nous aurons besoin d’un résultat (dd a M. Lebesgue?), dont
nous citons ’énomceé: g
Si 1a relation

lim 700 w0y &t =0

a lien quelle que soit la fonction f(f), de p-itme puissance (p>1)
sommable, il existe une constante M telle que

) .
flwu(‘)]’—:‘dth pour > N.

Ces préliminaires posées, nous pouvons démontrer le

Théordme. I est impossible de construire un noyau @,(f ) tel
que la relation

0 lim [£0) 9ult =) dt = fle)

ait lieu pour chaque fonction f(f) de p-itme puissance (p>>1) som-
mable en tout point z oh elle est approximativement continue.
1) H. Lebesgue, loc. cit., pp. B5—b7. M. Lebesgue avait étudiée le cas p=1;

of. F. Riess, ,Untersuchungen itber Systeme integrierbarer Funktionen® (Math,
An, 69. 1910) (p. 466).


Yakuza


108 [. Natanson:

Démonstration. Supposons, par contre, qu'il existe un tel

noyau @,(f, ).
1) Quel que soit Pensemble 4 de densité 0 au point quelconque

je dis qu'on a

f |pu(t, 2 6 << M(z, 4) pour 13> N(a, A).

En offet, soit f(#) une fonetion arbitraire de p-iéme puissance
sommable. Posons

() = @,(t, x) lorsque €4
=0 partout ailleurs

g(t) = f(t) dans A (sauf {=2x)
=0 partout ailleurs

T est évident que la fonetion g(f) est approximativement eontinue
en ce point z, et g(z) =0.
Done, en vertu de la relatlon n:

lim fg(t) @ (t, 3) dt = 0.
Or,

Soosaa=[oonnni=[fonon=[fov0

d’od, d'aprds le théoréme cité, il suit que

J1ott 9P a= [lp.0F 5 dt < Mo, 4)  pour

A

= N(z, A).

2) D'aprés le lemme III du § 1, il existe un nombre #,(x), tel

r
que les fonections |p,(f, «)P~* toutes sont sommables pour nZ=n, ().
Fixons maintenant le point quelconque z, Sans restreindre la gé-
péralité, nous pouvons supposer dés maintenant que les fonctions
» :

|@a(t, )P sont sommables, quel que soit x.
3) En vertu du lemme II § 1, il existe le nombre M tel que

&
P 1
f](p,,(t, o)1 dt << MP pour n=1,2,3,...
4) Posons f(#) = 1 dans l'intervalle m—2ple, z -} 2”‘"11M) ot

f{t) =0 partout ailleurs. Alors, en vertu de (1):
b

(8) lim f f8) @alt, 2) dt =1.
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Cependant, d’aprés l’inégalité bien connue

(,. |f® dt F(fi«p,.(t, x)}”“dt)

<( - )7-<Mﬁ)d ;

f Soms | <

> M 2
ce qui est en contradicticn avec (6).

Done notre théoréme est prouvé.

Remarque. De ce théoréme-ci il suit @ fortiori quil n'existe
pas de voyau @,(f, z) présentant toutes les fonctions sommables dans
les points de continuité approximative ?).

Je termine en remerciant M. le Prof. Gr. Fichtenholz auquel
je dois des conseils précienx concernant la rédaction de cette Note.

1) Ce résultat peut &tre obtena encore directement, an moyen des raisonnements
beaucoup pius simples.
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