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de (¥) qu'il existe une suite croissante {k,} de nombres naturels telle
que les ensembles

B,=E[f=) —fi,) <%

sont de classe a additive.
Or, il résulte de la convergence de f,(z) vers f(z) que

X=E +E+...

La condition (*) est done satisfaite.
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Sur les ensembles de la méme puissance qui ne
sont pas effectivement de la méme puissance.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Nous disons que deux ensembles M et N ont la méme puissance,
g'll existe une correspondance biunivoque entre les éléments de M
et ceux de N.

Nous disons que deux ensembles M ot N ont effectivement la
méme puissance, si nous savous établir effectivement une correspon-
dance biunivoque entre les éléments de M et ceux de N?).

En particulier, nous disons qu'un ensemble E a effectivement la
puissance du continu, 8i nous savons déterminer effectivement une
correspondance biunivoque entre les éléments de E et les nombres
réels. On connait des exemples d'ensembles qui ont la puissance du
continn sans I'avoir effectivement; {iels sont: l'ensemble de tous les
ensembles dénombrables de nombres réels, I'ensemble de toutes les
fonetions de la classe 2 de Baire, 'ensemble de tontes les fonetions
représentables analytiquement, l'ensemble de tous les ensembles ana-
lytiques, 'ensemble de tous les ensembles projectifs. La démonstration
que chacun de ces ensembles a la puissance du continu utilise I'a-
xiome du choix.

Or, nous donuerons un exemple effectif d’'un ensemble dont nous
pouvons démontrer sans recours & Pariome du choiz qwil a la puis-
sance du continu mais ne l'a pas effectivement.

1) Voir Fund. Math. t. I, p. 113; voir aussi men livre Legons sur les nombres
transfinis, Paris, Gauthier-Villars 1928, p. 23. et l'opinion de M. Henri Lebes-
gue. L c., p. 2§, note (*). Cf. les notions einwerlig, resp. vielwertig dquivalent
de M. F. Bernstein, Gotting. Nachrichten 1904, p. 558, ainsi que la notion d'an
envemble effectivement énumdrable do M. Emile Borel, dcc. dei Linces vol, 28
série b°, 1919, p. 164.
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Soit X Yensemble de tous les nombres réels et ¥ I'ensemble de
tous les sous-ensembles dénombrables de X. S'il existe une corres-
pondance biunivoque entre les éléments des engembles X et Y,
posons E=1; si une telle correspondance n’existe pas, posons E=X.

1l est évident qu'on démontre sans recours & l'axiome du choix
(en examinant les deux cas possibles) que ensemble E est de puis-
sance du continu, mais nous ne savons pas, dans I'état actuel de la
science, établir aucune correspondauce biunivoque entre les éléments
de K et ceux de X: Vensemble K n'est pas donc effectivement de
puissance du continu.

Nous disons qu'un eosemble F a effectivement la puissance ¥,
sl nous savons établir une correspondance biunivogue entre les élé-
ments de B et ceux de l'ensemble Z, de tous les nombres trans-
finis de seconde classe de Cantor. Posons E==X. #il existe une
correspondance biunivoque entre les élements de I'ensemble Z, et
ceux de l'ensemble X (de tous les nombres réels), et posons E = Z,,
si une telle correspondance n'existe pas. On voit sans peine sans
recours & l'axiome du choix que l'ensemble £ a la puissance g,
maig nous ne pouvons pas dire qulil I'a effectivement.

Nous avons ainsi un exemple effectif d'un ensemble dont mnous
pouvous démonirer sans recours a lariome du choir qu'il a la puis-
sance R, sans Pavoir éffectivement. Llensemble E est en méme temps
un exemple d'un ensemble qui , peut* élre bien ordonné (dans le sens
purement idéaliste du mot ,pouvoir®) sans que nous sachions le bien
ordonner effectivement.

On peut aussi donner sans peine un exemple effectif d'un ensemble E
dont nous savons démontrer sans faire appel & laxiome du choix
qu'il peut 8tre bien ordonné, mais dans lequel nous ne savons choisir
aucun élément.

En effet, soit Z; l'ensemble de tous les nombres transfinis de la
troisitme classe de Cantor, et soit 7' l'ensemble de toutes les fone-
tions discontinues f(x) d’une variable réelle qui satisfont (pour tous
les nombres réels = et y) & léquation fonctionnelle f(z - y)==
= fl=) + /).

il existe une correspondance biunivoque entre les éléments
de 7' et eeux de Z;, posons E = T, sinon, posons E=2, Comme
on voit sans peine, I'ensemble E ainsi défini jouit des propridtés
annoncées. L'ensemble & est en méme temps un exemple d’un en-
semble de puissance X, qui n’est pas effectivement de puissance K,.
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Nous définirons maintenant un ensemble de nombres réels
qui est de puissance du continy - {ce qu'on démontre sans recours
4 Paxiome du choix) sans Uétre effectivement.

Soit H un ensemble non vide de nombres de lintervalle (0, 1)
dans lequel nous ne savons choisir aucan élément (c’est-h-dire nous
ne savons nommer aucun éléwent individuel de l'ensemble H).

Le probléme d’existence d’un tel ensemble a été posé par M. E. Borel?) et
résolu affirmativement par M N Lusin au moyen de la théorie des ensembles
anulvtiques ?). Voici encore un sutre exemple d'un tel emsemble H basé sur dea
considérutions d’un ordre un peu différent.

Soit

iy ¥as Tgrene
une suite infinie, formée de tous les nombres rationnels (Nous savons définir effec-

tivement une telle suite), ‘
2 étant un nombre réel, intérienr & l'intervalle (0, 1),

1 1 1
$=§-;l+§;:+'2—n"+...

ot n, <ny < ny <..., son développement en fraction dyadique essentiellement in-
finie, désignons par @(z) le type d’ordre de I'ensemble de tous les nombres Tny
(k=1.2, 3,...), ordonné d'aprés leur grandeur.

Désignons maintenant par M l'ensemble de tous les nombres réels x intérieurs
A Pintervalle (0, 1), pour lesquels, &= ¢ (z) est un nombre ordinal, tel que
2% = Ny .

Or, désignons par H Vensemble M. si M = 0, et I'ensemble de tous les nom-
bres réels «, intérieurs 4 Vintervalle (0, 1), si M =0. L'ensemble H est ainsi défini
effectivement et on démontre évidemment sans faire appel & l'axiome dao choix
qu'il n'est pas vide. Or, dans l'état actuel de la science nous ne savons nommer
aucun élément de ’ensemble H,

Définissons maintenant Pensemble E comme l'ensemble de tous
les nombres réels

1) z2==0,a,0aa...,
pour lesquels le nombre
2) 0, a,aa...

appartient 4 H. )
L’ensemble E contient évidemment un sous-ensemble de puis-

1) E. Borel, Legons sur lo théorie des fonctions, 3= éd. 1928, p. 162.
1) N, Lusin, Legons sur les ensembles analyliques, Paris 1930, p. 294; cf.

Fund. Math. t. X, p. 62,
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eance du continu, En effet, I'ensemble H étant non vide, il existe
un nombre réel O, b by by... appartenant & H, et il résulte de la
définition de E que tout nombre réel 0, b ¢ by ¢y by eg..., ol
¢y Cyy Cs,-.. 05t une suite infinie quelconque de chiffres décimaux,
appartient a E: ces nombres forment dvidemment un sous ensemble
de E de puissance du contin. L'ensemble E étant un sous-ensemble
de T'ensemble de tous les nombres réels, il en résulte (sans faire
appel & Paxiome du choix) d'aprés le théoréme de Cantor-Bern-
stein que l'ensemble E est de puissance du continu.

Or, l'ensemble E west pas effectivement de puissauce du continu,

puisqu'on pourrait dans ce cas définir effectivement une fonction-

f(z) d’une variable réelle, dont I'ensemble de valeurs (toutes distinctes)
est E; par conséquent on pourrait nommer un élément de K, p. e.
f(0)=0,a,a,0a5..., donc aussi un élément de H (0,0, 054a5...)
ce qui est impossible dans l'état actuel de la science.
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Sur la somme et le produit combinatoire
des rétractes absolus.

Par

N. Aronszajn (Paris) et K. Borsuk (Varsovie).

1. Définitions 2). Etant dounée une fonction continue ¢ définie
sur un sous-ensemble A d’un espace topologique®) 7, une fonction
continue ¢ définie sur 7' est dite ertension de la fonction @ sur T
relative & un ensemble B, lorsque:

1° La fonction ¢ est définie sur T,

22 p(T)C B,
30 (x) = @(x) pour tout re 4.

En particulier, si @(x)=2« pour chaque xe 4, une extension
de @ sur T relative b A est dite fonction rétraciante T en A. En
cas d’existence d’une fonction rétractante T en 4, nous disons que
A est un réiracte de T.

Nous appelons un espace A rétracte absolu, lorsqu'il remplit la
condition suivante:

(@) A est un espace séparable et métrisable 3) et constitue un ré-
tracte de chacun de ses sur-espaces métrisables.

La condition (@) est équivalente 4) & la condition

1) Cf. K. Borsuk, Fund. Math, XVII, p. 158, 2, p. 156, 8 et p. 159, 15.
%) au sens de Hausdorff, Mengenlehre, p. 228.
%) ¢. & d. que la notion do limite dans 7' peut &tre définie & I'aide d’une
métrique (distance), Cf. M. Fré chet, Espaces abstraits, Paxis, 1921, p. 61, espace 9,
) K. Borsuk, 1. ¢, p. 160, 18.
Fuond ta Mathematicss T. XVIIL, 18
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