Uber ein Urbildproblem.

Von

N. Aronszajn (Warszawa).

1. Es ist neuerlich folgender Satz von verschiedenen Verfas-
sern ) bewiesen worden:

Satz. Ist ein topologischer Raum R absolute GyMenge (oder
was dasselbe ist, vollstindig metrisierbarer Raum) und ausserdem zu-
sammenhingend und lokal-zusammenhdngend, so lassen sich je 2wei
Punkte von R durch einen einfachen in R liegenden Bogen verbinden.

Dieser Satz ist ein bemerkenswertes Analogon zum bekannten
Satze von Mazurkiewiez und R. L. Moore?), nach welchem
jedes lokal-zusammenhingende Kontinuum ,bogenverkntiptbar® ist.

Man kann nun die zisammenh#ingenden und lokal-zusammenh#n-
genden absoluten Gy-Mengen als eine natitrliche Verallgemeinerung
der lokal-zusammenhiingenden Xontinua ansehen. Da man die lokal-
zusammenhsingenden Kontinua Peanosche Riume 3) zu nennen pflegt,
so liegt es nahe, die zusammenhingenden und lokal-zusammenhin-
genden absoluten G;-Mengen als quasi- Peanosche4) Riume zu bezeichnen.

Es entsteht die Frage, inwiefern die Analogie zwischen den
Peanoschen und quasi-Peanoschen Réumen geht.

') Vgl. R. L. Moore, Bull Am. Math, Soc. 33 (1927), S. 141 (abstract)
K. Menger, Monatsh, f. Math, u. Phys. 86 (1929), 8. 212, N. Aronszajn,
Fund. Math, XV (1930), 8. 232 und C. Kuratowski, Fand, Math, XV, 8. 306.

") Vgl B. L. Moore, Bull, Am. Math. Soc, 23, S 233 und 8 Mazur-
kiewicz, Fund. Math. I, §. 1686,

1) Vgl C. Kuratowski, Fund, Math, XII1, 8. 807.

‘) Diese Bessichnung stammt von K, Boruuk (s. diesen Band),
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Bekanntlich sind die Peanoschen Riume dadurch charakterisiert,
dass sie stetige Bilder einer linearen Strecke sind. Diese Tatsache
drticken wir aus, indem wir die lineare Strecke umiversales Urbild
der Klasse der Peanoschen Riume in bezug auf stetige Abbildungen
nennen, Es wurde mir von K. Menger und A. Tarski das Pro-
blem mitgeteilt: gibt es in bezug auf eine Abbildungsklasse ein uni-
versales Urbild fiir die Klasse der quasi-Peanoschen Riume?

Nun hat es sich erwiesen, dass in bezug auf die Klasse aller
stetigen Abbildungen kein solches Urbild existiert, auch wenn wir
nur separable quasi-Peanosche Riume in Betracht nehmen (vgl. Ko-
rollar 3). '

In der vorliegenden Arbeit wird jedoch eine Zeilklasse der Klasse
aller stetiger Abbildungen definiert und der Hauptsatz bewiesen, dass
in bezug auf diese engere Abbildungsklasse ein universales Urbild fir
die Klasse der separablen quasi-Peanoschen Riume existiert.

2. Satz 1. Ist R cin metrischer, zusammenhingender und wichi-
kompakier Baum, so gibt es eine stetige Abbildung f des Ratimes B
auf das wicht lokal-zusammenhingende Kontinuum K = [b; a] +
4+ 3b;a,, wo b, a und a, (n=1,2,..) die Punkte der euklidi-

nwl

schen Ebene mit kartesischen Koordinaten (0, 0), (1, 0) und (1, %)
sind und [w; y) die abgeschlossene Strecke mit Endpunkien x und y
bezeichnet 1).

Beweis: Sei (p) die Metrik von R. Da R nicht kompakt ist, so
gibt es eine Punktfolge {p,} C B, wo p,==p fir i, die keinen
Hiufungspunkt besitzt. Wir setzen nun

. [1 .
7], = min [;v lhilf 0P, Pk)]'

Es besteht offenbar 5, >0 fir n=1, 2,... und
S(on £)- S(on Z) =0 fir i

1) Nach einem mnoch nicht verffentlichten Satze von Frl. Stgpkowska ist
dieses Kontinuum K ein stetiges Bild von jedem nicht lokal-susammenhingenden
Kontinuum. In Verbindung mit unserem Satse ergibt sich daraus, dass die nicht
Peanoschen Riume unter den metrischen susammenhingenden Riumen dadurch
charakterisiort sind, dass sie sich stetig auf das Kontinuum K abbilden lassen.
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wo S(x, ) die Kugel vom Radius & in der Metrik (¢) um den

Punkt z, also die Menge aller y e B mit ¢(x, y) < & bezeichnet. Wir

setzen ferner

A:R—jS(pn, %‘)

-]

Die Punktfolge {p,} und 4 sind offenbar nichtleere, abgeschlos-
sene und zueinander fremde Mengen. Es gibt bekanntlich eine in
dem ganzen Raume R definierte stetige Funktion ¢1), so dass:
p(@)=0 fir ze 4, pz)=1 fir ze{p,} und 0 < plx) <1 fir

reR—(A+{p) gil |
Man beweist leicht, auf Grund des Zusammenhanges von X, dass

jede Kugel § ( ey %") durch die Funktion ¢ in das halboffene

Zahlenintervall (0; 1] tbergeht. Wir definieren nun die Abbildung /

folgendermassen: f(z)="5b==(0,0) fir x e 4;
fl@) = ((p(x'), }itp(m)) elb;a,] fir ze S(p,,.;.;, ﬁ%ﬂ)’ n=12,...
und  flo)=(p(,)0) efb;a] fir xe S (p, ) %)

Es ist leicht ersichtlich. dass die Abbildung f stetig und dass
f(R)=K ist, w. z bw.

Satz 2. Ist R ein separabler, absolut-analytischer®) und nicht
halbkompakter Raum, so gibt es eine stetige Abbildung f des Raumes R
auf eine analytische, nicht-Borelsche, in der euklidischen Ebene liegende
Menge A.

Beweis. Nach einem Satze von Hurewicz?) gibt es im Raume B
eine abgeschlossene Menge M, die mit der Menge I der irrationalen
Zahlen homgomorph ist.

Bekanntlich gibt es eine stetige Abbildung der Menge I, also
auch der Menge M, auf jede absolut-analytische separable Menge.

(2, 4) . .
o D)t ole, (py) ™0 015 M) = ntelm )it
%) d. h. ein metrisierbarer und in jedem ihn enthaltenden metrisierbaren
Raume eine analytische (Suslin’sche) Menge bildender.
) Vgl. W. Hurewiez, Fund, Math. XII, 8, 100,

1) Z. B, die Fuuktion ¢ () =
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Sei nun ¢, eine solche Abbildung der Menge M auf eine analytische
nicht-Borelsche Zahlenmenge 4,. Da M im Raume R abgeschlossen
ist, so kann man?) die Funktion ¢, zu einer stetigen, und in dem
ganzen Raume R definierten reellen Funktion ¢ erweitern.

Sei jetzt ¢ eine in dem ganzen Raume R definierte, reelle und
stetige Funktion, fur welche: ¢(x)=0 fir xe¢ M und y(z)>0
fir xe B — M gilt (es gibt offenbar solche Funktionen, z. B. yi(w)=

Wir setzen nun: f(z) = (@), ¢(«)) fir z ¢ R.

Es ist ersichtlich, dass / eine stetige Abbildung des Raumes R
auf eine ebene Menge 4 darstellt. Diese Menge A ist analytisch (als
stetiges Bild des absolut-analytischen Raumes R) und nicht-Borelsch
(da der Durchschnitt von 4 mit der Abszissenachse mit der Zahlen-
menge A, isomorph ist), w. z. b, w.

Korollar 3. Es gibt in bezug auf stetige Abbildungen kein
universales Urbild fiir die Klasse der separablen quasi-Peanoschen
Réume.

Beweis. Ware nimlich U eip solehes Urbild, so miisste U ein
separabler quasi-Peanoscher Raum sein (denn die identische Abbil-
dung auf sich selbst ist stetig). Es konnte aber U nicht halbkompaks
sein (denn andernfalls wiirden alle stetige Bilder von U, ulso alle
quasi-Peanosche Réume auch halbkompakt, was offenbar falsch ist)
und mithin nach dem Satze 1. oder 2. gibe es eine stetige Abbildung
der Menge U auf einen nicht quasi-Peanoschen Raum, gegen die
Voraussetzung, dass U ein universales Urbild der quasi-Peanoschen
Riume in bezug auf stetige Abbildungen ist.

3. Nach dem Satz 1. kann der lokale Zusammenhang durch eine stetige Ab-
bildung zerstrt werden. Es entsteht die Frage, c¢b man eine genug allgemeine
Klaese stetiger Abbildungen angeben kann, fiir welche der lokale Zusammenhaug
eine Invariante bildet. Solche Klasse ist durch die folgenden Definitionen festgelegt.

Es sei ¢ eine (nicht notwendig eindeutige) Abbildung des Raumes R auf einen
Raum T. Es ist also fiir jedes a ¢ I eine Teilmenge p{a) von 7T gegeben.

Wir nennen die Abbildung ¢ schwach-stetig, wenn es fiir jede Punktfolge
{a,} C R, die gegen esinen Punkt a ¢ R konvergiert, eine Teilfolge {a,} und eine
Punktfolge {b,}(C T gibt, so dass by & p(as,) ist und die Folge {bx} gegen einen
Punkt b e ¢ (a) konvergiert.

1) Vgl. Hausd orff, Mengenlehre (1927), 8. 244.
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Wir nennen die Abbildung g stark-stetig!), wenn es fur jede Punktfolge {b,},
wo byeplay) fir n=1,2,.., eine gegen einen Punkt b e (@) konvergierende
Teilfolge {b,} der Folge {b.} gibt.

Fiir oine eindeutige Abbildung ist die schwache bezw. die starke Stetigkeit

mit der gewshnlichen Stetigheit tquivalent.
Man kann nun folgenden Satz beweisen.

Satz A. Durch eine eindeutige und beideseitig schwach-stetige Abbildung
wird ein lokal zusammenhingender Bawm stets auf einen ebensolchen Raum
ubgebildet.

4. Sei f eine Abbildung des Raumes E auf einen Raum 7.

Die Abbildung f heisst innere?®) Abbildung (oder innere Trans-
formation), wenn f eindeutig und stetig ist und ausserdem der fol-
genden Bedingung geniigt:

(@) Jede im RBaume R offene Menge‘U geht durch die Abbildung f
in eine im Raume T offene Menge V= f(U) iiber.

Satz 4. Wird ein lokal-zusammenhingender Roum R auf einen
Raum T durch eine innere Transformation f abgebildet, so ist der
Raum T lokal-zusammenhingend.

Beweis. Sei V eine beliebige offene Teilmenge von T. Es gentgt
zu beweisen, dass jede Komponente K von V in 7' offen ist. Wir
bezeichnen mit 1/ die Menge aller Punkten z ¢ B, fiir welche f(x) e V.
Da die Abbildung £ stetig und die Menge V offen ist, so ist U eine
offene Teilmenge von K.

" Wir bezeichnen nun mit & die Klasse aller Komponenten von U.
Es gilt also U=Z§Z und, da f(U)=V ist, so gilt:

(1) V=£U)=_Y f(2).

Zes

1) Dieas Abbildungen bezeichnet W. Hurewicz als die (schlechthin) stegigen,
s. Proceed. Ak. Amsterdam XXIX, 8. 1014.

%) Diess Bezeichnung wurde von 8, Stoilow, Ann, d. I'Ec. Norm. 1928,
S 848, tibrigens nur auf Abbildungen von ebenen Gebieten angewendet und zwar
auf solche Abbildungen, die ausser der Bedingung (a), noch folgende Bedingung,
erfiillen:

(¢') Das Bild jedes mehrpunktigen Kontinuums ist mehrpunktig.

Fiir denselben Spezialfall wurden die inneren Abbildungen, unter dem Namen
von gebielstetigen Abbildungen schon durch H. Weyl in seinem Werke ,Die Idee
der Riemannschen Flichen*, 8. 19 eingefiihrt.
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Jede Menge Z ¢ ® ist, als Komponente von U, zusammenhsin-
gend. Da f stetig ist, so ist auch f(Z) fiir Z ¢ ® zusammenhingend.
Daraus ergibt sich unmittelbar nach (1), dass jede Komponente &
von V Summe von Mengen f(Z) ist:

(2) K =2 f(Z) fir eine Unterklasse 8, von K.

Zefy

Da der Raum R lokal-zusammenhingend ist, so ist jede Menge
Ze & offen (als eine Komponente der in R offenen Menge U). Man
erhilt daraus, da f/ eine innere Abbildung ist (vgl. Bedingung (a)),
dass jede Menge f(Z) fur Z¢& eine offene Teilmenge von 7' ist
und also, wegen (2), auch die Menge X in T offen ist, w. z. b. w.

Man konnte sich beim Beweise des Satzes 4 anf die Tatsache stiitzen, dass
jede innere Abbildung eine eindeutige und beideseitig schwach-stetige Abbildung
ist. Der Satz 4 folgt dann unmittelbar aus dem in 3. ausgesprochenen Satze A.

Satz 5. Jeder separable quasi-Peanosche Raum geht durch eine
belicbige innere Abbildung in einen separablen quasi- Peanoschen
Raum iber ?).

Beweis. Definitionsgemdss ist ein quasi-Peanoscher Raum eine
absolute G;-Menge, die zusammenhtngend und lokal-zusammenh#n-
gend ist.

1) Nach einem Satze von Sierpifiski?) ist die Eigenschaft,
eine separable absolute G'j-Menge zu sein, eine Invariante gegen-
tiber der inneren Transformationen, .

2) Der Zusammenhang ist eine Invariante fiir allgemeine stetige
Abbildungen und umsomehr fiir die inneren Abbildungen.

Unser Satz ergibt sich nun unmittelbar aus 1), 2) und ans dem
Satz 4.

5. In den nachstehenden Ausfihrungen werden wir uns oft mit
Baumkurven beschiftigen. Wir geben zunichst einige leicht beweis-
bare Eigenschaften von Baumkurven, die wir spiter bentitzen.

1) Es gilt nebenhei folgender Sats: Jeder quasi-Peanosche Rowum geht durch
eine beliebige innere Abbildung in einen quasi-Peanoschen Raum ilber.

. 3) W. Sierpinski, Fund, Math. XVI, 8. 173, wo der lediglich fiir ebens G5-Men-
gen gobrachte Beweis durch eine leichte Modifikation auf allgemeine separable
absolute G4-Mengen ausgedehnt werden kann, Ubrigens gilt der Satz sogar fir
die allgemeinsten’ absoluten Gg-Mengen, wie es in einer niichsten Arbeit bewiesen
wird.

Fund ta Mathematicae t. XVIL. 7
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Eine Baumkurve ist ein lokal-zusammenhingendes Kontinuum,
das keine einfache geschlossene Kurve enthilt. '

Bekanntlich werden die Punkte einer Baumkurve in folgende
3 Klassen geteilt: Endpunkte (Punkte 1° Ordnung nac.h Menger),
gewdhnliche Punkte (Punkte 2° Ordnung) und Verzweigungspunkte
(Punkte von mindestens 3° Ordnung).‘

Im Folgenden bezeichnet B stets eine Baumkurve.

(1) Ist a ein Punkt n Ordnung von B, so zerschnetcl.et er Binn
Teile, also B — (a) zerfallt in n Komponenten. Ein Endpunkt
von B zerschueidet die Baumkurve B nichi.

(2) Es gibt hichstens abedhibar viele Versweigungspunkte von B1).

(8) Far je zwei verschiedene Punkte a,b ¢ B gibt es einen und nur
einen einfachen Bogen in B, der @ und b als Endpunkte enthdl’t.
Wir bezeichnen diesen Bogen stets, wenn kein Missverstindnis

entstehen kann, mit ab.

(4)  Jedes Teilkontinuum B, von B ist auch eine Baumbkurve. Ent-
hilt B, einen Endpunkt b von B, so ist b auch ein Endpunkt

von B,.
(®) Ist b ein Endpunkt von B, so gibt es fiir je zwei Bigen a; b

und E,—?} einen. Bogen @C a,b-a,b. .

(6)  Fiir je drei Punkte a, b, ce B, von denen keiner die Baumkurv-e B
zwischen den anderen zerschneidet, gibt es einen und nur einen
Verzweigungspunkt q von B, der die Kurve zwischen allea?
drei Punkien zerschneidet d. h., dass die Punkte a, b, ¢ zu drei
verschiedenen Komponenten der Menge B— (g) gehoren.

(6") Zerschneidet g die Kurve B zwischen den Punkien a, b, ¢, so
gibt es keinen Punkt #n B, der B zwischen g und jedem der Punkte
a, b, ¢ zerschneidet,

() Ist G eine offene und zusammenhingende Teilmenge von B, so
ist G eine Baumkurve, in der jeder Begrenzungspunkt von G
(d h. ein Punkt aus G — @) ein Endpunkt ist,

1) Nach (1) und nach dem allgemeinen Satz von C. Kuratowski und C, Za-
rankiewicz, Bull. Am. Math, Soc. 33 (1927), S. 571.
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(8)  Ist {Buyus,.. eine Folge 2usammenhingender und zueinander
Jremder Teilmengen von B, so ist {B.} eine Nullfolge,

d. b., dass jede Teilfolge {Bufimta,.., fir welche es eine Punktfolge {a,)}
und einen Punkt ¢ mit den Eigenschaften {:} —>a und geB,,
’ k=1,2,..., gibt, gegen den Punkt q konvergiert, so dass also jede
Umgebung des Punktes a fast alle Mengen aus der Folge {B.}
enthalt 1). -

6. Eine Menge B moge Baumstrecke heissen, wenn B eine Baum-
kurve ist, und wenn in B zwei verschiedene (tibrigens beliebige)
Punkte ¢, (B) und ¢,(B) festgelegt sind. Die letzteren werden Zn-
den der Baumstrecke B genannt.

Eine Baumstrecke B’ heisst eine Teilbaumstrecke der Baum-
strecke B, wenn folgendende Bedingungen bestehen:

) B C5 )
(2) Die Begrenzung von B’ rel. B (d. h. die Menge B'-B— B’ ist in
der zweipunktigen Menge (e,(B'), e,(B') enthalten.
(8) Enthiit B’ ein Ende von B, so ist dasselbe auch ¢in Ende von B
Es gelten folgende leicht beweisbare Eigenschaften:

(@) Ist B" einc Teilbaumstrecke von B’ und B’ eine Teilbaim-
strecke von B, so ist B” eine Teilbaumstrecke von B.

(L) Ist B’ eine Teilbaumstrecke von B, so ist die M enge B'—(e,(B'),ey( B"))
rel. B offen.

Eine hochstens abzithlbare Klasse (oder Folge) Z von Baum-
strecken bildet eine (endliche oder unendliche) Baumstreckenzerle-
gung oder kiirzer B-Zerlegung einer Menge C, wenn folgendes gilt:

€Y C ist die Summe aller Baumstrecken aus Z.

() Je 2wei Baumstrecken By und B, aus Z haben hichstens einen
gemeinsamen Punkt und 2war ein gemeinsames Ende.

(6) Jeder Punkt aeC gehdort zu hichstens endlichvielen Bawm-
strecken aus Z.

!) Nullfolge heisst nach Menger eine Folge von Teilmengen eines metrischen
Raumes mit gegen Null konvergierenden Durchmessern. Die hier angegebene fo-
pologische Definition von Nullfolge ist fiir kompakte Raume, bei jeder Metrisie-
rung derselben mit der Menger'schen Definjtion Aquivalent.

7*
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(1) Ist aeC und bezeichnet S(a) die Summe aller Buumstrecken
aus Z die den Punkt a enthallen, so liegt a im Innern (rel. C)

von S(a), d. h. in S(a) — C— S(a).
Man erhilt unmittelbar folgende Eigenschaft:

(LX) Fir eine endliche Baumstreckenklasse Z folgen die Bedingungen
(6) und (1) aus der Bedingung (4).

Ist Z eine B-Zerlegung einer Menge C und sind alle Baum-
strecken B¢ Z Teilbaumstrecken einer Baumstrecke B, (es ist dann
offenbar C(CB,), so heisst Z eine Teilbaumstreckenzerlegung oder
kitrzer T'b-Zerlegung (von C) rel. B,.

Bilden die Baumstrecken {B,} eine (endliche oder unendliche).
Tb-Zerlegung von Crel. B und bilden terner fir jedes B, die Men-
gen o{B{"};._,, . eine (endliche oder unendliche) 7'b-Zerlegung von
C, rel. B,, wobei - '

(8) (el (Bn)a Y (-Bu)) C On

ist, so nennen wir die Klasse aller Mengen {B{");z}% eine Unter-
zerlegung von {B,}. :
Mann beweist leicht folgende Eigenschaft:

(IV) Ist Z eine Tb-Zerlegung rel. B und ist ferner Z' eine Unter-
zerlegung von Z, so ist Z' eine Tb-Zerlegung rel B.

1. Hilfssatz 6. Ist B cine mit ciner Meirik (r) metrisierte
Baumstrecke, so gibt es fiir ein beliebiges € > 0 eine endliche Tb-Zer-

legung Z rel. B von B, so dass der Durchmesser d(B') von jeder
Baumstrecke B'e¢ Z kleiner als e ist.

Beweis: Es gibt bekanntlich (da B ein lokal-zusammenh#ingendes
Kontinuum ist) ein 2> 0, so daas:

@) Ist a,beB und r(a, b)<<7, so ist d(a’i)<§.

Es gibt ferner (da B in sich kompakt ist) eine endliche Folge
von Punkten {p,} (1<{n<{N), so dass:

(2) Fir jedes xe¢ B gibt es einen Punkt p,, so dass r (@, p.) <7
Man kann offenbar die Punkte p, so auswihlen, dass:

&) NZ2 p=¢(B), p=¢ (B).
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Sind nun p,,, p,,, p,, irgend drei Punkte aus der F olge {p,}, deren

keiner zwischen den zwei anderen die Baumkurve B zerschneidet, so

bezeichnen wir mit ¢, . . den Verzweigungspunkt von B, der B
zwischen den Puukten p,, p,, p, zerschneidet (vgl. 5, (6)). Wir
setzen ferner

(4) q’l,ﬂ,ll = Pﬂ'
Es gilt nun folgende Behauptung:

(b)  Fir je drei Punkie qulwiniy Qui’ni'nis Qui“mi i, deren keiner
zwischen den zwei anderen B zerschneidet, ist dor swischen diesen
drei Punkten zerschneidende Punkt q mit einem der Punkie
Gy td€RtisCh.

In der Tat, nach 5, (6) gehtren die Punkte gumlw, guliuins
gnl" w;"my zu drei verachiedenen Komponenten U;, U, und T, der
Menge B—(q). Wenigstens einer der Punkte p,:, p.:, p istin U, ent-
halten, sonst wire B durch den Punkt g zwischen ¢, ., und jedem
der Punkte Dniy Pni» Pu; zerschnitten, was nach 5, (6') unmdglich
ist. Es gibt also einen Punkt p, e U, und, analog, die Punkte p, U,
pn € Uy, woraus ergibt sich definitionsgemtss, dass g zwischen p,,
Pry P, zerschneidet, also dass ¢ =g, ,,, Ist.

Die Anzahl der Punkte g, ,,,, ist endlich (< N'3). Wir bezeich-
pen die Menge aller Punkten g, , ., mit Q. BEs gilt offenbar:

(6) B — Q ist eine in B offene Menge. -
Wir beweisen nun folgendes:

(1) Jede Komponente der Menge B — Q hat eine hichstens zwei-
punktige Begrenzung (rel B).

Sei U eine Komponente von B — . Nach (6), da B lokal-zu-
sammenhingend ist, ist U in B offen und also:

(8) (Begrenzung vor U)=TU — U= U- @.

Wiren nun in U— U drei verschiedene Punkte ¢, ¢,,¢5 von @
enthalten, so wiirde die Baumkurve U (vgl. 5, (7)), also auch die
Baumkurve B, zwixchen keinem Paar dieser Punkte durch den
dritten Punkt zerschnitten. Der Verzweigungspunkt ¢ von B, der B
zwischen den Punkten. g, ¢,, ¢; zerschneidet, milsste die Baumkurve
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U(C B zerschneiden und wire also offenbar in U enthalten. Nun
aber nach (8) gilt es: (g;, g5, ¢5) C @, also nach Definition von Q
wnd nach (5) wire auch g ¢ @, was mit ge U und der Formel (8)
im Widerspruch steht.
Damit ist die Behauptung (7) bewiesen.
Wir beweisen ferner:

(9) Sind U, und U, zwei verschiedene Komponenten von B — ¢,
so0 ist U+ U, eine hichstens einpunktige Menge.

Zunichst gilt es offenbar

(10) Ux’U2=(U1"‘“Ux)'(U:“‘ Ul)'

Wiren nun in U, - U, zwei Punkte ¢, und g, enthalten, so gibe
es in B zwei verschiedene einfache Bogen I, und L, mit den
Endpunkten ¢, ¢,, so dass L, C U, und L, C T, (denn U, und U,
sind Baumkurven und nach (10) und (7) kann nicht L, = I, sein)
gegen die Behauptung B, (3). Damit ist (9) bewiesen.

Sei V die Summe aller Komponenten von B — ¢, die die ein-
punktige Begrenzung (g) besitzen, wo ¢ irgend ein Punkt aus ¢ ist.
Da B— Q aus hochstens abzihlbar vielen Komponenten besteht,
so ist, falls V40, V=(U, 4 U, +...), wo U, eine Komponente
von B— Qund U, — U, = (¢) ist. Nach einem allgemeinen in lokal-
zosammenhingenden Riumen geltenden Satze ) ist es

V=VCIO—0)+ T —Tp) +..]= (g)

es gilt also offenbar V— V= (g). Wir konnen infolgedessen be-
haupten:

(11) Gibt es eine Komponente von B — Q mit der Begrenzung (g)
und ist V die Summe aller solchen Komponenten, so ist die Be-
grenzung von V gleich (g).

Es ergibt sich daraus unmittelbar folgende Eigenschaft von V:
(12) V ist eine Baumkurve.

‘ Wir definieren nun die zum beweis des Hilfssatzes 6 erforder-
liche 7-Zerlegung Z folgendermassen:

) Vgl C. Kuratowski, Fund, Math, V11, 8. 140.
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Def. I. 1° Ist U eine Komponente von B — Q mit einer zwei-
punktigen Begrenzung (g, ¢), so setzen wir: UeZ, ¢(U)=g,
es(U)=g,. Dabei ist fiir jede Komponente von B — @, die zwei
Begrenzungspunkten hat, die Reihenfolge der Begrenzungspunkten
als festgelegt anzusehen. :

2. Ist fur einen Punkt geQ eine Komponente von B—
vorhanden, die die einpuuktige Begrenzung (g) besitzt, und bezeich-
net ferner ¥ die Summe aller Komponenten von B — @ mit dieser
einpunktigen Begrenzung, so wihlen wir in V einen beliebigen
Punkt a aus und setzen dann:

VeZ &(V)=gq &)=

8% Z besteht aus lauter durch 1° und 2° gegebenen Mengen.

Zunychst bemerken wir, dass jeder Punkt ¢ € ¢ ein Begrenzangs-
punkt von einer  Komponente von B— ¢ ist (denn, da @ endlich
ist, gibt es einen hinreichend nahe zu g liegenden Punkt a, so dass
ag-Q=_(g) und also dass die Menge [a¢ — (g)] in einer Kompo-
nente U von B— @ liegt; es gilt dann g e U— D).

Auf Grund dieser Bemerkung und der Def. 1 beweist man un-
mittelbar nach (3), (4), Definition von @, (7),(9), (11) und (12),dass Z
in der Tat eine 7b-Zerlegung rel. B von B ist.

Es bleibt zu beweisen, dass fir jedes CeZ die Ungleichheit

d(0) < ¢ gilt.
Sei  ein beliebiger Punkt von C. Nach (2) und (4) gibt es

einen Punkt g @, so dass 7(z, g) <%, also nach (1) dzg) < 2 ist.
Daraus erhilt man, da ¢ offenbar kein innerer Punkt von C ist,
dass es einen Begrenzungspunkt also ein Ende ¢(C)exz¢ gibt, so dass
(13) r(z, 4(C) < d@o) < 5 fir ein j=1,2,

Besitzt ' nur einen Begrenzungspunkt g=¢,(C), so ergibt sich
aus (13):
(14) d(C)= sup (% 29) < supC[r(a:,, &(Cj 4 r(z, 6(ON] <<

Xy, €l Ty Xp€d

€, ¢
<1+z<f-
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Sind die beiden Enden ¢ (C) und ¢(C) Begrenzungspunkte
von C, so gibt es einen Punkt a e C, so dass ,

€ L. . .
(15) (@ o(C) g fir jedes j=1,2,
denn sonst wire C, seinem Zusammenhange zuwider, in zwei abge-
schlossene zueinander fremde Mengen C; und C; zerlegbar, wo C,

die Menge aller Punkte z aus C mit r(z, ¢(C)) <-‘fl bezeichnet.

Da C in sich kompakt ist, so gibt es zwei Punkte (x,, 2,)(CC,
g0 dass:
(16) a(C) = r(my, o).

Nach (13) gibt es zwei Indizes j, == 1, 2, 8o dass:
(17) r(x“ejl(O)K%, 7 (2, ef.(O))<;i-
Nach (16), (17) und (15) erhalt man endlich:
A(0) = (e, 2) < (o, 6(0)) +7(e(C) 0,(C) Fr(en(Chan) < 5+
+ r(a, ¢,(C)) + r(a, e,a(C))+£< e w.zb w

Bemerkung zum Hilfssatze 6: Aus dem vorstehenden Be.weise ist
es leicht ersichtlich, dass man die Enden der Baumstrecken aus Z so
auswihlen kann, dass sie (eventuell ausser den mit ¢,(B) oder e,(B)
identischen Enden) keine Endpunkte der Baumkurve B seien.

Hilfssatz 7. Ist B ecine Baumstrecke und b ein von den Enden
von B verschiedener Endpunkt von B, so gibt es eine T'b-Zerlegung
{B.}amorys,.. rel. B von der Menge B — (b) mit Solgenden Eigenschaften:

)] el(B):*:ej(Bn):*:ez(B)fﬂrj::l’ 2, n=2, 3a 4,...
8" & (B,) =€, (B, fiir n=1,2, 3,..
8" B, B, =0 fir \n, —ny| =2, n, +n, >3,

Beweis. Es sind zwei Fille zu unterscheiden: entweder (i) eines
der Enden von B zerschneidet B awischen dem anderen Ende und
dem Endpunkte b, oder (i) keiner der drei Punkten e, (B), &(B),
und b zerschneidet B zwischen den zwei anderen.
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(i) Sei also ¢,(B) das Ende, das zwischen dem anderen Ende
¢,(B) und dem Endpunkte b die Baumkurve B zerschneidet. Die
Menge B — (¢;(B)) zerfallt dann in Komponenten, von welchen eine
den Punkt 5 und eine andere den Punkt ¢,(B) enthalt. Wir setzen nun:

(18) U, = Summe aller den Punkt b nicht enthallender Kom-
ponenten von B — (e, (B)).

(19) By =T, = U+ ¢,(B)), &,(By) = ¢y(B), &(Bo) =¢,(B).
(20) V =die den Punkt b enthaltende Komponente von B — (e,(B))-

(21) C=TV= "V (4(B)) &(C)=¢,(B), 4(C)=b.

Die Baumstrecken B, und C bilden offenbar eine 75-Zerlegung
von B rel. B.

In diesem Falle gentigt es also zum Beweis des Hilfssatzes, eine

Tb-Zerlegung rel. C von C-— (b) gem#iss den Bedingungen (8), (8')
und () aufzustellen.

Es gibt offenbar eine Punktfolge {4,},..;5,. mit folgenden Ei-
genschaften:
22) a,=6,(C); Gupaeb, n=0,1,2,3..; a,Fa, fiir 15j.
(28) Die Punkle a, fir n=1,2,..., sind gewshnliche Punkte der
Baumkurve B. '

(24) {a.y —>b.
Nach (24) ist die Menge {a,} + (b) abgeschlossen, also die Menge

C—{{a,} + (b)) ist in C offen und zerfill: in rel. C offene Kom-
ponenten. Wir beweisen nun:

(25) Fir jedes n=1 gibt es eine und nur eine Komponente von
C — [{a,} -+ (b)) mit der Begrenzung (a,_,, a,).

(26) Fiir jede Komponente Uvon C— [{a,} - (b)] gibt es ein n>1,
so dass die Begrenzung von U mit (1, @) identisch ist.

In der Tat: es folgt unmittelbar aus (22), dass fiir jedes n>1

die Mengen [&::: @y — (@y1y a,)] wod [{a,} 4 (b)] punktfremd sind.

Da die Menge [a,_; @, — (@41, a,)] zusammenhingend ist, so liegt
sie in einer Komponente U, von C — [{u,} 4 (b}).
Es ist unmittelbar ersichtlich, dass die Punkte a, ; #nd ¢, in
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der Begrenzung von U, liegen. Wiire aber noch ein Punkt p in
der Begrenzung von U, vorhanden, so hitten wir pe[{a,} 4 (3)]
und die Baumkurve C, also umsomehr die Baumkurve U,, witrde

nach (22) durch einen der Begrenzungspunkte a,.y, @,, p zwischen-

zwei anderen zerschuitten, der Behauptung B, (7) zuwider.
Wire nun eine zweite Komponente U’ mit der Begrenzung

—
(,—1, a,) vorhanden, so wtirde der Bogen @, ,a, in der Baumkurve

T’ enthalten und wir hitten [a::u,, — (@, a,)] C U’y woher, nach
Definition von U,, U’ = U, folgt, unserer Annahme zuwider. Damit
ist (25) vollstindig bewiesen.

Sei jetzt U eine belichige Komponente von C— [{a,} -~ (b)]
und ¢ ein Begrenzungspunkt von U. Zuerst beweisen wir, dass
g=F b ist. In der Tat, ist g=>5, so nehmen wir einen beliebigen

Punkt peU und nach 5, (7) gilt dann pb(C U (5). Nach 5, ()

gibt es einen Punkt a, so dass ab(Cpb-a,bC (U (B)]- o b ist.

Nach (22) erhilt man daraus unmittelbar, dass fast alle Punkte
a, im Bogen ab also auch in U enthalten sind, gegen die Annahme,
dass U eine Komponente von C— [{a,} -} (b)] ist.

Da offenbar g e [{a,} -} (b)] ist, so gilt notwendigerweise q=a,
Sfiir ein v’ =0,1,2,...

Nun gilt U= U, im Falle #’'=0 und U=U,y, oder U==U, im
Falle n'Z>1; sonst wire, wie leicht ersichtlich, im Falle n' =0
der Punkt a,=¢,(C) von mindestens zweiter Ordnung in C, den
Formeln (20), (21) und 5, (7) zuwider; und im Falle #' > 1 wire
a, ein Verzweigungspunkt von (), im Widerspruch mit der For-
mel (23).

Damit ist auch (26) bewiesen.

Wir setzen nun:

(27) Bn= ﬁn= Un + (an——lv an)s (5] ('Bn) = Ay, e!(Bn) = a,, wWo
n=1,23,...

Nach (20), (21), Definition von U, und (27) ist es unmittelbar
zu erkennen, dass die Bedingungen (8), (') und (8”) erfullt sind.
Man schliesst auch leicht, dass B, fir jedes n=1,2, 3,... eine Teilbaum-
strecke von C ist und, dass die Folge {B,},1,5,.. den Bedingungen
6, (4), 6, (5) und 6, (6) fr eine B-Zerlegung von der Menge
C — (b) gentigt. Es bleibt nur 6, (7) zu beweisen.
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Aus der Definition von B, folgern wir unmittelbar, dass jede
der Folgen {Buy)srs.. und {Bsi—1}sw1g,.. 2us zueinander fremden
Teilkontinuen der Baumkurve C besteht und also nach B, (8) eine
Nullfolge ist. Es bildet also offenbar auch -die Folge {B,},.1g,..
eine Nullfolge und es ergibt sich aus a,¢ B, und {a,} — b (nach (24)):

(28) Die Mengenfolge {B,},., .. konvergiert gegen den Punkt b.

Um 6, (7) fur unsere Folge {B,} zu beweisen, geniigt es zu
zeigen, dass keiner der Punkte pe C—(b), in der abgeschiossenen
Hille der Summe aller den Punkt p nicht enthaltender Mengen B,
liegt. Ist nun {B,}., .. die Folge aller p nicht enthaltender Men-
gen B,, so ist nach (28)

£w¢af&ﬁ4m

k=1

und also, da pe C— (b) ist, liegt p in 3 B,, tatsachlich nicht.
k=1

Der Fall (i) des Hilfszatzes is damit bewiesen.

(i) Da keiner der Punkte e,(B), ¢(B) und b zwischen den
zwei anderen die Baumkurve B zerschneidet, so gibt es nach b, (6)
einen zwischen den drei Punkten ¢ (B), ¢(B) und b die Baum-
kurve zerschneidenden Punkt a. Jede Komponente der Menge
B —(a) kanmn also hochstens einen der drei Punkte ¢ (B), &(B)
und b enthalten. Wir setzen:

(29) U, ist die Summe aller, die Punkte ey(B) und b micht enthal-
tender Komponenten von B — (a).

(80) By=Ur="U+(a), &(Bo)=alB) &(B)=a
(81) U, ist die ey(B) enthaltende Komponente von B — (a).
(32) B=U="U+(a) aB)=e&B) aB)=a
(33) V ist die b enthultende Komponente von B — (a).
B34 C=V=V+(), a(C)=a &(C)=b

" Die Baumstrecken B,, B, und C bilden offenbar eine 7'b-Zer-
Jegung von B rel. B
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Wir definieren nun die 7b-Zerlegung von C —(b) rel. C ganz
analog, wie im Falle (i), nur mit dem Unterschiede, dass die im
Falle (i) mit B, (n=1, 2,...) bezeichnete Menge jetzt mit B,,
bezeichnet wird. _

In dieser Weise wird mit Riicksicht auf (30) und (32) die Folge
{B.}rmsys,.. definiert und dann ganz analog wie im Falle (i) be-
+wiesen, dass alle Bedingungen des Hilfssatzes erfullt sind.

Damit ist der Beweis vollendet.

Bemerkung zum Hilfssatze 7: Man erkennt sofort, dass die
Enden von B, (n==0,1,2,...), eventuell mit Ausnahme der mit
&,(B) oder ¢(B) identischen Enden, keine Endpunkten der Baum-
kurve B sind,

Hilfssatz 8: Ist B eine Baumstrecke, so gibt es fir jede na-
tirliche Zahl m eine, aus m Mengen By, B,,..., B, bestchende Tb-
- Zerlegung von B, und zwar mit folgenden Eigenschaften:

() a(B)=¢(B), (By) = ¢,(B) und &,(By) = ¢, (Bry) fiir k=
=12.. (m—1)

i) B, B,=0 fir |ky—hk|=2

Beweis: Es gibt offenbar m — 1 Puukte a,, ay,..., a,_, 80 dass:

. A A
(35) ayee(B)ey(B), appueae(B) fir k=12,..., m—2
(86) e(B)F ayF(B) fir k=1,..., (m — 1) a,9 a, fiir i=kj.

(B7) a ist fir k=1,2,..., (m—1) ein gewihnlicher Punkt der
Baumkurve B.

Man zeigt nun in #holicher Weise, wie beim Beweise des Hilfs-
se?tze:s 7 die Behauptungen (25) und (26) hergeleitet wurden, dass
die in B offens Menge B — {a,} genau aus m Komponenten U,
U,,..., U, besteht, welche folgende Eigenschaften aufweisen:

@38) T="U, + (@), Tp=Un~+ (a,.) und T, = U,
fiir k=2,3,..., (m— 1). + (@) un Uy -+ (@1, a5)

(39) ' e(Bje U, e(B)e U,
Auf Grund von (38) und (39) kann man nun setzen:

(40 By = Fu e (By) = ex(B), e (B,) = ay,
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(41) Bh.= T]-_ka & (Bk) == 0Op-q, e)(Bk)_:‘ aQ fﬁr k= 2; 37" "y (m_ 1))
(42) B, = le, & (B,,,) =0y €3 (Bm) == & (B)

Wie ersichtlich, gentigen die in (40), (41) und (42) definierten
Baumstrecken B, tatsichlich den Bedingungen (y) und (), w.z.b.w,

_Bemerkung zum Hilfssatze 8. Es ist unmittelbar zu erkennen,
dass die Enden von B,(k=1,2,..., m), eventuell mit Auspahme
der mit ¢, (B) oder ¢,(B) identischen Enden, keine Endpunkten der
Baumkurve B sind.

8. Satz 9: Ist A= B —E, wo B cine Baumkurve und E eine
abzihlbare, in B dichte Menge von Endpunkien von B ist, und ist
ferner R ein quasi-Peanoscher separabler Raum, so gibt es eine inner
4 auf B abbildende Transformation ¢?). :

Beweis: Sei (r) eine der Baumkurve B entsprechende Metrik *)
und (¢) eine dem quasi-Peanoschen Raume B entsprechende voll-

" stundige Metrik.

Da R separabel ist, so gibt es in B eine Folge offener und
znsammenhingender Mengen {W,} von der Eigenschaft:

(1) - Fir jeden Punkt peR und fiir jede Umgebung U von p gibé
es ein natirliches n, so dass pe W, C W,C U gilt,
Wir konnen jedenfalls annehmen, dass: -
@) . W=R
Da die Menge E abzshlbar ist, so kann man setzen:
@ E={bJsrn.; kb fir ij

Um die Abbildung @ zu bestimmen, definieren wir zuerst eine
Folge von B-Zerlegungen Z© fiir i=0,1,2,... und gleichzeitig
eine Operation v, die '

(4) jeder Menge B’ Z, w0 i=0, 1, 2,..., eine Menge (B') e {Wa}
2uordnet,

1) Man kann diese Abbildang ¢ so bestimmen, dass auch die zusstsliche Be-
dingung (¢) von 8. 8toYlow, s. die Fussnote )8, 96 erfiillt sei.

-9 d. b, in B definierte und dort einen mit dem (durch die Topologie von B)
voransgegebenen identischen Limesbsgriff ergebende Metrik.
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(5)  jedem Ende (B), wo j=1, 2, B'¢Z® und i=0,1,2,..., einen
Punkt [e(B')} e w(B’) 2uordnet.

Def. II. 1° Wir wihlen in der Baumkurve B zwei verschie-
dene Punkte a, und a, aus, die keine Endpunkte von B sind, dann
im Raume R zwei beliebige Punkte p; und p, und setzen:

B®=B, ¢(B")=ga,, &(B9)=a,
Y(BY=R=W,, ¢[e,(BO)]=p,, w[e(BY)]=p,,

Z© ist die aus einer Baumstrecke BY bestehende B-Zerlegung.

Es ist sofort zu bemerken, dass die hier definierte B-Zerlegung
Z® und die Operation ¢ die Bedingungen (4), (5) und ausserdem
noch folgende Bedingungen (flir ¢ = 0) erfiillen:

(6) Z"® st eine Tb-Zerlegung rel. B,

(1)  Keines der Enden der Baumstrecken aus ZY ist ¢in Endpunkt
vorz B.

2° Hs seien fir ein ¢ >0 die B-Zerlegung Z¥, die Mengen
w(B®) und die Punkte w[e(B®)| fur alle BY ¢ Z" gemiss den
Bedingungen (4), (), (6) und (7) bereits definiert.

Wir nehmen eine beliehige Baumstrecke B® ¢ Z® in Betracht
und setzen:

(8) by, ist der erste in B® liegende Punkt aus der Folge {b,}.

Es gibt gewiss einen solchen Punkt, denn nach (6) und 6, (II)
enthtlt B® innere Punkte rel. B und die Menge E={b,} in B
dicht ist.

Sei {W,} die Folge aller Mengen aus der Folge {W,}, fur
welche

1
) w,,Cy(BY), é(W,) <Z-—:F_‘1’
ist, wo 0(M) fur M C R den Durchmesser von M in der Metrik
(0) bezeichnet.

Da nach (4) ¢(B®) e{W,}, also ¢(BY) in R offen ist, so ent-
hialt die Menge w(B") fir jeden ihrer Punkte eine beliebig kleine
Umgebung und nach (1) folgt es daraus unmittelbar, dass der Punkt
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pe(BY) zu einer Menge W, gehort, also, wegen (9), dass:

(10) WBO)= I W,.
k=1
Bekanntlich gibt es (pach (10) und (), da w(B®) zusammen-
hiingend ist) in der Klasse (Folge) {W,} eine die Punkte ¢[e (B®)]
und, ¢[e,(B®)] verbindende und aus N (N eine nattirliche Zahl)
Mengen (U, Uy, ..., Uy) bestehende Mengenkettet), d. h. dass

- (11) pla (B eUy, ¢[ea(BY)]ely, U Upa =0 fiir j=1,2,..,(N—1), *

(12) Ue{W,y fir j=12,..., N.

Man kann nun leicht alle Mengen aus der Folge {W,} in eine
unendliche Kette {V,} umordnen und folglich haben:

(13) Vu' Vn—{-l#:() ﬁ”‘ n=], 2,...

(14) Die Klasse aller Mengen V, ist mit der Klasse aller Mengen
W,, identisch. ’

Es kann dabei jede Menge aus {W, } beliebig oft in der Kette
{V,} vorkommen. Man kann stets annehmen, dass

(15) V,=U, fir m=12,.., N
Nach (11), (18) und (15) gibt es Punkte p, =0, 1,2,..., N

und Punkte g¢,, n=20,1, 2,..., so dass:

(18) po=9[a(BY)], pn=v[a(BY), pel Up fir j=1,2,..,
(N —1).

(1) o=2[a(BY), g.€Vi-Vop fiir n=1,2,..

Nach dem Hilfssatze 8, der Bemerkung zum Hilfssatze 8 und
nach (7) gibt es eine, aus N Baumstrecken C;, Cj,..., Oy bestehende
Tb-Zerlegung rel. B® von B® mit folgenden Eigenschaften:

(18) ¢ (C)=e(BY), &(Cy=ea(B9), alC)=ea(Cyn) fir
k=1,2,..,(N—1).

(19) G+ C=0 fir |k —k|=>2

1) Vgl z. B. N. Aronszajn, Fund. Math, XV, 8, 228


Yakuza


112 . N. Aronszajn:

(20) Keines der Enden von Cy, k=1, 2,..., N, ist ein Endpukt

von B.
Nach dem Hilfssatze 6, der Bemerkung zum Hi_lfséatze 6 und
nach (20) gibt es fur jede Baumstrecke C, eine endliche Z7b-Zer-
leguag 3, von G, rel. C; mit folgenden Eigenschaften:

@) o< fiir jedes Ce %, und k=1,2,..., N

1
i+1
(22) Keines der Enden der Baumstrecken aus 3z, wo k=1, 2,..., N,

ist ein Endpunkt von B.

Als Punkt aus der Menge E = {b,} ist b, ein Endpunkt von B.
Daraus erhslt man, nach (8), (20) und (22), da die Baumstrecken
C, eine Tb-Zerlegung von B?® rel. BY bilden und, da 3, eine 7b-

Zerlegung von C, rel. C, ist, dass es einen und nur einen Index %,

und eine und nur eine Baumstrecke C%*) gibt, so dass:
(28) b, e OW e,

Nach Hilfssatz 7, der Bemerkung zum Hilfssatze 7 und nach
(28) gibt es eine Tb-Zerlegung {C},.y,s.. von [C* —(b,)] rel
C® mit folgenden Eigenschaften:

(24) ¢(C™)f ¢ (CR)F e (C™) fiir j=1,2, n=2 3,4,...,
(25) e (CP) = ¢, (CHy) fir n=1,2,..,,
(26) Co.CO=0 fir |n,—ny|>2 n +n_2>3
(27) Keines der Enden ¢(C%®), j=1,2, n=0,1, 2,... ist ein End-
punkt von B.
Wir definieren nun die Unterzerlegungen 3, von 3, wie folgt:
(28) 5‘——5, Sir k=1,2,..,N und kk
(29) C B, =[3,— (C%)] + {Oﬁ,“"},,_,,,l, 2
und setzen:
(30) Fir n=34,...: 9(C®) =7V, 34;

(31) Fir jede Baumsirecke Ce3,— {CP, 5, : 9(C)= U,=Vy;

(32) Fiir _;ede Baumatrecke CeBpywo k= 1 2,.... N, kky: 9(C)=
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(83) Fir (C)=1¢(C), wo j=1,2,
P (O)] =pu 1;
(34) Fiir ¢(C)=1¢(C), wo j=1,2,
P[(O)] = ps;

(86) Fir j=1,2, Ce3,, k=1, 2,.
und C== C¥ fiir n=3, 4,.

(86) Fliir n =3, 4,.

Ce3,, k=1,2,..., N:

Ce3, k=1,2,..., N:

,N wo e, (Cy) = ¢{C) F= 6, (C)
[ (C)] =€ V= ['ln

i Pley (055"))] = Gttt WA P[e,(CI)] = g, gy

Setzen wir ferner:

N
(87) 0=Ys,
fm]
so bildet 3 eine Unterzerlegung der Tb-Zerlegung {C,} und, wie

man leicht nach (28), (29) und auf Grund der Definition von 3,
und {C%)} einsieht,

(38) 3@ bildet. eine Tb-Zerlegung von (B” — (b)) rel. BO.

Da die Baumstrecke BY aus der B-Zerlegung Z" beliebig aus-
gewthlt wurde, 8o konnen wir annehmen, dass 3© in der soeben
beschriebenen Weise fiir jede Baumstrecke B"’ aus Z gebildet sind.

Wir setzen nun:

(39) ZEn =2 30,

wo sich 3 auf die 7'-Zerlegungen 3® rel. aller Baumstrecken
BY ¢ Z" erstreckt.

Es ist evident, dass Z“"_eine Unterzerlegung von Z® ist; nach
(6) und 6, (IV) erfullt Z“ die Bedingung (6). Nach (20), (22)
und (27) erfillt ferner Z™" auch die Bedingung (7). Durch die
Festsetzungen (30)—(36) ist dann die Operation % fiir alle Baum-
strecken aus Z“" und ibre Enden gemiss den Bedingungen (4)
und (5) bestimmt.

Damit ist die Definition der B-Zerlegungen Z® fur i=20,1,2,.,
sowie die Definition der Opération y vollendet.

Wir beweisen jetzt einige Eigenschaften von Z® und von ¢.

Zuerst folgt es unmittelbar aus Def. II, 2°, dass:

(40) Fiir jedes i==1, 2,.. ist Z“" eine Unterzerlegung von Z?.
t. XVIL 8

Fund ta Math “
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Setzen wir nun
41) D, = Summe aller Baumstrecken aus ZY,

go folgt es aus (40), dass:

(42) DH—chi; i=0, 11 2,...
Wir beweisen nun folgende Formel:
(43) 4=B8—E=B—{y=[JJD.

im0

Aus (38) und (39) folgtin der Tat leicht durch Induktion, dass:

L=

Es gentigt also zu beweisen, dass kein Punkt 4, zu allen D, ge-
horen kann. Ware nun b, e I D,, so ghbe es fir jedes ¢ eine und
i=0

wegen (7) nur eine Baumstrecke B® ¢ ZY, so dass b, ¢ BY, Nach
(40) wire dann B (C B®. Nach (39), (38) und (8) erhielte man
daraus, dass es eine Folge von Punkten b, fir i=0, 1, 2,... gibt,

wo fir jedes ¢ der Punkt b, die Bedingung (8) erfiillt und B"'H)C'
C B®— (b, ist. Man hutte daraus unmittelbar, dass {#,} eine wach-

sende Folge natiirlicher Zahlen ist, und es gibe also einen Index
iy, 80 dass n, >n’. Fir diesen Index wire aber die Formel (8)
falsch, denn laut unserer Annashme b, ¢ B® gilt. Dieser Wiederspruch
zeigt die Richtigkeit der Formel (43).

Nach (21), (39), (87) und, da 3; offenbar eine Unterzerlegung
von 3, ist, schliesst man unmittelbar, dass:

(44) d(B(")<£i fir BOe¢Z®, i=0,1,2,...
Nach (9), (12), (14), (30), (31) und (32) erh#lt man ferner:
(45) S[w(B9)] <-1§ fir B®eZ®, i=0,1,2,..

(46) st BO ¢ Z0, B0 ¢ 240 ynd BUD C BO, g0 ist $(BED)C
C w(BY).

7 Y(BO) e{W,} fir BYeZ" i=0,1,2,..
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Aus (10), (12), (14), (30), (31), (32) und (40) folgt es unmittel-
bar, dass
(48) Fir jedes B¢ Z? die Gleichheit y(BY)= 3 (B¥D) gilt,
wo sich 3 auf alle diejenige BUHY erstreckt, welche den Bedin-
gungen BED e ZEN ynd B (T BY geniigen.
Wir beweisen jetzt, dass fir jedes i =0, 1, 2,...
(4‘9) Ist ej:(Bgi)) = ejz(Bgi))’ wo jl = 1) 2; jl = 1) 21 Bg”ez"’ und
B e Z9, so ist auch (e (BP)] = wle,(BM).
- Zun#chst ist dies klar nach Def. II, 1° ftir i=0.
Sei nun flir ein i >0 die Formel (49) richtig. Wir zeigen, dass
dieselbe dann aunch fir ¢-+ 1 gelten muss. Wir. setzen:
(80) ¢, (B =g (B{*), f1=1,2, ja=12, B{eZ™,
B ¢ Z6H,
Nach (50) und (40) kénnen wir nun folgende zwei Fille un-
terscheiden :
1) B C B&”, B (C 1;(207 wo BY ¢ ZY, BY ¢ Z("’, und Bi”={= By,
Es muss dann nach (50) der Punkt ¢, (B{tV)==¢,(Bf*") ein
gemeinsames Ende von B und B{ sein, also
6,(BIF) = e,(B{HY) = ¢;,(BY) = ¢, (BY)-

Man erhslt daraus leicht nach (18), (33), (34), (16) und nach der
vorausgesetzten Richtigkeit der Forme] (49) fiir den Index i, dass

Wle (B = wle (BY)) = w4 (BP)] = ¢le(B*),  w.z b w
2) B#HY (C B® und B§Y C BY  far ein  BY e Z9,
Wir nehmen nun in Betracht die in Def I, 2° bentitzten Hilfs-

mengen C,.

Es kinnen erstens die Baumstrecken B{t) und B{) zu zwei
verschiedenen Baumstrecken C, und C, gehoren. Die Indizes k
ind %k, missen dann aber zwei nacheinanderfolgende nattirliche
Zahlen, z. B. k und k-}-1 sein und es gilt folglich &, (BftY) =
= 6y (B§Y) = €,(C;) = €,(Cay), woraus nach (33) und (34):

e (BHN] = p, = (e, (Bf)], W. z. b. W
8*
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Zweitens, konnen B{+" und B@+ zu derselben Baumstrecke
C, gehoren. Im Falle, wo e, (B{+Y) = ¢,(B{*") = ¢(Cy) fur irgend
ein j=1, 2 gilt, ist die Formel (49) wie vorher zu beweisen. Ist
ferner ¢, (C;) =% ¢,(BY) = ¢,(B{H) = &(Cy) und keine der Mengen
B{*" und B+ mit einer Baumstrecke C® fir n2>>3 identisch,
so folgt die Formel (49) unmittelbar aus (35). Ist schliesslich eine
der Mengen B0, B{+) wit irgend einer der Mengen C% fir
n>>3 identisch, so mtissen nach (25) und (26) die Mengen B{) und
B{*) mit zwei nacheinanderfolgenden Mengen CY¥ und C{Y, fur
ein #>>2 identisch sein. Dann folgt aber die Formel (49) im Falle
n>>3 direkt aus (36) und im Falle n=2 aus (35) und (36).

Damit ist die Formel (49) fur alle Fille bewiesen.

Wir definieren nun die zu bestimmende innere Abbildung ¢

Def. 111 Ist a ¢ IT BO fiir eine Folge von Baumstrecken {BY),
lml

wo BY ¢ Z® und BUY (C B9, s0 setzen wir: ¢(a) =§ Y(BY),
Zundchst ist es klar, dass nach (45), (46) und wegen der voraus-
gesetzten Vollstandigkeit der Metrik (g) die Menge j? w(BY) aus
einem und nur einem Punkte besteht. Die Def. III c:fdnet also, fir
jeden beliebigen Punkt a, jeder Folge {BY“} wo a ¢ Il BY ist, einen
und nur einen Punkt @(a) zu. Dabei ist aber der é’:‘nkt @(a) von
der spezieller Auswahl der Folge {B“} unabhingig, denn ist

éeilf? B und a elﬁ By, wo {B{} und {B{} zwei verschiedene ab-
- ()

nehmende Mengenfolgen sind, so gibt es nach (40) gewiss einen
Index iy, 8o dass fiir i >4y BY 3= B ist. Da aber ae B - B fir
jedes i gilt, so gibt es fur jedes i > i, Indizes j* =1, 2 und
F=1,2, 10 dass a=—e) (B{¥)=(BY), also nach (49) p (40 (BY)] =
= y[ef(BY)] gilt, woraus nach (5):

(61) v[e) (BY)) = ¢[ef) (BY)] e w(BY) - w(BY) += 0.

Aus (45) und (51) ergibt sich unmittelbar, dass
BB +eBO) <3 far i>i,

wnd folglioh S(FF w(BY) + 1T v(BY) < dW(BY) 4 w(BY) <3 fue
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jedes i>>1, gilt, so dass die einpunktigen Mengen I P(BYP) und
i=0

m @(BY) identisch sein missen.

° Damit ist die Eindeutigkeit von ¢ bewiesen. ‘
Wir beweisen jetzt, dass die Abbildung ¢ jede Menge A.B?

in die Menge v (B®) iiberfithrt, dass also

(62) @(4:BO)=y(BY) fir jedes BPe¢Z? i=0,1,2,...

Es sei, erstens, ae A.-BY Nach (43) ist also aeD,-B? fur
n=0,1,2,... Nach (41) und (40) ergibt sich daraus die Existenz
einer abnehmenden Folge von Baumstrecken {B{”}, wo a e B{®e¢Z™
fiir n=20, 1, 2,... und B = B ist. Nach der Def. III ist folglich

o(a)= JIf v BE)C v(BY) = w(B),
woraus "
(63) ¢(4- B9 C (B9
Es sel zweitens, pety(BY). Wegen (40) gibt es zunichst
i1 Baumstrecken B, B{’,..., B{™, B{’, so dass:
(64) BP D BPD) .. DB D BY=BY BYeZ® fir k=0,1,.,i.
Da p e (B?) ist, so gilt es gewiss nach (54) und (46):
pew(BE) fir k=0,1,..,1i

Es sei nun die Baumstrecke B® ¢ Z® fiir ein k>i gemitss der
Bedingung p e ¢ (B{) bereits definiert. Es ergibt sich dann nach
(48), dass es eine Baumstrecke B** gibt, derart dass

B+ ¢ Z(‘H"), BEDY (T B®  uynd pe 'P(B(H'l’)-
Wir bezeichnen nun die Baumstrecke B*+) mit Bf**". In dieser

Weise wird eine Baumstreckenfolge {B{®} mit folgender Eigenschaft
definiert :

(65) B® ¢ Z®, BEY C BP und p ew(BY) fiar k=0,1,2,...
Da die Baumstrecken B{® in sich kompakt sind und eine ab-

nehmende Mengenfolge bilden, so gibt es einen Punkt a von der
Eigenschaft: ' ’

(66) . ae]IB{,"CB{,”-”D,=B"’-A.

=0 k=0
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Def. III, (55) und (b6) ergeben dann unmittelbar @(a)=p, wo
aced- B9 ist, woraus
(o7) p(d- B9 Dp(BY).
Durch die Formeln (53) und (B7) ist die Formel (52) bewiesen.
Aus (62) erhalten wir nach Def. II, 1° fur i=0:
©9) Pl)=g(4- B%) = y(BY) =B;

also ist @ eine eindeutige Abbildung von 4 auf E.

Wir beweisen nun, dass ¢ eine stetige Abbildung ist.

Es sei irgend ein Punkt ae A gegeben, Es geniigt zu zeigen,
dass fur jede Umgebung U von ¢(a) im Raume R eine Umgebung
@ von a in der Menge A existiert, so dass ¢(G)C U.

Sei nun i, die kleinste (offenbar existierende) nattirliche Zahl
mit der Eigenschaft:

(69) ,(v@. 3)co

wo S,(p, ) eine Kugel um p mit Radius # in der Metrik (g) be-
zeichnet. Da a ¢ 4, sogibt es nach (43) und (41) (auf Grund von
Bedingungen 6, (6) und 6,(7) ftir die B-Zerlegung Z™) eine endli-
che Anzahl, z B. m, Baumstrecken {B{};.;,.. . mit Eigeuvschaften:

(60) aeBPeZW fir k=1,2...,m
(61) -Der Punkt a liegt im Innern (rel. D,) der Menge b B,
. st

Nach (61) gibt es eine in D, offene Menge G, so dass a e G'C
C 2 Bf®. Daraus ergibt sich, da ae AC D,, dass fiir die Menge

k=1

G = A. (G folgendes besteht:

(62) aeG=4A. G’CA-Z B und @ in A offen ist.

k=1

Nach (60), (62) und (62) erhalten wir:
83)  g@ep(d-BR)=9(BY¥) fir k=12,..,m

(84) q»(G)c«p(A- >y Bw)= D o4 By = 3 u(Bp).

k=l kw1 k1
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Aus (63), (45) und (59) schliessen wir numittelbar, dass
$(BY) C 8, («p(a), -:‘;)CU fir k=1,2,..,m
ist, woraus nach (64)

9(@)C Y vBCT,
k=l

also die Stetigkeit von ¢ folgt.

Wir beweisen schliesslich, dass ¢ eine innere Abbildung ist.

Zu diesem Zwecke geniigt es zu zeigen, dass eine in A4 offene
Menge G in eine in R offene Menge ¢(G) tibergeht. Dies wird be-
wiesen werden, indem wir zeigen, dass ein beliebiger Punkt pe (&)
im Innern von @(G) rel. R liegt.

Da pep(G), so gibt es einen Punkt a e G(C 4, so dass p(a)=p ist.

Da G in A offen ist, so gibt es eine in B offene Menge G, so
dass G = G- A ist. Bezeichnen wir nun mit 4, die kleinste nattir-
liche Zahl von der Eigenschaft:

(65) s (a, zl) Ce,

wo S.(a, ) eine Kugel in der Metrik (r) bezeichnet, so Liegt nach
(44) jede den Punkt o enthaltende Baumstrecke B® ¢ Z™, ginalich
in der Menge @’. Da eine solche Baumstrecke B® gewiss existiert,

so gilt es
p—9(@) e p(d-B9)C p(d- @) =9(6).

Nach der aus (52) und (47) sich ergebenden Formel @(4.B%)=
= ¢ (B®) ¢ {W,} und da die Mengen W, in R offen sind, schliessen
wir, dass p tatsichlich im Innern von @(G) liegt, womit der
ganze Beweis vollendet ist.

9. Hauptsatz. Jede Menge A =B — E, wo B eine Baum-
kurve und E eine beliebige in B dicht liegende abzihlbare Menge von
Endpunkten von B ist, bildet ein universales Urbild fir die Klasse
der separablen quasi-Peanoschen Riume in bezug auf die Klasse
innerer Abbildungen.

Beweis, Nach den Sutzen 5 und 9 gentigt es zu zeigen, da.ss
jede den Bedingungen des Hauptsatzes gentigende Menge A einen
separablen quasi-Peanoschen Raum bildet.
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Die Separabilitdt von 4 ist evident, Dass ferner 4 eine absolute
Gy-Menge ist, folgt daraus, dass wir 4 = B -—F haben, wo B in
sich kompakt und Z, als abztthlbare Menge, eine absolute F -
Menge ist.

Der Zusammenhang von 4 folgt aus der Eigenschaft, dass je
zwei Punkte (q,8)(C 4, die ja in der Baumkurve B durch den
einfachen Bogen ab verbunden sind, sind auch in 4 durch den-
selben Bogen verbunden, da dieser Bogen keinen Punkt von
B — A=_FE (da es lauter Endpunkte von B sind) enthalt. Schlies-
slich folgt der lokale Zusammenhang von A4 daraus, dass der.fur
je zwei hinreichend nahe liegende Punkte (o, 5)(C AC B in der

Baumkurve B existierende beliebig kleine einfache Bogen a b zu-
gleich in 4 enthalten ist.
Der Hauptsatz ist dadurch bewiesen.

10. Schiusshemerkungen: Im Zusammenhange mit den vor-
stehenden Ausftthrungen dringen sich u, a. folgende Probleme auf:

L") Bildet jede (absolute) Borelsche Klasse eine Invariante gegen-
dber den inmeren Abbildungen ?

Eine positive Entscheidung dieses Problems wire eine Verallge-
meinerung des Sierpirnski'schen Satzes ?).

I1.%) Seien E und 7 vollsténdige metrische Riume, 4 (C R, BCT
und ¢ eine innere Abbildung von A4 auf B. Kann man stets die
Abbildung @ zu einer, eine absolute GyMenge 4,C R, ACA4,, in
eine Menge B, C T, B( B, transformierenden inneren Abbildung @,
erweitern?

Die positive Antwort auf diese Frage wirde ein bemerkens-
wertes Analogon zum bekannten Erweiterungssatze von Lavren-
tieff?) darstellen. '

III. Gibt es in bezug auf innere Abbildungen ein universales Upr-
bild fir die Kilasse der Peanoschen Riume?

Ein einfacher Bogen ist gewiss kein solches Urbild, denn jede
innere Abbildung eines einfachen Bogens ist zugleich eine homéo-
morphe Abbildung.

%) Dieses Problem wurde mir von W, Bierpidski mitgeteilt.
1) Vgl. Fussnote 2) S. 97,
3) Fund. Math. VI, 8, 149,
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IV. Durch welche innere topologische Eigenschaften sind die uni-
versalen Urbilde der quasi-Peanoschen Riume in bezug auf innere
Abbildungen charakterisiert?

Es ist zu bemerken, dass die im Hauptsatze definierten topolo-
gischen Gebilde (gewisse Teilmengen von Baumkurven) offenbar
nicht die einzigen universalen Urbilde der quasi-Peanoschen Ritume
in bezug auf innere Abbildungen sind. Aus denselben kinnen in
der Tat andere derartige Urbilde zusammengesetat werden, die aber
geschlossene Kurven enthalten.

Warszawa, August 1930.
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