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entraine la connexité et la connexité locale ) de @y, (P). On obtient
ainsi le

Lemme 2. L'espacs @y,(P) est quusi pdanien.

27. Théoréme. Si Q est un rétracte absolu, Vespace Dy (P) est

quasi-péanien.

Ceci résulte du lemme 2., théoréme 18, 24. et 7. En vertu
du théoréme 2. de 23., on obtient le

Corollaire. Si @ est un rétracte absolu, lespace Do(Q) est quasi-
péanien et séparable.

Le probléme suivant reste ouvert.

Probléme. Les réiractes absolus sont-ils identiques aux espaces
pour lesquels Dol Q) sont des espaces quasi-péaniens et séparables?

) Menger, 1. ¢, p. 94
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Quelques théorémes
sur les ensembles unicohérents.

Par

Karol Borsuk (Varsovie).

Au I Congrds des Math. des Pays Slaves (Varsovie 1929) %)
M. Knaster a attiré l'attention sur le role de la notion topologique
d'unicohérence®) et proposé quelques notions nouvelles qui en dérivent
et qui semblent, & son avis, se préter & Iétude de plusieurs problémes
importants, restés ouverts malgré leur analogie avec les problémes
résolus par les méthodes de la Topologie Combinatoire.

Le but de cette Note est avant tout de la nature méthodologique,
bien que la méthode developpée ici dans l'ordre d’idées proposé par
M. Knaster m’ait conduit & la démonstration d’un théordme trés
général (chap. II) et aux solutions de plusieurs problémes (chap. III).

Tous ces résultats 8) (que j'obtiens d'ailleurs sans avoir recours
aux notions combinatoires) concernent les espaces péanmiens (c.-i-d.
les images coutinues du segment rectiligne) wunicohérents, et méme
plus généralement, les espaces étant des ensembles G4 absolus*) con-

Y) B, Knaster, Hinige Probleme ilber Punktmengen mit Fiapunkten,
Comptes Rendus du I Congrds des Mathématiciens des Pays Slaves, Varsovie
1929, p, 287.

%) P, ex, C, Kuratowski, Fund, Math. XIII, p. 307, ol l'unicohérence est
définie pour les continns, Plus généralement, j'appellerai ’ensemble connexe E
unicohdrent, si pour toute décomposition de K en deux ensembles connexes [
et B, fermés dana E, leur produit K, . E, est connexe,

%) dont le théordme 2, trouve son corrélatif (sous d'autres rapports plus fort)

- dans les théordmes de M. Vietoris et de M. Mayer exprimés et prouvés par

les méthodes combinatoires; of.: Mayer, Monatsh, f, Math, u. Phys., Bd. 36 (1929),
8. 81-—42; Vietoris, Monatsh, f. Math, u. Phys., Bd. 37 (1930), 8. 159—162.

4) c.-h,-d, des sous-ensembles do I'espace complet qui sont. G par rapport
4 cet eapace (voir: Hausdorff, Mengenlehre, 11 Aufl, B. 136; cf. N. Aron-
szajn, Fund, Math, XV, p. 228, note 1)),
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nexes et localement connexes (je les appellerai pour abréger ,espaces
quasi-péaniens®) et unicohérents.

Il semble toutefois que, dune fagon générale, le procédé de ca-
ractériser les ensembles par les propriétés de leurs transformations
continues en d’autres ensembles (par ex. em circonférence etec.) ou
mieux encore, par la fopologie de l'espace ayant ces transtormations
pour éléments?), procédé introduit dans cette Note, peut s'appliquer
avec avantage & un domaine de problémes bien plus vaste; j'en
indique quelques wns & la fin du Chap. IL

Termes et notations.

Etant donné un espace métrique X,

1° o (#, y) désigne pour z, y ¢ £ la distance (suivant la métrique
définie dans E) entre les points x et y.

2° o (4, B) désigne pour 4, BC B la distance entre les en-
sembles 4 et B, c-d-d. la borne inférieure des nombres g (=, )
ol aceA et yeB.

U, £ (4) désigne pour 4 (C E Ventourage ouvert de I'ensemble A
compose de tous les points z ¢ £ tels que g(x, 4) << a.

40 F(A) désigne pour A C £ la fromtidre de A dans E, c.-h.-d.
Pensemble 4« (£ — 4).

5% 8z (4) désigne pour 4 (CE le diamélre de 'ensemble 4,

¢-a-d. la borne supéneure des distances entres les points de cet
ensemble.

6 Gy, c(a, b) désigne pour a,beE et a> 0 la chaine dordre
@ de a b dans Pespace E, c-b-d. une suite finie a,, a4...a,, a,
telle que: ¢, =a, a,,,=b, a,e B et ¢(0,04,) <@ pour §=1,2...n

Je supprime lindice , dans les symboles 19— 6°, lorsqu'il s'agit
d'un espace F fixé d'avance.

70 Si L est un arc simple et #,ye L je désigne par Lz, y]
l'arc simple & extrémités » et y contenu dans L et qui peut se
réduire au point a, lorsque x==y. Ainsi égalité L == L[z, y] ex-
prime que les points z et y sont des extrémités de I'arc L. Je pose
en outre: L(z,y]=Liz, y]— @), Llz,y)= L[z, ) - @) ot L(z, )=
= Lz, y] — (2) — (y). .

!) Cf.op. 195 et suivantes de cetts Note st ma Note Sur les rétractes, ce
volume, p, 152.
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80 J'emploie le terme ,compact* dans le sens de ,compuet en soit.
90 Un ensemble connexe et compact (resp. ouvert) est dit un
continu (vesp. région).
10° Jappelle parcours de p & g dans Vespace E une suite finie
dares simples Ly==L[a, a4y, JCE oh i=12...n a,=p et
tppy=¢- Si en outre p==g¢, je dis que le parcours est ferme.

I. Notions et théorémes préliminaires.

1. Soient K la circonférence de centre 0 et de rayon 1 située
dane le plan des nombres complexes et f(x) une fonction définie
aux points d'un espace métrique E et telle que f(&)(C K.

Admettons que la fonetion f satisfait & la condition suivante:

Condition C. Pour tous x,yek il existe un nombre >0 tel
que (v, y) < n entratne |f(x) — fly)| <1

Pour de telles fonctions / et pour g(z, ) <7, nous désignerons
par @Az, y) Vangle de rotation le plus petit (muni de son signe) que

—v——-—._.) R H
doit effectuer le vectewr 0, f(2) jusqu'd sa coincidence avec 0, f(y). En
raison de la condition €, on a toujours:

2. @z, v)| < g5 p@, ) =0, @2, y) = — ¢y, %)
8. Si x,y,2 tel, o(z,y)<m oy, 2)<n (& )<7 et o(t, 2)<7,
alors @ (2, y) ++ Y, 2) + e, 1) + @it 2) =0,

car, selon la définition de @, (z,y), on a @lz, %)+ ¢y 2+
+ @Az, 1) + @At @) = 0 (mod. 2m).

4. Définition. Pour & <7 jappelle rotation de la fonction f par
rapport & une chaine Cy z(a, b)==(py Ps--- Pat)) le nombre .

Lipy pa oo« Poi) = 2 PAPs Pua)
{m1
Jo désignerai aussi pour abréger Z{p; p; ... Prys) PAE L{C,gla, b)]
Le nombre Z,[C, x(a, b)] sinsi défini posséde les propnétés sui-

vantes; .

B. Htant donndes deuw chatnes (» nombre égal de chainons):

Crop(@, ') = (y Pa -+ Pagr) 08 Cor(@”, V) = (02 - Gpa) O AT,
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la condition ¢(p,q) < 1 pour i==1, 2,...,n-1 entraine U'dgalité

L{C,e(a, 1] — L{ O s(a”, b)) = @rla’ @) — @, (b b").
En effet:
IC e )] — L{Co £(a” )] 351 [Pr(21P41) — PG Qo)) =

= 12"1 [0 (P Prsr) + Pr(Prrainn) + PG 90+ PGP+ P (Prqa) —
— P(Pat Guaa) = @A @) — AV D7),

6. Etant donnée deux chaines (& nmombre quelconque de chatnons)
C. e(a,b) et Coela,b), on a

L{Chsla, b) = L{Cix(@. D) (mod. 27),

7. Lorsque Vespace E est un are simple L= L[a,b] et si les
chaines
G;,L(ay b)=

sont telles que

en vertu de 3.

(Pr Py Prpa) € OQ,L(% b)=(q1 9a--+ Quta)

S(Lipipual) <<n pour i=1,2,..., 2
S(L{gqn])<<m pour i=12.. .,k

(4, b)] et I = L{C},(a,b)] sont égaua.

Démonstration. Pour toute chaine

les nombres I = L[C,

1) Copttpgmig(P1 i) = (@ of... aidy)

on a en vertu de 5:
4

2) PAP: Pigr) = 2 (pf(a/“), aﬁl)-

=1

Oeci établi, je vais effectuer successivement sur Coe(a,b) deux-

transformations conduisant & une nouvelle chaine 0;7,*,_(11, b) qui, tout
en étant composée de points de ‘C,,(4,b), mais ordonnés suivant
leur succession sur L (en allant de a vers b) et non d'aprés celle
dans C,,(a,b), donnera lieu & la méme rotation de la fonction f.

Complétons d’abord la chafne Cpla0) par Pinterposition entre
P: et pyy, de tous les points de 0,7L(a, b) qui se trouvent situés sur
L(p;, piq). en nous conformant & leur ordre de succession sur cet
arc, supposé orienté de a, vers ay,.
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O (e, b) == (pipa... p,r) désignant la chaine ainsi obtenue, on

8 dono pour tous 4 == ji soit Lp; piy) = L[p) pj,.)y soit L(p; Pia) *
- L(p) pr41) =0 ot d’sutre part en vertu de (1):

(8) If[on c(a, )] If[og)l‘(aa bl

Omettons maintenant dans la chaine C{i(a, b) tous les termes
identiques & leurs antéeédents immédiats, de méme que tous les
termes dont les antéeédents et les succddents immédiats sont iden-
tiques. En vertu de 2. et 3, cette dernidre transformation n'altére
pas la rotation de f.

(Pest Pitération finie de ce procédé qui fournira donme la chafne
définisive €, (a. b), pour laquelle on & en vertu de (3):

IOt (a, B) = L[ C,pu(e, B

Revenant & nos chafnes primitives Cyi(a,b) et Cy (a,b), pour
démontrer I'égalité I, ==1,, il est par conséquent légmme d'ad-
mettre que ces deux chafnes ont été préalablement transformées de
la sorte, c’est & dire que l'on a: C; ;(a, ) = 17,_(az, b) et Cpr(ab) =

0”?(“1 b).

Or, 1l suffit & présent de ranger les termes des chaines 0, L(a b) et

pi(@ ) en une chaine G, ;(a,b)==(c; 6. . Cpyy), 0 les éerivant
dans leur ordre de subcesamn sur l'are L[a,b], pour conclure im-
médiatement de (1) que

LG,y (a, b)J==If[

LICyu(a 0] = L{Cpu(a, B)] et L{Cy, £(a,0)), e.q.f.d
Le résultat obtenu permet d’admettre la définition suivante:

8. Definition. J'appelle rotation de o & b de la fonction f sur
un arc simple L = L[a,b] le nombre

Ig (f’ L) = If[ca.L(a‘a b)]

ot Cy (0 ) == (Py Py+.. Puyy) €8t une chaine arbitraire satisfaisant
a la condition O(L[p; pa]) <<m pour i=1,2,...,n
Le nombre l4(f, L) posséde les proprietés suivantes:

9. IL(f, Ly==— I§(f L),
10. 8i ce Li=Lla, b], alors I8 f, L)=TI5(f. L[o, B)+14(fL[e, 5D

11. Siles ares simples L et L' de £ ont les extrémilés commu-
nes a et b, on a I4(f, L)y==Ii(f, L') (mod. 2m).
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12. Si f(x)== const., alors 1t f, L) =0,

13. Si ume fonction h transforme L == L[a, b] par homéomorphie
en L'=L'[a' V) CE ot h(s)=a' et h(b)=10', alors on a IG(f, L=
=Ii(fh L)

Démonsiration. Soit un @, >0 assez petit pour que liné-
galité gx(x,y) << @, ol z,yeL’ entraine l'inégalité dz(L' [z, y]) < .
En vertu de la définition 8, il existe un @ >0 suffisamment petit
pour que la rotation de la fonction composée fh par rapport & toutes
les chaines C,,(a,b) soit égale & IZ(fh, L).

Par suite de la continuité de A on peut supposer en outre que
Yon a pour g, (z,y) < a ob x,yeL:

(L 0r (h(x), h(y)) < 4.

Pour toute chaine Cy ;(a,d) == (P Ps..+ Pasa) O0 & alors:

@ L(hD) =Y ealpra)=_Y oAh(e)h(pa)

i1
Mais selon (1), 8 et par définition de e, on a IY(f,L)=
=‘.§: @, [h () h(puy)l, Aot selon (2): I8(fh, L) = I%(f, L"), e.q.f.d.

14, Si L=L{a,b)JC E et si le nombre positif @ est assez petit
pour que lindgalité o(x,y)<3e onr x,yel entratne lindgalité
8Lz, y)) <m, on a powr tout L' =L'[a'b)C Une(L) 0@ ¢(aa)<a
et o(b,b)<<a:

L L) — L5 f, I) = gdaa’) — @ (5, ).

Démonstration. Soit Cgp(a'd)==(q1¢s..- ¢uyy) une chaine
telle que d(L/[g; gipa]) <7y i==1,2,.., n. Posons p, =a et p,,, =10
et prenons comme p; un point arbitraire de L de maniére & avoir
e(ppSe

Par conséquent: @ (p; pu41) <<€ (1 9) + (9 Get) -+ € (o1 Pa) <3ty
dot 8(L[p;pus) <

Soit Cyq(a, b) == (P ps--. Prys)- Il en résulte d'hprés la définition 8
et 5 que Ii(f L) — IN(f L) = L[Ch(a, )] — L(C.(a' )] =
= @Aa, a’) — g (b,0), e g f d.

15. Considérons maintenant le cas de la fonetion f continue et
définie dans un espace E compact. Par suite de la compucticité de &
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et de la continuité de f la condition C se trouve veérifide et tous

les théordmes démontrés jusqu's présent restent valables pour lo
cas considérs.

En conséquence on a les théorémes suivants:

16. Si la fonction [ définie dans un espace métrique E' est con-
tinue ot si pour chaque t tel que 0 <Ct<C1 il ewiste un arc simple
Li=LJa, b ) C E' ot

1) a, et b, sont des fonctions continues du paramitre t,

2) lim [bornZL?up. o, L,)] =0 pour tout ¢, ¢ [0, 1],

(£ tol >0

alors le nombre I, = It(f, L,) est également une fonction continue
du paramébre t. :

Démonstration, Soit E= 3 L,. Il est facile de prouver que
0t

E est un espace compact. Soient #, ¢[0, 1] et > 0. Soit enfin un
a > 0 assez petit pour que linégalité o(z,y) <3 a ol x,y¢ L, en-
traine linégalité 6(Ly, [x, y]) <.

D'aprés 1) el 2) il existe un ¢, >0 tel que I'inégalité |t — ¢,| < @,
entraine & la fois toutes les formules suivantes: ¢(a, a,) < @,
0(be, bs) < @, |prlag a)| <d & |gulby b)| < e et L, C Uu(Ly). '

On a par conséquent en vertu de 14: I, — I, = g/a, a) —
— @rlby by dob |1, — I < |@slay, |+ |grlby b <& e g £ d.

17. E éant wn arc L == L[a,b] et f une fonction continue, les
conditions f(a) = f(b) et K — f(L) == 0 entrainent Pégalité I5(f, L) =0.

Démonpstration. En vertu de 13, il suffit de se borner au
cas oit L == segment [— 1, 1] de l'axe des ». Envisageons la demi-
circonférence D=E[z=¢¥ ot 0<Cp<{n]?) et soit P le demi-cercle
de frontiére L - D.

Posons f(x) = f(— 1) pour ze . et étendons?) la fonction f
sur P relativement & l'ensemble f(L + D) ==f(L).

L’ensemble f(L) étant un arc simple ou un point, cette extension
est possible 8).

1) le rymbole E || désignant 'ensemble de tous les z & propriété [].
2

1) Voir pour la définition de 'ewtension ma Noto Sur les rétractes, ce vo-
lams, p. 106, 8.- :
3 L ¢, p. 160, 17, Exeuple, et p, 161, 19,
Fundaments Muthematleae 1. XVII 12
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Envisageons maintenant une déformation continue') de L en D,
donnée par la formule:

@)1 —a?) o 0ISY e OS]

Y(x, 1) =
Soit L= (L, ?). Par conséquent L, est un arc simple, le
nombre I, = Iti(f, L) est d’aprés 16 une fonction continue du pa-
ramdtre £ et on a selon 11: L= I, (mod 2x). On en conclut
immédiatement que I, = I,.
Cependant L, = D et f(D)==f(—1),
done I*i(f, L)=1I,=0, ¢ q £ d

18. Soit L,= LJa,b] ot i=1,2... une suite darcs simples
disjoints situés sur L = L[a, b]. Soient f,(x) et f3(x) deux fonctions
continues transformant L en K de fagon que Uon ait:

10) Ibl(fl) Ll) - u[ fls 'L[)i

2°) fi(@) = fs(x)
Alors 18(fy, L) = I&(fy, L).

Démonstration. On peut admettre sans restreindre la géné-
ralité du théoréme que L[a, a)C Lfa, b]. Admettons en outre que
linégalité o(z, y)<<a od z,y ¢ L entraine l'inégalité d(L[x, y])<<7n
et que Pinégalité o(w,y) <<n ol =,yelL entraine les inégalités:
7@ — i) <1 et |fo(@) —folo)| <L

Envisageons une chaine C, (a, b) = (2, 2, ..
conditions:

(i) les ares L[a, ) forment une suite croissante,

(ii) si la chaine C,,(a, b) contient un point d’'un arc L, elle en
contient les extrémités a, et b;.

Soit Ly, Ly, ..., Ly, la suite de tous les ares dont les extrémi-

tés appartiennent & la chaine C,, (a, b). Soient notamment:

d'ott selon 12: I, =0,

o
pour tout xe L — 3 L.
1=1

. @,4;) assujettie aux

Ty = Qg xfl =gy er ey mi,, == akp
et

Lops == by e = bay -5 By 1= 1by,,

o b gy <y Ly <l - < e
1} J'appelle déformation continue de A en B toute fometion 1 (, £) définie

pour xed et 0.t 1, continue par rapport aux dews variables et telle que
P, 0=z ot (4, 1) = B.
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Daprés 8 et 4 on aalors: Ji( f, L) zﬁ'%(x, ,r,+1)=i‘z—'1¢f1 (o, B1y0) -
L]
p-1 1'%1"1
+ ‘Pf, (2, %14) + 2 2 ‘P/. (@ 2,44) + ) 2 % (; Tp41).

Or on a d’aprés (i) ot 20%:

g1

Z‘PA(W i41) “‘2 Pal® Ziga),

l-l 1:-1

2 P (1 Zgr) = 3 Pl xipa),

i), [-nj/,
fpgg {pgr~1

2 Py Zig) = 2 P (27 iy,
inaf, fmjs

ot d'aprés 8, (i) et 19):
Iy

S P (2 Bryy) == Iu,. fl)L) LIir( ]{&!)L)—Z P (% i)

[u[r [-n[

n n
Ces égalités montrent done que I ¢,(r: 24y) = 2 @yl 244),
L0 I=1

d'on I4( f1, L) == IL( f3, L), ¢. q. f. d.

19. Etablissons sur upe courbe simple fermée 2 E le sens
du parcours et soient Ly = Ly[a, b] et Ly == L,[a, b] deux arcs tels
que Q =1, 4 L,, L, L, =(a,b) et que la dlrectlon de a vers b
sur larc L, soit conforme au sens du parcours de L. J'admets alors
la définition suivante:

20. Définition : Jappelle rotation de la fonction f sur la courbe 2
le nombre I(f,92)==I5(f, Ly) 4+ Ii( f, Ly).

Il résulte de 10 que lu rotation I(f, Q) ne dépend pus du choix
des arecs L, et Ly et qu'elle change de szgne avec le sens du parcours

de la courbe L.
Je me servirai des propriétés suivantes du nombre I(f, 2), dont

les deux premibres sont évidentes:

21. Si la fouction f transforme Q par homéomorphie en K, alors

I(f, Q)= + 2m.
12*
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' 22. 8i powr L= Lla, }‘)]CE ona L:8Q="{(ab) et silon admet

sur ‘Q. =L+ L, et Q=1L+ L lesens du parcours colncidant
1 ; o

sur L, et L, avec celui élabli powr la courbe R ==L, 4 Ly, alors

1(f, @=1(f, Q)+ I(f; &

23. f(») btant une fonction conlinue définie pour chaque xe Q

ot telle que KFf(QCK, on a I1(f, 2)=0.

Démonstration. Si f(2) se réduit a un point, la thése
du théoréme résulte de 12. Dans le cas contraire, f(£Q2; est un
arc simple. Posons dans ce cas F(Q)=A4,=A[p;, ps] ot A, =
= K — 4,. 1l existe alors deux points a;,a ¢ tels' que f(a,) =
=p, et f(a)=ps Soient L; lare simple & extrém.ltés a, et a
contenu dans @ et L= — L;. Considérons un point arbitraire
peK— A, 1 existe alors deux points a ¢ @ -— L{’et.b € Q— L, tels:n
que f(a)=f(b) =p, la fonction f passant sur Ly ainsi que sur I;
par toutes ses valeurs. En posant done Ly =L [a, b]C Q et L,=
=0T, ona selon 17: Ii(f, L)y=1(f, Ly)==0, dot [I(f, Q)| =
=|B(f, L)+ L(f, L)l = 0, e. q. £ d.

24. f,(%) et f,(x) étant deuzx fonctions continues qui transforment E
en un sous-ensemble de K de fagon que Uon ait [f (x) — f, (2)| << 1 pour
tout ¢ R, on o I( f1, Q)=I(f;, Q). ‘ ‘

Démonstration. Soient a,be&, =1L, +L,, L, = L,|[a, b
et L, = {,[a, b] ot le sens du parcours de & coincide avec celni
de L; (de a vers b). Il vient:

I(f1, Q=14 f1, L)+ Ii(fy, Ly) et I( fo, Q)=L3( fs. L) +L3(fa, La)
11 existe en vertu de 8 ume chaine C,, (e, b) ==(p, Ps -« Pots)
et une autre G, (b, a)=(¢; ¢2 ... fiya) O

I(f, Q) =2 il Pi i) +2¢f1(9: Qi)

fwl fnl

of n k
Iy Q=2 eumpu) + Y 94l gu)

done ti =1

1 fu@®~I(f, Q) =2 (94 (2: Pa) — @ (P L)) +

o]

+ 2 LA Gir) — Pn(Qt )]

{=1
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Désignons pour « ¢ Q par ¢(z) l'angle de rotation le plas petit

(muni de son signe) que doit effectuer le vecteur &ﬁf:) jusqu’a

——__-_)
sa coincidence avec O, fa(z). Alors: (2 (@) < 3.
Il vient

2 (94 (21 Pia) — P (Prpips)] = Z (94 (01 Pr2) — @ (Pea) +

i=] Jem]
+ (P 2) + (@] + 9 (B2i) — ().
Posons &= @, (p, piya) — @ (Pr1) — @(Pey2 p) + 9(p). On 2 alors
P, =0 (mod. 27) et |@,| < 4n < 2, dodt @, = 0. Done:

n

2 (94 (£: Pipa) — @4( Pis1)] ‘“-:2 D, 4+ @4 (Pats) — P(py) =

Jun] {m]

= @1(Par1) — @ (p1)-
Pareillement:

2 (942 g41) — 94(@:942)) = P(gar) — 9(g0)"

=]
d'od, en vertu de p, = gy, =a et ¢, =p,,, =b on obtient
I(flv ‘Q) “I(fn ‘Q)=O:
e q f d
2b. Soient L,=L,[a,b] o i=1,2,... une suite d'arcs simples

disjoints situds sur Q. Soient fy(x) et f,(x) deuz fonctions continues
trangformant Q en f(Q)C K et telles que:

L 1G(fry L) = I%( f4, L),
2. f1(®) = fy(x) pour tout we.Q—~ED'°Li.

el

I(f @ =1(, Q).
Démonstration. L'application directe de 18 et 20.

On a alors

26. Définition: Si II est un parcours de p 4 ¢ dans Pespace E,
en formules:

II=(L1, L”-.., L,,) ol L,=Li[a,a,+,]CE, i"-—"-:-"172,-..,ﬂ,

G =p 6 a4, ==gq
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jappelle rotation de la fonction [ sur le parcours IT te nombre

I(f, ) =3 I (f, L.

27. Si lon a pour chaque courbe simple fermée Q contenue dans
un parcours fermé II situé dans B

1) I(f, 8)==0,
alors
@) I(f, I)=0.

Démonstration. Soit IT==(Ly, Ly Ly) ol Li=La,0,,)CE
i==1,2,...,,n et a;=a,.
Posons d’abord 7= 2. On a alors:

L, =L,[a, a;] et L,=Ls[asa]

L'ensemble I, — L, est la somme d’une infinité au plus dénom-
brable d'arcs simples ouverts (ou vides) A, == L, (p; g:) 0% p;, qi€ Ly+ L,
et 6(4,)—0.

Soit un &> 0 assez petit pour que I'inégalité ¢(x, y) << 3a ol
@,y ¢ L, entraine l'inégalité 0(Ly[x,y])<<7 Il existe un u asses
grand pour que d(A,)<C e, quel que soit & == u.

Envisageons 'ensemble

L= (L., — Y Lin q;]) + 3 Al

fmit Tt

Il est facile de constater que lensemble I est un arc simple

& extrémités a, et a, et que L U,(L,). On a donc en vertu de 2
ot 14:

(3 1(f, L) =12(/, Ly).
L'hypothése (1} implique en vertu de I'inclusion Ly+-L(C Ly+Ly
que pour chaque courbe simple fermée QC LI, ona I(f, Q)=0.

L'ensemble L. L, contenant un nombre fini de composantes, je
vais démontrer par induection finie que:

@ I2(f, L) = 12(f, Ly).

k désignant le nombre de composantes de L. L,, I'égalité (4)
est évidemment vraie pour k = 1, c'est-A-dire, loxsque L = L,.
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Or, elle est vraie aussi pour k-1, lorsqu'elle Pest pour k.

En effet, L — L, est somnie de k arcs simples sans extrémités,
dont soit A == A[a,b] le premier (en allant de a, vers ay). On a par
conséquent: )

(5) Lia;, a] = Ly[a,, a]

et selon 10:

18(f, Ly) = La(f; Laloy, al) 4+ I(f, Lula, ) + I3 (f, Ly[b, as)),
ot I15(f, L) = I5,(f, Loy, a]) + La( f, Lla, b)) +- I3*( £, L[5, a,)).

Mais selon (8) on a I%(f, Ly[ay, a]) =15(f, Llay, a]) et, l'en-
gemble Q2 == L;[a, b] - L[a, b] étant une courbe simple fermée, on
conclut de (1) que I%(f, Ly[a, b]) =15 (f, L{a, b]), d'ot selon 9:

(6) Ia(fy L) + I f, Dy=Ia(f, Ly — Ia(f, L=
= Ip(f, Ly [b ay]) — I%( f, L[} a,))

Comme 1’ehserr3ble Ly [b, ay] - L{b, a;] contient au plus & compo-
santes, on a par hypothése:

) Iﬁ’(ﬁ Ly [b, as]) 4 I5,( f, L[}, as])==0.

Les égalités (6) et (7) impliquent immédiatement I'égalité (2)
ce qui achéve la démonstration du théoréme dans le cas ob n=2.

Afin de le démontrer pour n>>2 nons allons procéder par in-
duction. .
Soit @ le premier point de larc L, qui se trouve sur L, en
allant de a, vers ay. Alors: I%( f, L)+ I%(f, L) =1I5(f, Li [ana]) +
+ Ia(f, Ly[a, a5)) + I,(f, Lylay, a]) + 12( £, Ly[a, a)).

Le théoréme étant vrai pour n=2, on a I5(f, Ls[ay a]) 4
 I2(f, Ly{ay, al) = 0.

1l suffiit done de démontrer que
udl

®)  I5(f Lulo, a)) + 12(f, Lula, as) + 3 Ten(f, L) =0,

JeaB

Envisageons & cet but Pensemble L = L,[a;, a] + Ls[a, a;], qui
est un arc simple ou se reduit & un seul point. L'ensemble L+
+ Ly+... 4 L,y étant formé tout au plus de n arcs simples qui
remplissent les hypothéses du théordme, on en conclut, en supposant
le théoréme vrai pour le cas de << n ares, que Ia(f, L)+
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+ s Izt f, L) =0, ce qui entraine en vertu de I'égalité: I3(f, L) =
fm=3
= I2(f, Ly[a,, a]) + I2(#, Ly[a, a]) Végalité (8), q. f. d.

28. Si f est une fonction continue telle que K == f(E) C K, on
a I(7, II) =0 pour tout parcours fermé II situé¢ dans E.

Démonstration. C'est un corollaire immédiat de 26, 28

et 27.

29. Etant donnée une fonction continue f(x) qui transforme Parc
simple L= Jia, b] en f(L)C K de manidre & avoir f(a) =1,
f®Y=—1 et —inonef(L) (resp. inon ef(L)), on a I:(f,L)=m=
(resp. IE(f, L)= — m).

Démonstration. En vertua de 13 on peut se borner au cas
ot a=-+41, b=—1 et L = segment[— 1, + 1] de l'axe des z.
Etendons la fonction f sur lensemble K, = E[z = ¢¥; 0

< @< 7] (resp. sur l'ensemble K, = K — K,), en posant f(z)=2
pour tout z ¢ K.

Soit Q=L K, (resp. Q=L K,). Alors — inonef(Q)
(resp. i none f(Q)), d'olt il résulte en vertu de 23 que I(f, 2)=0.
Done I2(f, L) = I3(f, K;) = (resp. I8(f, L) = I3(f, Ky)=—),

c.q f d

Il. La condition nécessaire et suffissante pour que I’espace
quasi-peanien !) soit unicohérent 3).

30. Théoréme. Tout espace quasi-péanien qui west pas unico-
hérent contient une courbe simple fermée qui est son rétracte *).

Démonstrationé). La marche de la démonstration est la suivante: je
définirai dans l'espace E une région I” dont la frontidre est somme de deux en-
sembles séparés V et W ot deux arcs simples Ly=L, [x,x,] et A, ==/, [2,a,] tels

que Lz, 2 )C T, A,z )CE—T ot 2, eV et Z,e W,

1) Voir l'introduction, p. 171—172.

%) Voir la note %), p. 171.

%) Fappelle I'ensemble B(CA rétracte de A, lorsqu’il existe une fonction con-
tinue f définie dans I'ensemble A et satisfaisant aux conditions: 10 f{4) =B,
2° fiflx) =f(x) pour chaque z e 4; ¢f ma Note, ce velume, p. 1563, 2.

f M. Aronszajn m’a fait part qu’il avait obtenu ce théoréme par une
méthode différente.
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Ensuite j'étendrai la fonction f définie par les formules:

f®)==2 pour tout xe¢ =Ly A,
FV)=(z) e f(W)=(2)

sur l'ensemble E relativement & 1a courbe 2. La fonction obtenue constituera ainsi
ane rétraction de l'ensemble E A la courbe 2.

Soit E Despace quasi-péanien non unicohérent, Il existe done une décompo-
sition de E en deux ensembles conmexes A et B:

) E=A+B

@ , 4.B=P+4Q

3 P.Q=0,

ol

4 A, B, P et Q sont fermés dans E et non-vides.

L'espace E dtant un espace métrique, on peut en vertu de (3) entourer P
et Q des ensembles ouverts G' et H’ tels que:

(5 PCG&, QCH' e G .H =0
Les ensembles

(6) R=—A4— (6¢'+ H')

et

(71 S=B—(6"+H'

sont fermés dans E en vertn de (4) et non-vides en vertu de () et de la con-
nexité de A et B. De plas, R.S=0, car R.SCA.B— (G’ H')=0 selon
(2) et (5). 11 existe donc dans B deux ensembles ouverts G’/ et H" tels que:

(8) RC G, SCH" e G H"=0.
Posons:

©) G=6"+4+@H o H=H'+|G+H.

Les ensembles & ot H sont ouverts dans E et on a selon (6), (7) et (8):
ACGet BCH .

Or, E étant par hypothése localement connexe, les composantes des sous-
entembles G et H, ouverts dans E, sont ouvertes!). Aet B désignant respec-
tivement les composantes de & et H qui contiennent les ensembles connexes
A et B, on a donc:

10) AC%CG ¢ BCBCH.
On a, de plus, en vertu de (8) et (9):
1) A BCEE=GF+H

1) C. Kuratowski, Fand. Math. I, p. 43; H. 1 ahn, Fund. Math, IT, p. 189.
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En posant
¥=%.B.¢ ¢ N=X%.B.H,

on obtient donc de (11):

(12 - B=M}N
et do (5):
(13) M.N=o,
14 PCM e QCN.
Or, (5) et (10) donnent:
{15) A-B=%A-B-A}A-B-B=%AB+B.%

d'oly, les onsembles U et B étant ouverts,

A-BCAB « B.ACAD,
done daprés (15): Y. = 3 . B, ot enfn selon (12):
(16) X-B=M+N
D’autre part.
an ’ A-BF0EB8 -7,
car p. ex.I'égalitd Y — % . B (C 5[— N - j_[__l_ J\T) est imnossible en raison
de (13), (14), (10) et de la connexité de 2.

Soient done z,e -ﬁ peP et ge@. En vertu de la connexité locale
de E, il existe) dans ¥ deux ares simples

A=AlpzlCA e A=Aly2]CY
et, par conséquent, un arc simple AC A, 4 A, tel que
(18) A=Aim,nlCY—B ok meMd e neN
La connexité locale de I'espace métrique E implique de plus l'existence de
deux ensembles U, et U, ouverts dans E, connexes ot tels que:

(19 melU, nel, o¢ M4 U,.NFU,=0.

Boit z,, resp. @, le premier point de B — U,, resp. de £— U, situé sur A
(en allant sar cet sre de m, resp. de m, vers n, resp. vers m), Les ensembles
Afm, 2,) et Az, n), resp. les ensembles Aln,2,) et A(x,, m], sont séparés et fermés

) ) N. Aronszajn, Fund. Math. XV, p. 228—241. Cf. aussi C. Kuratow-
ski, Fand, Math, ;V, D. 308 et R. L. M oore, Trans. Amer. Math. Soc. 17, p. 135.
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dane leur somme, Il existe ) donc un ensemble ouvert et connexe %) (une rdgion)

U;CU,» resp. UsC Us, tel que

(20) Alm,2)C U1, resp. Aln,z)C U,
@n ﬁTI A, n] =0, resp. ﬁ; Az, m]=0.

L'ensemble [ == B -+ U]+ U, est donc une région dans E et m,nel. Il
existe par conséquent un arc simple L = L{m, n]CT.

1l existe enfin dans L A[m, 2]+ Aln,x,] un are simple L, == L[z, z,].

Posons Ng = A[x,, z,] et Q= L, A,.

En verta de (20), 2 est une courbe simple fermée ot on & selon (18), (20) et (21):

(22) Q—ACl e¢ Q—LCE-T.

Pour représeuter 2 comme rétracte de E, considérons la fonction f(x) définie
d'abord sur Q- F (") comme il suit:

f@)==x pour xel)
@3) Ho)==, gour zeF(F).M-+4T;
H@) ==, pour xeH(l).N+4 U,

On a selon (16): F(r)ci.ﬁ-}-fr‘;-}- Uy=M+ U+ N+ U;, done
QFFN=F{T;. M+ If;—{—ﬂ-l-F(r)j\"——FU;, oll le premier et le troisiéme
sommande sont d’aprés (19) disjoints et selon (22) leur produit avec (1} se réduit
3 x,, resp. a X,

Or, la fonction f(x) étant continue sur chacun des trois sommandes et prenant
les mémes valeurs sur leurs produits respectifs, elle cst continue dans l’ensemble
0 —F() tout entier,

Soit (), resp. v (x), une fonetion définie par la formule @ () = f(x), resp.
w{z) = f(x), dans Vensemble [F (/)4 0Q]. F=F()- A, (voir (22)), resp. dans
Vensemble [F'(I) 4 Q). (E - )= F( - L,. L’evsemble des valears de ¢, resp.
de 1, est donc formé par I'arc A, resp. par L, La fonction @ (), resp. y(x), admet
par conséquent %) une extension ¢, (x), Tesp. ¥, (x), sur [ resp. sur B — I, relative
4 Ay, resp. & Ly Ces derniéres étant continues et prenant les mémes valeurs sur
T'ensemble | (B — )= F(I"), la fonction f, (x) définie par les formules

fo(x) = @o(x) pour tout ze T
folxi =P, (x. pour tout xeBE - T

est continue dans l'espuce E tout entier ot constitue notamment une extension de
f(x) sar B relative & (0,

On a done f,(x) =z pour tout ze () et f(E)==(), ce qui prouve que Q est
un rétracte de E, ¢, q. f. d.

1) Voir p. ex. K. Menger, Dimensionstheorie, 8. 31.
1) Cf. p. 185, note 1),
%) voir p. 177, note ).
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31. Corollaire. Si un espace quasi-péanien B w'est pas unicohé-
rent, il existe une fonction continue f transformant E en circonférence
K ot une courbe simple fermée QC E telles que I(f, Q)= + 2=,

En effet, ¢ désignant une rétraction de E & une courbe simple
fermée @ C E et h une homéomorphie entre £ et K, la fonetion
f(x) = hg(z) transforme E en K d'une fagon continue et Qen K
par homéomorphie.

On a done, daprés 21, I(f, Q)=

32. Corollaire, ') Tout espace quasi-péanien
est unicohérent.

Cest une conséquence immédiate du th. 30 ¢t d'un théoréme?) d’aprée lequel
tout rétracte d’un ensemble i point invarisnt, l'est également.

+2m e g fd

\

& point. invariant *)

33. Je vais montrer maintenant que certaines déformations, dont
je ferai usage dans la suite, peuvent étre effectuées sur des fone-
tions continues sans compromettre leur continuité.

Si les ensembles {d,} et les fonctions [ et {q,}, oi
, remplissent les conditions:

Lemme.
n=12_..

1) A,C E, ot E est un espace métrique localement connexe,

2) 4,- 4, =0 pour tout nEk,

3) f est définie dans E, continue et Vensemble de ses valeurs f(F)
est situé dans un espace métrigue B,

4) @, est définie sur 4,, continue et @,(4,) C E,

5) ¢,(x)=f(x) pour tout xeF(4,),

8) lim d[g,(4,)] =0,

ﬁlors la fonction @(x) définie pour x e E par les formules:

I) p(@)=g@.(z) pour zed, e n=12....
II) plx)=f(x) pour xe¢E— 3 4,
nw=1
est continue.

Démonstration. En vertu de ) on peut se borner au cas

1) C'est une généralisation du théoréme de M. C. Kuratowski, Fund
Math, X1V, p. 307, concernant les continus péaniens.

7) On appelle ainsi tout ensemble E tel que 'équation x = f(x) admet une
solution pour toute fonction continue f(x) transformant E en un sous-ensemble de E.

3) K. Borsuk, ce volume, p. 155, T.
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ol les ensembles A, sent ouverts dans E. La fonetion @(x) étant

alors d'aprés 4) et I) continue aux points 2, ¢ ¥ A4,, il ne reste qu'a
nel

o0
examiner le cas o %y e £ — 3 4,, dune, selon II), ol

(1) @ () =f(xo)

1l suffit de démontrer qu'il existe pour tout @ > O un entourage
U de z, tel que

Par suite de la continuité de f, il existe un 4, >0 tel que
Pinégalité o(z, x,) < 4,, ot z ¢ B, entraine l'inégalité
3) e[ fl@). flr)] < § .

En vertu de 6) il n'existe qu’une suite finie S densembles 4,
tels que d[g,(4,)]==4 @ Solent {n} ol i=1,2,..., h les indices
des termes de S pour lesquels on a

p@)] << a pour tout xe U.

4) %y € F(4,)

et {m} ob j=1,2,..., k ceux (des autres termes de S) pour les-
quels on a

®) Ap e Uy (o) F0

et .

(6) Q(xO’ Amj) > 0

En vertu de 4) et (1) il existe un 4, >0 tel que linégalité
0z, @) < Ay, ol we A, et i=1,2,.., h, entraine I'inégalité:

(7) Q[‘Pn,(w), f('TO)] < a.

- Soient:
(8) Ay = Ejl; o(@o, Amj’
) 7= Min (4, 4y, 44)

et U celle des composantes de U, (xo) qui contient le point z,. U est
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donce une région dans E') et je vais montrer que U remplit la
condition (2).
oc t
En effet: si we(E— =2 4,)- U, (2) résulte de (3) et si xe U 3 A,
n=1 imp i

n

(2) résulte de (7). Si enfin e U-(4,— 2 4,), pour un certain n,
fm)

on a selon \B) et (9) et par définition de {n}:

10 Slga(AN <3}

Or, comme ze U-4, et xye U—4,, il existe, parsuite de la
connexité de U, un point y e F((4,)- U et on a o[ f(y), f(z,)] << ie
selon (3) et o[g.(y), P.(#)] < § e selon (10), d'od par addition, Piné.
galité (2), q. f d.

34, Théoréme. Pour quun espace gquasi-péanien E so0it untco-
hérvent. il est suffisunt et nécessaire que la votation de toute fonction
continue f telle que f(EYC K ne dépende, sur tout arc simple L (C E,
que des extrémités de L.

Démonstration. La condition est suffisante en vertn
de 32.
Afin de prouver qu'elle est nécessaire, il suffit en vertu de 28
de montrer que I'on a I(f, 2)=0 pour toute fonetion continue f
ot f(E)C K et pour toute courbe simple fermée Q( Z.
Désignons d'une fagon générale, quel que soit £, par P(f), resp.
par N(f) l'ensemble de tous les points x¢ E pour lesquels on a

f@)=1, resp. f(z)=—1 et supposovs que I'on ait par contre

M I(f, @) 0.

Ceci dit, jo vais définir, pour arriver & la contradiction, deux
opérations 7 et 7, dont 7, transformera la fonction f en une
nouvelle fonction f, qui, assujettie, #il y a lieu. & Lopération 7,
itérée, conduira A une fonction £, et & la courbe Q, ayant des
propriétés incompatibles.

Par suite de la continuité de £, les ensembles P( f) et N(f)
sont fermés dans £ et disjoints. Soient 7}, 7y, ..., F,, ... les régions-
composantes de £ — P(f)— N(f).

Formons la fonetion /1 définie sur F de la maniére suivante:

%) Voir p. 185, note 1),
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Lorsque z e £, ou F(I,) C P(f), resp. ot F(F,)(C N( f), soit
f.(z)=1, resp. f(x)==—1. Dans tous les autres cas soit Sr(@)=Ff(x).

En vertu du lem. 33 la fonetion f; remplit également les con-
ditions du théoréme. En outre, la frontidre de toute région-compo-
sante de £ — P(f;)— N(f;) a des points communs avee P(fy) et
N( f;) simultanément.

Remarquons enfin que lon a daprés 256: I{f, Q)= I(f,, Q),
puisque f, () ne differe dans Q de f(x) que sur les arcs dont les
deux extrémités appartiennent soit & la fois & P(f) soit & la fois
a N(f), de sorte que la rotation sur ces arcs s'annule en vertu
de 17, aussi bien pour f que pour f;

Vu la compacticité de la courbe 2 et I'égalité P(f;)- N(f,)=0,

on a:

o[Q- P(f1), & N(f)]>0.

Il v’y a par conséquent dans £ qu'un nombre fini des ares
contigus & P(f;) 4 N(f,) et dont les extrémités appartiennent
respectivement aux deux ensembles P(f,) et N(f).

Ay Ayoo A, ot A, = A, [a,, b,] désignant la suite de tous
les autres arcs-composantes de 2 — P(f,) — N(f}), on a
2) lim 6(4,)=0
et, en vertu de la connexité locale de E, il existe une suite’ de
régions (relatives & K) {U,} satisfaisant aux conditious:

3) A (a,, b)C U,,
@ 8(U) <2 8(4),
®  GCIE—-PfH)—Nf)—2— Y Ul+4.

kin

Ceci dit, soit f, la fonction définie sur Z par les trois condi-
tions soivantes:

(6) @) =fiz), si veE— Y U,
M f!(x) ==fl (@) =/f1(b), si e A, [an, by

Enfin, si e U,— A, (n==1,2...), soit fy(x) la fonction obtenue
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par Uextension, relative & Vensemble K, = fl(ﬁ,,), de la fonction fa
définie dans A, + F(T,) par (6) et (7).

Cette extension est possible, car K, est un are simple, car U, est
connexe et f,(U,) ne contient en vertu de (5) soit le point 1, soit
le point — 1.

En vertn du lem. 83 il résulte de (3) et (4) que la fonetion
f2() est continue. Elle a en outre les propriétés suivantes:

a) le nombre des arcs de Q contigus & P(fy) -+ N(f;) est fini;
il est évidemment pair, soit 2m, et les extrémités de chacun deux
viennent se placer respectivement sur P(f;) et N(fy),

b) I 9 =11, Q)

Le passage de f & f, ('opération 7,) étant ainsi défini, passons
4 la définition de Popération z,.

Il résulte de a) que les ensembles P,=Q.P(f;) et N, =
= Q. N(f,) admettent un nombre fini et égal, A savoir m com-
posantes: .

P=PO 4 POL L P®W g N,=NO4 NO} . | N

qui sont des arcs simples (ou des points) et qui se trouvent

disposées sur Q de fagon que les composantes de P, y alternent

avee celles de N,.

Or, il peut arriver que plos d’une composantes de P,, resp.
de N,, sont sitnées dans la-méme région-composante I" de & — N (/)
resp. de E— P(f;). O’est dans ce cas que nous allons
soumettre la fonction f, & 'opération 7, & définir.

Admettons, par raison de symétrie, que cest le cas

(8) POL PO o PO L PpOCT
qui se présente. Considérons alors deux points

©) eP® g geF®
P

et un arc simple

(10) C=Clp gJCFCE—N(f)?Y.

L'ensemble C — £ est somme, tout au plus, d'une infinité dé-
nombrable d’arcs simples ouverts dont les extrémités appartiennent

*) qui existe en vertn d’un théoréme de M. C. Kuratowski, Fund. Math,
VII, p. 149.
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& & — N(fs) En vertu de (8) et (9) il existe parmi eux un arc
Cy=Cp[a, b] dont les extrémités appartiennent aux composantes
distinctes de 2 — N(f).

Posons: R =1L, + L,, ot L, =1L, [a,8] et Ly = L,[a, b]. Selon
22 la rotation de f; n'est pas nulle au moins sur une des courbes
Q=1L+ G et @=L, + C,. Soit p. ex. I(f, )0

Remarquons que l'on a d’aprés (10): Q. N( fo)=L,-N(fy)
et que cet ensemble ne contient tout au plus que n —1 com-
posantes, puisque celle qui est situde sur Iarc I, de Q vient se
placer en dehors de £,. Ceei établi, nous achevons la transfor-
mation de f,, en effectuant sur elle (relativement & £,) Popération 7,,
Le nombre des composantes des 2, - N(f,) n'étant pas altéré par
cette transformation, la fonction f; ainsi obtenue aura, conformément
4. a) et b), les propriétés suivantes: '

8;) le nombre des arcs de Q, contigus & P f,) 4 N(fy)est pair,
il est K2(m — 1) et les exirémités de chacun deux viennent se placer
respectivement sur P(fy) et N(f,).

b) I(fs 1) 50.

C'est ce pasage d’une fonction f; ayant sur Q les propriétés a)
et b) & la fonction f, ayant sur @, les propriétés a,) et b) qui
sera dit opération 7,.

Il est évident en raison de a,) que Popération 7y, Tepétée
sur f; tont au plus m—1 fois de suite, conduit & une
fonction f, qui, sur sa courbe correspondante £, aura les
proyriétés suivantes:

&) le nombre des arcs de Q, contigus & P( Jo)+ N(fo) est fini,
il est pair, soit 2my, ef les extrémités de chacun d'eux viennent se
placer respectivement sur P(f,) et N(f,).

be) Z(fo, 90) 0, |
cy) Uensemble P(fy) resp. N(f,), coupe E entre tous deww com-
posantes différentes de Ny = N(f,)+Q,, resp. de P, = P( Jo)+ L.

Ceci étubli, reprenons lamarche de ladémonstration.
Si les propriétés ay), b,) et c,) se réalisent déja pour la fonction f,,
posons f, =f, et ;= @, dans le cas contraire, on supposera la
fonetion f; eonstruite & partir de f; par le procédé z, appliqué le
nombre nécessaire de fois,

Fandamenta Mathematicae T. XVII, . 18
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Or, linégalité by) entraine selon 23 l'inégalité m, > 0. Soient
done, dans les deux cas: T une composante arbitraire de P, puis
A, et A, les arcs-composantes de 2, — P, — N, contigus & T et
enfin I, 1a région-composante de E— P( f;)— N(f,) contenant A,.
L'ensemble f,(7}) est dome connexe et, d’aprés linclusion Fy (C
C E— P(f;)— N(fu);il ne contient pas les points --1 et —1.

Par conséquent:

K— Ty =K —f,(Foy= K — f,(T) — fo (By + Ny) =0,

(T + Py + Ny 0.

~ In existe donc un point zeQy — (Fy4 P, -+ Ny) et F(F)
coupe E entre z et tout point y de A, (CJ4. En vertu de I'uni-
cohérence de Lespace quasi-péanien E, il existe!) dans F(I}) un
ensemble 3 fermé dans E, connexe et qui coupe E entre x et y.

d’od selon by) et 23: Q, —

Cependant F(I)C P(f,) + N(fs) et P(fo) - N(fo) =0, de sorte

que lon a: soit T C P(f,), soit TC N(f,). Admettons que
(11) S CPfy)

La connexité de 3 implique en vertu de ¢,) que - P, est con-
tenu dans une senle composante de F,, qui, comme sous-continu
de la courbe simple fermée 2, ne coupe pas cette courbe. Il en
est donc de-méme pour 3.0, car on a 3.Q=23.F, selon ¢)
et (11). A plus forte raison 5 ne coupe pas E entre x et y.

Cette contradiction prouve I'impossibilité de (1), e. q. £ d.

. 8b. Le théoréme précédent montre que dans, un espace quasi-
péanien et unicohérent E la rotation de touts Jfonction continue f sur
un arc simple quelconque L & extrémités a et b ne dépend que de E,

fraehd
Je la désigne donc par I:(f, E) et ;e pose pour le cas o a==b:

I:(f, By=0.

I en résulte aussitdt en vertu de 27 que Lon a pour tout par-
cours II de a & b situé dans l'espace Z:

1(f, ) = I3( £, B).

1) C. KEuratowski, Fund, Math, VIII, p, 149.
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86. L'exemple suivant montre que I'hypothése, d’aprés laquelle 'espace E est
quasl-péanien, est dans le th. 34 essentielle.
En effet, soit £ le confinu composé de circonférence K et d'ensemble des

1\ .
nombres de la forme z = (1 -|—-§) e ot 6> 1. L’ensemble E est unicohérent 1)

ot K est un rétracte de F (par projection radiale), de sorte que, selon 21, la
thése du th. 34 n'est pas vérifide,

87. E et H étant deux espaces séparables. on peut supposer
quils sont métrisédes de fagon & avoir d(F )+6(H)<+oo

Envisageons Vespace métrique By(E)?), dont les éléments sont
des fonctions continues définies dans E et telles que f(E)C H; étant
donnés deux éléments f, et fy de Oy(E), posons:

e(fi, o)) =Suw e[ fi(@): (@)}

11 est remarquable que certaines propriétés de lespace E, se lais--
sent caractériser par celles de Uespace fonctionnel @y (E), Uespace H
étant, blen entendu, convenablement choisi.

Ainsi, pour les continus péaniens, le théoréme 34
formulé p. ex. de la manidre suivante:

peut étre

38. Théoréme. Pour quun continu péanien E soit unicohérent,
il faut et il suffit que Uespace @y(E) soit conmmeze.

Démonstration. 1° La condition est nécessaire. Soit en
effet, C le sous-ensemble de @y (E) composé de fonctions f(z)=
= const.. c’est-h-dire de fonctions qui transforment E- en un seul
péint (d’ailleurs arbitraire) de K. Il est évident que C est homéo-
morphe & K (méme isométrique avec K), donc connexe.

Considérons maintenant une fonction quelconque f(z)e Dx(E) et
un point arbitraire a ¢ £ D'aprés le th. 34 et la définition 35 le
nombre I%( f, E)'.est bien déterminé pour tout # ¢ E par suite
de I'unicohérence de E et-il est borné par suite de la compac-
ticité de Z. Formons la fonction:

fl@) = fla)- ¢ TGP

pour ze B ot O<EC L.

1) ¥oir ’exemple donné par M C.Kuratowski, Fund. Math. VI, p. 148.
1) pour les propriétés générales de @y (E) voir ma Note, ce volume, p. 164—169.
. 13‘
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11 est facile de vérifier que f;(x) est une fonction continue de
la variable z et que pour #, £, ¢ [0, 1] le nombre ¢[ £, (), f,(x)] tend
uniformément vers O avee |#, —%,|. On a enfin:

f@=f@ & f (@)=Ff()

Par conséquent, I'ensemble C, composé de fonections f,(z) oi
0<<#<1 constitue dans l'espace Dx(E) un continu péanien unis-
- sant 1'élément f 4 l'ensemble C; il en résulte immédiatement la
connexité de l'espace @Px(Z). On peut méme démontrer que
D (E) est dans ce cas un espace quasi-péanien.

29 La condition est suffisante. Soient, en effet, @, 'ensemble de
toutes les fonctions f'e D(Z) qui remplissent la condition I(f, 2)=0
pour toute courbe simple fermée Q(C E et @, — & (E) — @,. On
8 @, 50, car CC @, selon 23. Or, si l'on suppose que Pespace
E n'est pas unicohérent, on a aussi @, =0, en vertu de 31.

Etant données deux fonctions arbitraires f, e @, et f; ¢ D, et
une courbe simple fermée Q(C E telle que I(f;,, @) 30, il existe
en vertu de 24. un ¢ Q tel que |f;(x) — f,(z)|>=>1. On a done
par définition 37: o(f,, £,)=1, dot ¢(®,, B,) > 1, ce qui prouve
que l'espace @x(E) n'est pas connexe.

39. 1 est & noter que la condition du théoréme 38 n’éxige,
pour &re énoncée, ancune hypothdse sur la structure de l'es-
pace E (supposé métrique séparable). Cette condition et les conditions
analogues conduisent, par conséquent, & une classification des espaces
métriques séparables basée uniquement sur 'examen topologique des
espaces fonctionnels correspondants et semblent fournir ainsi un
moyen topologique de saisir quelques invariants dont il n’d été jus-
qu'd présent question que, tout au plus, dans des recherches com-
binatoires. _

Dans cet ordre d'idées les problémes suivants me semblent les
plus importants:

Soit K, la surface de la sphére (n+1) - dimensionelle (done
K, =K)

Probieme 1. Quel est pour Uespace E le sens combinatoire de la
connezité de Tespace Oy (E), resp. de Tespace D (B2

Probléme 2. Existe-t-il un espace compact E pour lequel:

1° lespace @p(E) est connexe (vesp. tous ‘les espaces Dy (E) sont
connexes), : '

icm

Ensembles unicohérents 197

2¢ il existe une fonction f ¢ De(E) telle que Pon ait S@)F = pour
tout z ¢ B (absence de point invariant)?

IIT. Applications.

40. Théoréme ). Tout espace composé de deux espaces quasi-
péaniens unicohérents fermés dams lui et domt e produit (non-vide)
est connexe, est lui-méme quosi-péamien unicohérent.

Démonstration. Soient 4 et B les espaces-sommandes, & =
= A+ B et f une fonction continue transformant E dans un sous-
ensemble de la cireonférence K. En vertu du théoréme 34, il suffit

de montrer que la rotation de f sur tout arc situé dans E ne dé-
pend que de ses extrémités.

Soient z ¢ £ et U'(x) un entourage de z tel que 'on ait
Q) | fl@y) — flag)| < pour tous deux points 2y, @, € U'(x).

L’ensemble U’(z)- 4, resp. U’(z)- B, est ouvert dans A, resp.
dans B. Soit U, (), resp. Uy(x), sa composante qui contient le point z.
L'ensemble

@) U(@) = Uy(z) + Us(x)
constitue alors un entourage connexe de z dans E.

Je vais m’appuyer sur le lemme suivant:

41. Lemme. Si L = L[p, q|C E, il eviste dans E un parcours
O=(L, L,... L) de p & g tel. que:

18 L,CA oudien L,C B pour i=1,2,...,n,

22 Ii(f, Ly=I(f ).

Pour démontrer ce lemme, soient

6) U= 3 U),
x6A.B
@) A=@[L-A-B, L-(E~ U)), si L-4-B3=0 et L:(E— U)30
{4——-—1 , 8i L4.B=0 ou L-(E—U)=0.

) Le probléme d'une démonstration nom-combinatoire de ce théordme m’a
6té communiqné comme provensnt de M. L. Vietoris.
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Soit & un nombre positif tel que:

®) n<i

6) olmy)<u enmtraine |flz) —fly)| <<} powr tout =z yelL.
L étant un arc simple, il existe un » > 0 tel que:

(1) olzy)<<v entraine O(Lfz, y]) <<u pour tout =z,yeL.

Etant doonée une chaine queleonque d’ordre », les extrémités
des arcs-composantes de L — A et de L — B qui contiennent les points
de cette chaine forment avee elle une nouvelle-chaine C,,(p,q) =
= (¢, 6 .. Cpyy) Qordre <C#», et qui, supposée ordonnée de fagon
& avoir

Lip,¢] C L{p, e1a] powr i=1,2,..., n

posséde la propriété suivante:
Quel que soit i=1,2,...,n, on a

(8) s0it ¢, ¢y €A B,
9) soit Lfe, cya] C 4
(10) s0it Lle;, ¢yy} C B.

En raison de 10 il suffit, pour achever la démonstration, de
montrer que chacun des ares A= Lf{e,, ¢,,] qui remplissent la re-
lation (8) sans en remplir ni (9), ni (10), peut étre .remplacé par

une somme finie d’arcs é’; (L; + L) formant dans E un parcours
I, de ¢ & cy, et satisfaisant & la condition 1° et & Iégalité
&) Hf, My=1gn(f, 1,
qui entraine la condition 20,
Or, on a d’aprds (7), (6), (8), (4) et (5):
A=Lie, ;) CU

e, garsnite de sa compacticits, A est conteni déjh dans une semme
fl.me 8 de sommandes de (3). Il existe donc dans 4-B une
suite finie de points i, a,,... s T4 telle que

G=2y) s = Ty, AC Ulry) + Us) + ...+ U(&,4),
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U): Uzy) F0 pour towr j=1,2...,p
et ‘

(12) A-Ulx) =50 pour tout j=1,2,...,p41.

Soit aje Ulw): U(zyyn) ol j==1,2,..., p. En raison de la con-
nexité de U,(z), resp. de Up(z), il existe des ares simples: .

- CUi), si ¢ Uy(a),
(13) Li=Lj[, a] {C Usley, i aj non e( ij-(z,),}
et

" T C Uslma), si oy Un(mya),
(14) L' = Lj[a), @] { C Us(®y), si aynone Ujj(xj+1),}’
de sorte que L; et L)’ ‘satisfont & la condition 1°.

Ceci établi, considérons deux points quelconques =,y ¢ S.
Soient done: xe Ulx,) et ye Ulz), ol I1<r<Cp 1 et 1o
<p+1, et, conformément & (12): &' e Ulx)- A ot y' e U, - A.

Les inégalités (7), (6) et (1) donnent alors: :

| fl@) — f)] < | f@) — £@)] +| &) — ) + | ) — )l <
<t+i+i=1

KFf(8)C K

Il en résulte, en vertu de 23, (13), (14) et 27, lorsqu'on pose
In,= (L, L, Ly, Ly, ..., L, L), que

d'ot

If, Iy = 3 (150 f, L)+ Ty f, L= Ign(f; 4),

g1
dest-a-dire précisément I'égalité (11), q. f. d.

42. Pour reprendre la démonstration du th. 40, supposons par
limpossible que l'ensemble E ne soit pas unicohérent. Il existe alors
d'aprés le théoréme 34 une fonction continue f(%) transformant F
daps un sous-ensemble de K et deux arcs L=1L[p, qJC E et
A=A[p, q|CE tels que
(15) I3, L= Ii(f, A).

En vertu du Jem. 41 qui vient d’étre démontré il en résulte

existence dans E de deux parcours II, et II; allant dé p & g et
emplissant les conditions 1° et 2° de ce lemme. Ces deux parcours
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unis forment un parcours fermé
o= (-Lh Lzy ey Ln)

et on a selon (16):

17 {LI = L,[a, az+1] o ay = i1 =P,y
\L;C A oubien LCB,
ag - 1(f, Mo

Or, Texistence dans B, d’un pareil parcours fermé & rotation

== 0 étant impossible en raison de 35 et de I'unicohérence de B,

je vais démontrer, pour parvenir & une contradiction, que son exi-
stence dans 4 -+ B implique celle dans B.
En effet, & désignant le nombre des L, situés dans A — B, on

8 k=01 k en vertu de 85. Parsuite de ordre cyclique des:

indices on peut admettre que
(19) Li+Ly+...4LC A4,

que Ly, non C A et que Ly nonC A (i=1).
Par conséquent, L, C B et L,CB, ok a,eA-B et ay.€4-B

(car 4 et B sont par hypothése fermés dans %), '
L’ensemble 4. B étant connexe, toute somme' d’ensembles ouverts V,

tels que 4-B( 3V, contient une suite finie v,

w Vagerss ¥,
telle que?) T T

t VIJ.V%I:{:O pour tout j=12,.. m,
e

(20) . a eV, ape Vepta-

On peut poser évidemment V.= Uys(@)- Up()?).
Soit

YV, V;H,_l =Us() - Up(a)- Un(@42) + Up ().
Il existe alors?) des ares simples:

(21) {Lfll = LJ:"[xjy .l/i] C UA(‘% A_; == A; [a:,, ?/,] C UB (xj)
' =Ll0mnl CUslew), A7 =47y, 23] C Uplas).

1) N. Ar onszajn, Fund, Math, XV, p. 229, Hilfssatz I,
Y) Voir 40, p, 197, |
%) Voir note 1), p. 186,
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r i
Les arcs I; et L, formant done avee 3L, un parcours fermé

=1
situé selon (17), (19), (20) et (21) dans 4, on a en verta de 35
et de I'unicohérence de A:

@) S L) A+ LM, LN =3 (£ 1.

: Je=1 J=1

Or, linelusion f(4;+ L) C f[U(x)] 55 K entraine selon 28

Pégalité
Ej(f, L)+ L f, A7) =0
et on a, d'une fagon analogue,
Ima(f, L")+ Ly, (i 4)=0.
Les deux derniéres égalités donnent:

DI L)+ Bl f I = Y [By(fs &) + Iyn (£, 47,

Jmi Jm1

d'olr selon (22) et (18):

S T 8) + I (f 40 + 3 13m(f, Ly 0,

J=1 ki1
bien que le parcours obtenu II'=A;, Ay, Ay, AY,., A,,, A, Ly,....,L,)
ne contienne déji — comme le montre sa composition — que

k—i<<k arcs situé dans A4 et non situés dgns B. Par litération
de ce procédé on aboutit done & un parcours fermé & rotation =0
ol tous les arcs sont situés dans B, c. q f d

48. L’exemple suivant montre que le théoréme 40 cesse d'stre vrai, méme
pour les continus, lorsqu'on y supprinie I'hypothése de la connexité locale de E.

Boit K le continu composé de circonférence K, de circonférence K’ concen-
trique avec K, mais de rayon 2 et enfin de deux spirales suivantes:

1 N
z=(1+%~) e otk 0>1 et z=(1+T_T_—0)8.‘9 ol 62>0.

Ces spirales coupent I'anneaun de frontiére K- K’ en deux domaines G et I'
Les ensembles 4 = G et B==I sont dos continus unicohérents et leur produit
A.B est un continu (d'ailleurs aussi unicohérent). Néanmoins le continu ¥ + B
ne Vest pas,
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44. Soient 4 et B deux espaces métriques séparables et 4 X B
leur produit topologique, c. b d. l'espace de tous les couples (z, y)
ol zed et yeB ot ol 'on pose (z, y) = lim (z,, y,), lorsqu'on

a simultanément z = llm z, et y= hm Yn-

Admettons que la métnque dans A X B soit définie par la formule:

(1) el(@, 1), (@, 90)] =V Te @ =P + [e i, 9T
Posons, pour abréger les mnotations:

@ {A,zAx(y) pour yeB,

: =..—(.1:))(B. pour we¢ A.

Jappelle projection du point (x,y) de A X B sur B,, resp. sur
4,,, le point (z,,y), resp. le point (z, y,), et d’une fagon générale
projection d'un ensemble EC A X B sur B, resp. sur 4, len-
semble composé de projections de tous les points (z, y) de E.

Soit enfin f(z) une fonction continue transformant A4 X B dans
un sous-ensemble de K.

45. Lemme. Si A ¢ B sont deur espaces quasi-péaniens et
L= Lp, JCAX B, alors il existe dans A X B un parcours

depag _
H =(Ly, Lyy .y Lny) o, L= L[ ps, p111]
.t que: ‘ ‘
1 Py = (@, y) pour i=1,2,...,n41 et P2i= (s Yipa) pour
i=12,...,n . :

,20 L,(_]_CB et L’ICA’H-I Pmr == 1, 2,.-., n,
8 (A Ly=I(f IO)

Démonstration. En vertu de la compacticitd de L, il existe
un 4> 0 assez petit pour que g (g, y)<l entraine pour z, ye L:

@ [ f(Ll= y) <

Pour tout point z==(2, y)e 4 X B considérons un nombre po-
sitif 2, << .tel que

@ ) —fe)l <4 pour tout 2 ¢ Uy, 1ua(@)

Désignons par U, (z), resp. par U4 (2), la composante de Uy, 4(z),
resp. de Uys,5(v), telle que z ¢ U, (2), resp. que ye U, (2).
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Lensemble U, (2), resp. U,(2), étant ouvert dans 4, resp. dans B,
leur produit topologique, que je désignerai par U(z), est un entou-
rage du point z ouvert dans 4 X B.

Done, si 2 = (2, ¥') e U(z), on a d’aprds la définition de U(2):

)
o(@, ) <%‘ et oY) <7, dott o(22) = o[, 2, (y,¥)] <

<%< A, et par conséquent selon (4)
() () —f(@) <% pour tout 2 e Uz).

Remarquons que lentourage U(2) ainsi défini pour tout zel;
jouit en outre de la propriété (P) suivante:

Etant donnés deux points (vy, yl) et (g, y,) de Ul2), il eviste deu.x
arcs L, et L, tels que:

Ly = L1 [(wl, :‘/l); (xl; yl)] C U(z) . B:a
Ly = Ly [(%1, 43): (%3, 42)] C U(2) - 4,

En eftet, parsuite de la connexité de U/, (2), il existe ¥) un are

Li=1Li[y;, ] CU(2) C B et on n'a qud prendre comme L, sa
projection sur B, . La construction de L, est analogue.

La propriété (P) étant ainsi établie, reprenons la démonstration

du lemme.
Les ensembles U(2)-L ot zeL sont ouverts dans LCéE?L U(2).

11 existe ?) donc une suite finie ¢, 2,...,2, e L telle que:

peU), qeUlz,) et L-U(z)- Ulzyy) F 0 pour i=12,...,

Soient p, == p, Pyass = ¢ €t Pyy N point arbitraire de L-U(z )+
U(z) pour t=2,3,...,n
Posons py,_; == (%, y)) pour i=1, 2,.
pour i==1,2,...,n On a done:
Paiay Paria € U(?i) powr i=12..,mn,

d'od, en vertu de la propriété (P), il existe pour tout i=1,2,...,n
des ares ‘

n—1.

X n41 et py = @0 Yir1)

Lyia[Paisy p2dC U(2)* By,

Ly y= Ly [(@, 1)y (@12 90 1)]
® { . =L, [Pmpam]CU(zt) yig1

Ly =1Ly [(xz,!/1+1)1 (’71+n.'/1+1)]

1) Voir note 1), p. 186.
%) d'aprés le théordme précité de M. Aronszajn.
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On a selon (3), (5) et (6):
S Elpumn )] <§ e OLF(Lus+ Ll <4,
K= f(L[Prs Paeya] + Loiy +L)CK..

d’olr

Il en résulte en vertu de 28 que I'on a poar tout i =1, 2,.., n:

Lt (fs Lipsesy punly = I3, (fs Lney) + I (f, Ly)),
ce qui donne par sommation I'égalité 3° & démontrer.

46. Lemme. Etant donnés deux espaces quasi-péaniens unmico-
hérenis A et B ¢t quatre points

=0, b Py=1(a58), ps=(0a 1) & p,=(ay,b)
de A X B, unis successivement par quaire arcs simples:

Ly =L, [py, 2,) C A,y L, =1, [p2y ps]1 C B,
Ly=1L, [pss ] C 4, L,=1L, [Par »n]CB,;,
on a:
I=I3(f, L) + I5(f, L) + I2(f, Ly) -+ I5(f, L) = O.

Démonstration. Parsuite de l'unicohérence de 4, et en
verta du théortme 84 on peut remplacer, sans altérer I, L par

la projection de L, sur 4,, cette derniére étant un arc cosxtrémal .

avec L,. Admettons donc que L, est lui-méme la projection de I,
sur A4,. Mettons le point p,,= (a,, b,) en mouvement sur Pire Ly
de p, & p,, faisant varier £.de 0 & 1 et désignons par I,,=
Li{p.i p.d la projection de L, sur B,,.

Envisageons le nombre:

L=13 (1, L, [P 2.]) + IS, L)+ 124(f, Ly [Psrpgt]] + Iﬁ',:(f: L.,

En vertu de 16, I, est une fonction continue du paramatre ¢ et
Ton a Ip=1 et, en vertu de 11, I, =0 (mod. 2 7), d’od

(7) I= I1~

Or, I'unicohérence de B, et Pinelusion Ly +L,,C B, donnent
L= I f, L)+ I(f, L) =0, dod, selon (7), I=0, c. q f d

47. Théoréme. A ef B dtant deux espaces quosi-péaniens uni-

cohérents, leur produit topologique A X B est aussi un espace quasi- ,

péanien unicohérent.
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Démonstration. En vertn du théoréme 34, il suffit?) de
prouver que la rotation de toute fonction continue qui transforme
A X B dans un sous-ensemble de K reste constante sur tous les
arcs cosxtrémaux situés dans 4 X B.

Soit un are arbitraire L = L[p, q]C 4 X B, ol p="(ay, b,) et
g = (as, by), et posons r = (ay b,). Considérons les arcs: I, =
= Ly[p, r]C 45, et L= Lg[r, ] C B, Le point » ne dépendant
que de p et g et les rotations I7(f, L,) et 1( /, L) ne dépendant
(voir 34) que de p et » (vesp, de r et ¢) parsuite de lunicohé-
rence de A et B, il suffit de montrer que:

®) I3(f L) = I;(f, L) + Ii(f, L)

En vertu du lemme 45, il existe en effet dans 4 )X B un parcours
de pag

11=(L1, L,,-.., Lg,) oit L[—-—'—L’[pl,pH_IJ et i:-l, 2,..., 2”

satisfaisant aux conditions 1¢, 2 et 30 de ce lemme, de sorte que

la démonstration de (8) se réduit & celle de la formule:

® D Bn(f, Ly =I;(f, L) + I%(f, Ly).

lm)
Soient & ce but:
rp={(x,4) o i=12...n41,
(10) Ai = Al[ri’ pﬁl—‘l] C Bx,

) = 2 3 ceeg N 1,
A= Allry, 73] C An}l”“” 3oyt
ot

(11) Y =AY [rip) C B, pour i=1,2,..., n.

On a en vertn du lemme 46 pour i=2,3,...n4+1 les
égalités

e (fy ALy + Tt (f, Logy) + L7, (s 4) + I, 49) =0,

1) Que A X B est un espace guasi-pdanien, cela résulte du théoréme, d'aprés
lequel les espaces quasi-péaniens sont topologiquement caracterisés comme loca-
lement connexes et métrisables d'une maniére compléte (voir F. Hausdorff,
Fund. Math, VI, p. 146). Or, il est facile de constater que ces deux propriétés
passent de 4 et B sur 4 X B.
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d’otr par addition:
a1 a4l 1

(12) ZI‘;;QX—I)( 1, 4i) +215§f7_11)(ﬂ Lo a)+ 2 I;ﬂ,._l(fs 4)+
=g i==‘2 i=2

PEE]
+ X 1m(f. Ay =o.
Im2
Comme 7,y = (s, 1) = (a5, b)) =1, on en obtient par uni-
cohérence de A4,, selon 35:
n+l
(13) I, (f A)=I;(f L)
i=2
Drautre part, I'unicohérence de 'ensemble B, donne en vertu

de 35:

(14) Il f, Ay =T (f, A) - T2 (f, L)
et, comme p, =r,: -
(15) By fs AY) = In(f, Ly).

Les égalités (12)—(15) entrainent:

I f L) + 3 B, )+ 3 B (f, L) +

it g . [
+ 3 By, (f L) + X T, (f, A) 4 I2(f; Ly =0,
d’oﬁ fL5 ] Im2
D18 L)+ 3 I (fy L)L, (f, Auye) 1207, L) =0,
=] fe=]

Les égalités 7,.; =7 et p,,,; = ¢, lunicohérence de B,=B,,,
et l'inclusion A,,, C B, +1 de (10) entrainent I'égalité:
Lgit,(f, Awis) + I2(F, Zs) =0,
Les deux dérnidres égalités donnent:

2n

D15 L)+ L, L)+ I2(f, Ly =0,

Pl

cest-b-dire l'égalité (9), e q. £ d.
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48, Corollairet). Le produit topologique de deux continus péa-
niens unicohérents est wnicohédrent,

49. Théoréme. Pour tout continy C qui nest pas unicohérent o
qui est situé dans un espace métrique séparable E, il existe dans E
une région U contenant C, mais ne comtenant aucun sur-continu péa-
nien de C qui soit unicohérent.

Démonstration: Le continu C pn'étant pas unicohérent, il
existe une décomposition C=4 B 4.B=P =+ Q, o 4 et B
sont des continus et P et  sont des ensembles compacts non-vides.

. Soient o(P, @)=0>0 et 0 << 4 0. Envisageons I'ensemble
Upe(P 4 @) On a en vertu de la connexité de 4 et B:

M. M=A4—TU, P+ Q%0
et
@) | N=B— U (P+ Q)50.

Les ensembles M et N soot done compacts et disjoints. Il en
résulte que o(M, N) =g, > 0.
Soit U= Up (M + N)-4 Upe(P+ Q) o1 0 <f <Min(} oy, @).

L'ensemble U ainsi défini constitue une région entourant C. Or, on a:

®) U= Ty o) + Ups) + Uy o(P) + U, 2(Q),
@) Ug,e(M) - Upe(N) =0,
®) Uoe(P) + U () =0.
Soient: ¢’ un continu péanien tel que CC 0" C U] e P, ye @ et
©) By= O [UsP)F Uy e+ U, 2]
M By =G - [Ups(P) + Uee(@)+ Uy (V)]

Les formules (1) et (2) impliquent que A(C R, et BC By. Done
« et y appartiennent & une seule composante de R, resp. de R,
ouverte dans (. Ils existe par conséquent deux arcs simples L,
et L, tels que

(8) Ly =Lz, y) C R, et Ly=L,[z, y]C R,

1) Ce corollaire constitue la solution positive du probléme posé par M. C,

Kuratowski, Fund. Math, XV, p. 867
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f désignant une fonction continue définie dans U, (P-4 Q) par
les formules:

f@)y=1 pour zeU,(P) et f(x)=—1 pour ze U,r(Q),
il existe ) des fonctions:

(&) qui est une ertension de f(x) sur R_l relative & Tarc K, =
= E[z=¢%; 0 << 0 1] de la circonférence K,

P(x) qui est une extension de f(x) sur R, relative & Vare K=
=K —K,.

Les ensembles R, et R, étans fermés dans E et les fonctions
@ et 1 étant continues et prenant les mémes valeurs sur l'ensemble

B, -B,= U, :(P)+ U, :(Q) selon (4), la fonction f,(z) définie par
les formules .

foi@) =9 pour zeR, e f,(x)=yp(x) pour zeR,
est continue.
On obtient done en vertu de 29:
E(fiLy==n e Ii(f L)=—m,
d'o il résulte d’aprés le théoréme 84 que le continu C’ n’est pas

unicohérent, ¢, q. f. d.

60. Corollaire. Le produit d'une suite décroissante de comtinus
péaniens unicohérenis est un continu unicohérent.

51, Le terme ,péaniens® dans Phypothése du corollaire est essentil.
En effet, les continus C, =EE=(1 +%) el9; 021{[ forment une saite dé-
z

croissante de continus unicohérents ayant pour I'ensemble-limite la circonférence K,
Llexemple suivant montre que l'on ne peut mon plus remplacer dans ce co-

rollaire le terme ,continus péaniens* par celni d',espaces quasi-péaniens*,
Soient dans I'espace euclidien 4 3 dimensions: W l'ensemsble des poinis

P+y<1, 0<a<,
et Vx celui des points

a;l-{.y’<]_z %<z§:1 ot n=1,2,...

1) Voir ma Note Sur les rétractes, ce volume, p. 160, 17, Exemple, etA
p. 161, 19,
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Soit Cp=W —V,. On déduit facilement des théorémes 40 et 47 que les
ensembles C, sont des espaces quasi-péaniens unicohérents, tandis que I'énsemble

C:I?C,., qui se compose de points
=1
Btyr=1, 021

n'est pas unicohérent.

52. Le corollaire 50 permet de distinguer parmi les continus
unicohérents une classe ® des ceuz qui sont des limites des suites
décroissantes de continus péaniens unicohérents,

Le probléme suivant me semble mériter intérét:

Probléme 3. La classe &*) coincide-t-elle avec celle des conti-
nus C pour lesquels les espaces Py (C) sont connexes?

!) Dans le cas des continus plans la classe & comcide avee celle des con-
tinus qui ne coupent pas le plan,

Varsovie, Juillet 1930.
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