98 L. Kantorovitch: Fonctions presque partout continyes.

Remarque I. M. M. Feldstein et Sierpiniski¢) ont posé le
probléme suivant: Existe-t-il une fonction de deuxidme classe qui
ne soit pas la limite des fonctions presque partout continues? Ce
probléme a été résolu par M. Zalcwasser®). D'aprés le corollaire,
la solution affirmative de ce probléme résulte de I'exemple connu
d’une fonetion de deuxidme classe qui n’est équivalente & aucune
fonetion de premiére classe.

Remarque I1. Dans le corollaire, nous avons énoncé que l'dqui-
valence de la fonetion F(z) & une fonetion de premitre classe est
nécessaire pour qu'elle soit représentable dans la forme (1).

On pourrait croire, que cette condition est suffisante aussi; or,
il en n'est pas ainsi, comme le montre l'exemple suivant:

Soit E un ensemble @, de mesure nulle, tel que CE est I'en-
semble de premidre catégorie. Désignons par F(x) la fonction cara-
ctéristique de l'ensemble E, c'est-h-dire, posons

1 dans E
F(x) = { 0 dans CE.

Nous démontrons que la fonction F(z) n'est pas représentable
dans la forme (1). En effet, #'il en était autrement, il existait une
fonetion @'(x) du type (G,), équivalente & F'(z) et telle que &(z)>=>
2 F(@). Or, l'ensemble E, = E(T(z) > ) DE étant du type F, et
de deuxiéme catégorie, il aura forcément une mesure positive m E, > 0
fat, par conséquent, &¥'(x) n’est pas équivalente & F(x). Done, il est
impossible qu'il existe une fonetion ¥(z) remplissant les conditions
du théoréme au debut, ce qui prouve notre assertion.

‘) Fund. Math., t. 1, p. 224, probléme 10.

§) Cest signalé dans les Fund. Math. t. IV, p. 869. [L’exemple de M, Zalc-
wasger est la fonction caractéristique d'un ensemble F, qui, en méme temps que
son complémentaire, est de mesure positive dans tout intervalle, Rem. de la Rédaction),
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Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche.
Neue Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre.

Von

Ernst Zermelo (Freiburg i. Br).

In der folgenden Arbeit handelt es sich um die Untersuchung
der ,Bereiche, bestehend aus Mengen und Urelementen, in denen
die ,allgemeinen“ Axiome der Mengenlehre (die ,Zermelo-Fraen-
kelschen Axiome® mit einer Erginzung) erfillt sind, und um den
Nachweis, daB ein solcher ,Normalbereich“ bis auf isomorphe Ab-
bildungen bestimmt ist durch zwei Zahlen, durch die Muchtigkeit
seiner ,Basis* d. h. der Gesamtheit seiner ,Urelemente” (die keine
eigentlichen Mengen sind) und durch seine ,Charakteristik® d. h.
den Ordnungstypus aller in ihm enthaltenen , Grundfolgen“ oder aller
in ihm durch Mengen vertretenen Ordnungszahlen. Es wird gezeigt,
daB diese beiden Zahlen unabhingig von einander beliebig gewihlt
werden konnen, sofern die ,Charakteristic“ den Bedingungen einer
,Grenzzahl“ gentigt, nimlich gleichzeitig eine ,Kernzahl® oder ,re-
gulire Anfangszahl“ und ,Bigenwert“ oder ,kritische Zahl einer
gewissen ,Normalfunktion® zu sein. Die schrankenlose Fortsetzbar-
keit der transfiniten Zahlenreihe gestattet danach die Darstellung
der Mengenlehre in einer ebenso unbegrenszten Folge wohlunter-
schiedener ,Modelle“. Und eben die scharfe Unterscheidung zwi-
schen den verschiedenen Modellen des (nicht-kategorischen!) Axio-
mensystems sichert uns auch eine befriedigende Aufklirung der
pultrafiniten Antinomien®, indem immer die ,Unmengen“ des einen
Modells sich als eigentliche ,Mengen“ darstellen im nichstfolgenden
wie in allen hoheren Modellen.

Als Hilfsmittel der Untersuchung bieten sich einmal die ,Grund-
folgen“, nimlich die in jedem Normalbereich vorhandenen einfach-
ston Vertreter der verschiedenen Ordnungszahlen, und zweitens die
»Entwickelung“ des Normalbereiches, seine Zerlegung in eine wohl-
geordnete Folge getrennter ,Schichten®, wobei die einer Schicht
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angehtrenden Mengen immer in den vorangehenden ,wurzeln¥,
sodaf ihre Elemente in diesen liegen, und selbst wieder den folgen-
den als Material dienen. o

§ 1. Die konstituierenden Axiome.

Das unserer Untersuchung zugrunde liegende Axiomensystem der
Mengenlehre ist im Wesentlichen das ,Zermelo-Fraenkelsche¥, ntimlich
das durch das Fraenkelsche ,Ersetzungsaxiom® erginzte System
meiner Axiome von 1908 *) mit der Abdnderung. daf einmal mein
»Unendlichkeits-Axiom“ als nicht zur ,allgemeinen Mengenlehre
gehdrig weggelassen und andererseits das ,Axiom der Fundierung*
hinzugeftigt wird, wodureh ,zirkelhafte“ und ,abgriindige“ Mengen
ausgeschlossen werden. Demgem#B bezeichnen wir als ,erghnates
ZF-System“ oder abgekiirst als ,ZF'-System“ die Gesamtheit der
folgenden Axiome: :

B) Axiom der Bestimmtheit: Jede Menge ist durch ihre
Elemente hestimmt, sofern sie tiberhaupt Elemente besitzt,

A) Axiom der Aussonderung: Durch jede Satzfunktion
f(x) wird aus jeder Menge m eine Untermenge m, ausgesondert,
welche alle Elemente » umfasst, fitr die f(z) wahr ist. Oder: jedem
Teil einer Menge entspricht selbst eine Menge, welche alle Elemente
dieses Teiles enthult 1),

P) Axiom der Paarung: Sind ¢, b irgend zwei Elemente,
8o gibt es eine Menge, welche beide als Elemente enthals.

U) Axiom der Potenzmenge: Jeder Menge m entspricht
eine Menge llm, welche alle Untermengen von m als Elemente
enthalt, einschlieBlich der Nullmenge und  selbst. An die Stelle
der ,Nullmenge*“ tritt hier ein beliebig ausgewshltes »Urelement v,
' V) Axiom der Vereinigung: Jeder Menge m entspricht
eine Menge &Sm, welche die Elemente ihrer Elemente enthilt,

E)Axiomder Ersetzung: Ersetst man die Elemente 2 einer
Menge m eindeutig durch beliebige Elemente ' des Bereiches, so ent-

¥) Math. Ann, Bd. 65, 8. 261—281.

1) Die Satzfunktion flx) kann hier ganz beliebig sein, wie anch die Erset-
zungsfunktion in E), und alle aus ihrer Beachriinkung auf eine hesondere Klasse
von Funktionen gezogenen Folgerungen kommen fir den hier angenommen Stand-
punkt in Wegfall. Eine eingehends Erinterung der , Definitheitsfrage® in Ausohluf
an meine letzte Note in dieser Zeitachrift (Fund. Math, T. X1V, 8, 389~3844) und

an die kritischen ,Bemerkungen des Herrn Th. Skol bend
’ . t T. —
341) behalte ich n;ir vor, o ehendoxt T X7 5867
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bilt dieser auch eine Menge m', welche alle diese 2/ zu Ele-
menten hat.

F) Axiom der Fundierung: Jede (rtickschreitende) Kette
von Elementen, in welcher jedes Glied Element des vorangehenden
ist, bricht mit endlichem Index ab bei einem Urelement. Oder, was
gleichbedeutend ist: Jeder Teilbereich T' enthilt wenigstens ein
Elemeut #,, das kein Element ¢ in 7 hat. ,

Dieses letzte Axiom, durch welches alle ,zirkethaften“ nament-
lich auch alle ,sich selbst enthaltenden®, tiberhaupt alle ,wurzel-
losen“ Mengen ausgeschlossen werden, war bei allen praktischen
Anwendungen der Mengenlehre bischer immer erfillt, bringt also
vorliufig keine wesentliche Einschrinkung der Theorie.

Auf die ,Unabh#ingigkeit“ der Axiome kommt es uns hier nicht
an: bei geeigneter Fassung liefe sich etwa A) aus E) ableiten oder
P) aus U) nod E). Das ,Auswahl-Axiom* ist hier nicht ausdriick-
lich formuliert, da es einen anderen Charakter hat als die tibrigen
und nicht zur Abgrenzung der Bereiche dienen kaun. Es wird aber
ungerer ganzen Untersuchung als allgemeines logisches Prinzip zu-
grunde gelegt, und namentlich wird auf Grund dieses Prinzipes ifn
Folgenden jede vorkommende Menge auch als wohlordnungs-
fuhig vorausgesetat werden. :

Dieses Axiomensystem BAPUVEF, das wir als das ,ZF"-System“
bezeichnen wollen, nehmen wir hier zum Ausgangspunkt und be-
zeichnen als einen ,Nor.ialbereich“ einen Bereich von ,Men-
gen und ,Urelementen*, der in Bezug auf die ,Grundrelation”
aeb unserem ZF'-System genligt. ,Bereiche“ dieser Art, ihre ,Ele-
mente¥, ihre ,Unterbereiche®, ihre ,Summen und ,Durchschnitte
werden wir dabei nach den allgemeinen mengentheoretischen Be-
griffen und Axiomen gemau wie Mengen behandeln, von denen
sie sich auch in keinem sachlich wesentlichen Punkte unterscheiden,
wir werden sie aber immer nur als ,Bereiche* und nicht als ,Men-
gen“ bezeichnen zur Unterscheidung von den ,Mengen® als den
Elementen des betrachteten Bereiches.

§ 2. Die Grundfolgen eines Normalberéiches und seine Cha-
rakteristik. )

Als ,,G}*undfolgc“ bezeichne ich eine wohlgeordnete Menge, in
welcher jedes Element (mit Ausnahme des ersten, das ein , Urelement”
sein muf), identisch ist mit der Menge aller ihm vorangehenden Elemente.
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So entstammen dem Urelement » die Grundfolgen

go =1 g1 ={uh = {w, {u}y 95 = {wy {uah {, {ulhs
und so fort nach der Regel
oy =9o + {9} und gy==2 gy, Wenn & eine Limeszahl ist.
p<a

Allgemein ist eine Grundfolge eine durch die &-Beziehung geordnele
Menge, die dann wegen F) auch wohlgeordnet sein muf, und es gelten
fur sie u. a. die folgenden leicht zu verifizierenden Sttze:

1) Jedes in einer Grundfolge enthaltene Element ist Element
aller folgenden und enthilt alle vorangehenden als Elemente.

2) Jedes Element sowie jeder Abschnitt einer Grundfolge ist
gelbst eine Grundfolge.

3) Aus jeder Grundfolge entsteht eine neue, wenn man zu ihren
Elementen die Menge selbst als letztes Klement hinzuftgt: g'=g-{g},
wobei ihr Ordnungstypus gerade um 1 vermehrt wird.

4) Aus jeder Menge 7' von Grundfolgen mit identischem An-
fangselement u entsteht durch Vereinigung eine neue Grrundfolge
ST, welche die Elemente von 7T’ simtlich als Abschnitte und auber
sich selbst als Elemente enthult. Auch hier ist der Ordnungstypus
der neuen Grundfolge der auf die der gegebenen nichstfolgende.

B) Von zwei verschiedenen Grundfolgen mit identischewn Anfangs-
element ist immer die eine Abschnitt und Element der anderen.
Némlich immer diejenige vom kleineren Ordnungstypus, die wir
dann auch einfach als die ,kleinere* bezeichnen wollen,

6) Ist u ein Urelement und r eine nach dem Typus ¢ wohlge-
ordnete Menge in einem Normalbereich, so enthiilt dieser Bereich auch
eine der Menge r shnliche Grundfolge g, mit u als Anfangselement.

Angenommen n#mlich, der Satz sei richtig fir alle Ordnungs-
zahlen ¢ < @, so gilt er auch fir ¢==a. Denn entweder ist =1
und g, hat den Typus §, dann hat nach 3) ¢ den Typus f+ 1=e.
Oder ¢ ist Limeszahl, dann ist die Vereinigung X g, aller g, fur
f <o nach 4) selbst eine Grundfolge und zwar vom Typus a, da
jeder ihrer echten Abschnitte selbst ein g,<Cg, ist.

7) Die Gesamtheit aller in einem Normalbereich P enthaltenen
Grundfolgen g, mit gemeinsamem Anfangselement « bildet einen
wohldefinierten Unterbereich &, von P, und die entsprechenden
Ordnungszahlen « einen wohldefinierten Abschnitt Z, der Zahlen-
rethe vom Ordnungstypus s, aber der Bereich P enthilt keine
»Menge“ w, die alle diese Grundfolgen zu FElementen hutte, und
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ebenso wenig eine wohlgeordnete Menge vom Ordnungstypus i,
sondern n ist lediglich die vbere Grenze aller in P durch Men-
gen vertretenen Ordnungszahlen. Anderenfalls ergibe sich die be-
kannte ,Burali-Fortische AntinomieX,

Die so definierte Ordnungszahl s, die hier als ,Grenzzahl oder
,Charakteristik” des Normalbereiches bezeichnet werden soll, ist
aber nicht willktirlich, sondern muf, um ,Grenzzahl-Charakter® zu
haben, gewissen Bedingungen genilgen. Es sind dies die folgenden:

I) Jede Grenzzahl hat ,Kernzahl-Charakter* d. h. sie ist eine
yregulire Anfangszahl“, ntimlich keiner kleineren ykonfinal®?).

Wire nimlich 7 konfinal ¢ <7, so enthielte der Abschnitt Z,
der Zahlenreihe einé Teilfolge vom Ordnungstypus ¢ bestehend
aus Zahlen a, <<z, dio keinem echten Abschnitte Z, <<Z, ange-
horten. Jeder dieser Zahlen e, entspriche dann in P eine Grund-
folge g,, vom gleichen Ordnungstypus, und auch die Vereinigung
aller dieser g, twhre nach 4) wicder eine Grrundfolge g, des Nor
malbereiches, wihrend doch ihr Ordnungstypus « =lim q, = 7 seia
miiBte nach der Annahme. Also ist = eine ,Kernzahl® oder eine
yregulire Anfangszahl und zwar, wie wir sehen werden, eine solche
zweiter Art“, eine ,exorbitante“ Zahl. (Hausdorff a.a.0.5.131) Wiire
pimlich % = w,,, so wire noch @, <7, und der Bereich enthielte
eine Grundfolge g, von diesem Typus sowie die zugehorige Pg-
tenzmenge m=1g,, von der Kardinalzahl m>o,, also mzZo, ,=n
im Widerspruch mit der Definition von 7.

Wire nun die Oantorsche Vermutung erwiesen, daB die Potenz-
menge Um immer gerade die niichst hohere Machtigkeit habe, so
wirde aus m <7 auch immer folgen 2™ <(7n und jede ,exorbi-
tante“ Zahl 7 wire auch , Grenzzahl“ eines N ormalbereiches). Da aber
tatstichlich diese Frage noch unentschieden ist, so brauchen wir zur
Charakterisierung der ,Grenzzahlen“ noch eine weitere Bedingung,
die hier mit Hilfe einer gewissen ,Normalfunktion® 4) hergeleitet
werden soll.

Ist & eine beliebige im Normalbereich vertretene Ordnungsza.hl,
go enthult dieser aufler der Grundfolge g, Wegen U) auch eine

%) Vorgl. ¥. Hausdoxff, Grundatge der Mengenlehre, 1. Aofl. Kap. .IV § 4

% Vorgl. R. Baer, Zur Axiomatik der Kardinalzahlarithmetil, Math. Zeitechr.
Bd. 29, 8. 882 £ und die FuBnote %) auf S. 382.

4) Hausdoxff a a 0. Kap.V, 3,8.130, Beziiglich der hier verwendeten beson-
deven Normalfunktion w (£) vergl. auch A.Tarski, Tund, Math. T.VIL 8.1—15.

3
Fandamenta Mathematicae, T, XVI.
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Grundfolge mit dem Index £* = @(§), der Anfangszahl der Zahlen-
klasse, die zur Kardinalzahl 2§ gehort. Diese Funktion ¢(£) ist zwar
poch keine Normalfunktion, da verschiedenen Argumenten £ gleiche
Funktionswerte entsprechen konnen. Wohl aber gelangen wir zu
einer solchen durch Iteration von ¢ in folgender Weise, indem wir
festsetzen :

D) ¢0)=0 2)p(E+1)=ypE*=0yp() 3) v(@) = 1;2: P(E)
wenn o eine Limeszahl ist. Hierdurch wird die Funktion « fir be-
liebige Argumente £ eindeutig bestimmt, und auch die Bedingungen
einer Normalfunktion sind erfullt. Denn aus e <C8 folgt immer
a-+1<C8 und daher durch transfinite Induktion

() <y(a)ff =y(a+41) < p(B),

sowie aus 3), dad allgemein lim v(a,)=1w(lim a,), die Funktion
also auch ,stetigt ist, Durch unsere Funktion w(£) wird aber nicht
nur die ganze Zahlenreihe shnlich und stetig abgebildet auf
einen Teil derselben, sondern auch jeder einem Normalbereich ent-
sprechende Abschnitt Z_ auf einen Teil von sich selbst. Ist
nimlich @ <7, so ist auch y(a) <@, wie durch Induktion gezeigt
werden soll. Angenommen, es sei stets Y(£) <z fur alle £<<aq,
so ist auch (4 1)=1y(&* <<m, weil doch der Normalbereich
mit jeder seiner Mengen m auch ihre Potenzmenge Lim enthalten
soll, also (@) <<z, wenn o von erster Art. Ist aber ¢ eine Limes-
zahl, so entsprechen den Elementen der Grundfolge g,, die ja selbst
Grundfolgen g; von kleinerem Typus sind, eindeutig die Grund-
folgen g, <<g,; diese letzteren sind also nagh E) selbst Elemente
einer Menge in P, und ihre Vereinigung Ig,, ist nach 4) selbst
eine Grundfolge g, des Normalbereiches. Hier ist aber ¢ = lglin (&) =

=1(a) und daher, wie behauptet, (a)<<z Wire nun <P (7) =

=1i<m Y(a), so ghbe es bereits ein <<, fiur welches w(e) >n
a7 .

wiire, im Widerspruch mit dem Bewiesenen. Somit ergibt sich denn

als zweite Bedingung:

II) Jede ,Grenzeahl® oder ,Charakteristik“ eines Normalbereiches
ist gleichzeitig cin , Eigenwert* oder ,kritische Zahl® wunserer oben
definierten Normalfunktion (€.

Diese beiden Bedingungen, denen jede »Grenzzahl“ gentigen
muB, sind im Wesentlichen von einander unabhingig, sofern man
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in I) ausschlieflich den Kernzahl-Charakter postuliert. Dag es keine
Kernzehl erster Art sein kann, folgt dann unmittelbar aus der
zweiten Bedingung: ftir zwei auf einander folgende (transfinite)
Anfangszahlen ©, und o,y ist nimlich w,<w,4 1<, und
daher
Vo S 0F SP(0,) = (0, + 1) < ¢(o,4),

also @,; gewil kein Eigenwert der Normalfunktion. Dagegen wire
nach der Cantorsche Vermutung, fiir jede ,exorbitante* Zahl, jede
pKernzahl zweiter Art® als solche schon die zweite Bedingung
erfullt ®). Denn in diesem Falle wire ¢(£) = w; ftir alle trans-
finiten £ und mit £<s auch immer w, <7, die Normalfunktion o,
hutte Eigenwerte <, und # als Limes aller dieser Eigenwerte
wire selbst ein Eigenwert 7= w_. MuB anch diese Frage als .vor-
laufig uneuntschieden gelten, so wird sich doch im Folgenden nach-
weisen lassen, dafl die beiden fiir die ,Grenzzahl® aufgestellten
Bedingungen auch hinreichend sind, daf nimlich jede beiden
Bedingungen gentigende Zahl m in der Tat als Charakteristik eines
Normalbereiches auftreten kano.

§ 3. Die Entwickelung des Normalbereiches.

Als ,Normalbereich“ bezeichneten wir jeden den ZF'-Axiomen
geniigenden Bereich von ,Mengen und ,Urelementen“. Ein solcher
Normalbereich kann auch Teilbereiche besitzen, die selbst schon in
Bezug auf die zwischen ihren Elementen geltende e-Relation den
Axiomen gentigen, also Normalbereiche sind. Hierither gilt nun zu-
niichst der folgende

Hilfssatz., Ein Teilbercich M eines Normalbereiches P ist selbst
¢in Normalbereich, wenn er 1) mit jeder seiner Mengen m zugleich
deren Elemente enthilt, und wenn er 2) jede Menge m des Normal-
bereiches P enthilt, deren similiche Elemente x in M liegen. Umfafit
M auferdem die ganze ,Basis® des Gesamibereiches P, so ist er mit
diesem identisch.

In dem angenommen Falle. sind nimlich die ZF"-Axiome, so-
fern sie fur P gelten, auch ftir M erfulll, namentlich wegen 2)
auch U) und V). Das ,Ersetzungsaxiom“ E) muB dabei nattirlich
g0 verstanden werden, daB die Elemente z', welche die Elemente
ersetzen sollen, wieder dem Teilbereich M angehsren miissen. Im

% Vergl. Baer a, a. O, wie in 3),
3+
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besonderen Falle, wo M die ganzen Basis umfaft, enthilt der Rest-
bereich R == P — M kein einziges Urelement, und jedes seiner Ele-
mente wire eine Menge r, deren Elemente, da sie nach der An-
nahme nicht alle in M liegen, wenigstens teilweise wieder in R
auftreten miissen — im Widerspruch mit dem Axiom F).

Dagegen kann sebr wohl ein Normalbereich mit kleinerer Basis
Q' C @ im groferen enthalten sein. Kin solcher entsteht aus P
durch Beschrinkung auf alle solchen Mengen, deren riickschreitende
Elementeketten m s, smysmy... gemil F) ausschlieflich in Urele-
menten aus @’ enden, ‘

Erstes Entwickelungstheorem. Jeder Normalbereich P
von der Charakieristilc 7w 16/t sich zerlegen in eine nach dem "Typus
n wohlgeordnete von nicht leeren und unter sich elementefremden
aSchichten” Q, von der Beschaffenheit, daf} jede Schicht Q, alle in
keiner friheren vorkommenden Elemente von P umfafit, deren Ele-
mente dem zugehirigen ,Abschnitte* P, d. h, der Summe der voran-
gehenden  Schichten angehiren. Die erste Schicht Q, umfafit dabei
alle Urelemente.

Die Teilbereiche oder ,Abschnitte® P, werden nimlich durch
transfinite Induktion definirt vermdge der Festsetzungen:

1) Py= Q=@ umfasse die gauze Basis, die Gesamtheit der

Urelemente. '

2) Poyy=F, 4 @, soll alle in P, ,wurzelnden“ Mengen von P

enthalten d. h. alle diejenigen, deren Elemente in P, liegen.

8) Ist o eine Limeszahl, so bedeute P, die Summe oder Ver-

einigung aller vorangehenden F; mit kleineren Indizes §<< a.

Vermdge dieser Festsetzungen ist jedes P, und schlieBlich auch

P,=23 P, eindeutig bestimmt durch die vorangehenden und gentigt

alm

den Forderungen des Theorems, sofern sich nachweisen laBt, dall P,
mit P identisch ist. Dabei enthalt jede Schicht Q— P,,,— P, im.
wer die Grundfolgen g, vom gleichen Index, wie durch Induktion
gezeigt werden kann. Denn g, = w liegt in Qo = P, und gils die
Aussage filr alle kleineren Indizes § < e, so liegen dlle Elemente
von g, . die ja selbst Grundfolgen gp 8ind, in vorangehenden Schichten
Qp und damit auch in P,, g, selbst also jedenfalls in P,,,, aber
nicht in P,, da es sonst einer Schicht Qp angehorte, die schon ¢

also ein Element von g, enthilt, im Widerspruch mit der Koxr:
struktion. Also liegt auch g, in Q., und diese Schicht ist nicht leer,
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Um nun den obigen ,Hilfssatz¢ auf den Unterbereich P, von P
anzuwenden, betrachten wir eine Menge » des Normalbereiches,
deren Elemente simtlich in P, etwa r, in der Schicht ¢, liegen
mbgen. Diese Ordnungszahlen «,, die nicht alle verschieden zu sein
brauchen, bilden dann eine wohlgeordnete Menge vom Typus o<,
da ihre Michtigkeit nicht griBer als die von » sein kann. Da aber
7 als ,Grenzzahl“ nach I) keiner kleineren konfinal ist, so besitzen
alle diese «, eine obere Schranke o<z, und alle r,, die Elemente
von 7, sind schon in P, enthalten, » selbst also in P,,, und damit
auch in P,. Der Unterbereich enthdlt also alle in ihm ,wurzelnden“
Mengen von P, sowie alle Elemente seiner Elemente und ist, da
er zugleich die ganze Basis umfaft, mit dem zu entwickelnden Nor-
malbereich identisch, womit der Beweis unseres Satzes vollendet iat.

Bezeichnen wir als ,Einheitsbereich“ einen Normalbereich mit
der ,Basiszahl 1% d. h. einen solchen, der einem einzigen Ur-
element entstammt, so gilt tber seine Entwickelung der folgende Satz:

Zweites Entwickelungstheorem. Bei der Entwickelung
cines Einheitsbereiches hat jeder Abschnitt P, die Mdchtigheit von
(), enthilt aber nur Mengen von kleinerer Kardinalzahl, wihrend
die entsprechende Schicht Q, bereits Mengen dieser Mdchtigheit ent-
hiilt. Jeder Abschnitt erster Art Py, enthilt als Mengen alle Unter-
berciche des unmittelbar vorangehenden Py, jeder Abschnitt zweiter Art
alle vorangehenden Abschnitte und deren Unterbereiche. Der Eitnheits-
bereich selbst hat die Mdchtigheit seiner Charakteristik 7t und enthdlt
als Mengen alle seine Unierbereiche von kleinerer Michtigheit.

Der Beweis wird wieder gefuhrt durch transfinite Induktion
unter der Annahme, daB die tiber P, aufgestellte Behaupting zu-
treffe fur alle kleineren Indizes <, was fir f=1, P,=4¢,
(1) =1 sicher der Fall ist Es sei nun ¢==4§-1 von erster Art
und nach der Annahme habe P, die Machtigkeit von Y(B)<ylm)=n
und enthalte nur Mengen von kleinerer Kardinalzahl als ¢(§), nimlich
alle kleineren Abschnitte und deren Untermengen. Dano enthalt Po=
= Py Q; gewib alle Untermengen von P; und auch nur solche,
da jede Untermenge eines kleineren auch Teil des groBeren ist. Also

ist P =P, von der Muchtigkeit pa=2W>=E(ﬁ+1_)f?p”(E),
enthilt aber nur Mengen mit Kardinalzablen <C¢(8) <v(a) .Da-
gegen enthult die zugehtrige Schicht @, eine Menge von dieser
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Kardinalzahl %(a) <7, nimlich P, selbst als Menge, die ja nach
dem Ersetzungsaxiom in P vorhanden sein muf; aber auch keine
grofere, da @, nur aus Untermengen von P, gebildet ist. Ist fer-

ner o eine Limeszahl <7, also P,=3 P, die Summe aller klei-
p<a ,
neren Abschoitte P,, die nach der Annahme die behaupteten Eigen-

schaften besitzen, so enthilt auch P, als Elemente nur Untermengen
solcher Bereiche P, und zwar alle diese Untermengen, da jede
Untermenge von P, schon im folgenden Abschnitte Py, als Element
enthalten ist. Alle diese Mengen haben dann Kardinalzahlen nicht

grofer als w(B) <<w(a), und die Muchtigkeit des Abschnittes P,
selbst ist gegeben durch

Fir jedes ¢ <# hat dann auch die Schicht ¢, die behauptete

Eigenschaft, Mengen von der Kardinalzahl (a), aber keine gréBeren
zn euthalten, nsmlich P, selbst und seine Untermengen. Fir a =mn

aber ergibt sich ebenso als Muchtigkeit von P der Wert lim y(a)==
o<

7

=1y(m)=m, Jedem Unterbereich von kleinerer Muchtigkeit als 7
entspricht dann in P eine #quivalente Grundfolge und daher nach
E) auch eine Menge, die alle seine Elemente umfaft. Fttir Einheits-
bereiche, aber keineswegs fir beliebige Normalbereiche gilt
also das v. Neumannsche ,Axiom“, wonach nur solche Teilbereiche
pzu groB wiren, um als ,Mengen® auftreten zu konnen, welche
von der gleichen Muchtigkeit sind wie der Gresamtbereich ¢). Durch
die Beschrinkung auf ,Einheitshereiche® wirde aber die Mengen-
lehre jhre Anwendungsmoglichkeit zum groBten Teile verlieren.

Aufgrund der gewonnenen Erkenntnis konnen wir jetzt die Ent-
wickelung eines beliebigen Normalbereiches so abindern, daB
in jede ,Schicht“ @, nur solche Mengen aus P aufgenommen wer-
den, deren Kardinalzahl nicht groBer ist als im Falle des Einheits-

bez:eiches, nimlich < y(e). SchlieBlich kommen sie doch alle an die
Relhe,‘ da fur ¢ <7 auch immer (@) << (%) = ist und wegen
= 1:?:; ¥ (a) jede Zahl ¢ <7 von einem Funktionswert w(a) tber-

§) J. v. Nenmann, Die Axiomatisierang der Mengenlehre, Math, Zeitschr.
Bd. 26 8. 669—752.'1928. Hier handelt es sich um das Axiom IV, 2, das a. & O
insbesondere auf 8, 677 f, erdrtert wird,

3
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troffen wird. Die so entstehende ,kanonische“ Entwickelung hat
nun den Vorzug, daf die Absonderung jeder einzelnen Schicht Q,,
unabhingig vom Gesamtbereiche und dessen Charakteristik, allein
bestimmt wird durch ihren Index und durch die ,Basis“ des Nor-
malbereiches, daf also bei gegebener Basis die Entwickelungen fiir
die verschiedenen Grenzzahlen im Anfang immer iibereinstimmen,

Drittes Entwickelungstheorem. (Satz der ,,kanoni-
schen‘‘ Entwickelung). Jeder Normalbereich mit der Basis Q 1603t
sich zerlegen in eine mit Q beginnende wohlgeordnete Folge getrennter
» Schichten Q,, wobei wieder jeder Schicht die Summe der vorangehenden
als, Abschnitt* entspricht und jedes Q, alle diejenigen Unterbereiche des
zugehorigen Abschnities P, als Mengen enthilt, die noch nicht im Ab-
schnitte selbst liegen und.keine griflere Mdichligkeit haben als ().
Diese letzte Finschrdnkung fillt weg im Folle des ,Einheitsbereiches®,
wo ,freie* und ,kanonische" Entwickelung ibereinstimmen. Bei der
pkanonischen® Entwickelung ist jeder solche Abschnitt P, selbst ein Nor-
malbereich, dessen Index © den Bedingungen I, Il einer ,Grenzzahl*
genigt.

Der Beweis ist analog dem der ersten Entwickelungssatzes. Wie
dort werden zunichst die Abschnitte P, und Schichten @, induktiv
definiert durch die Festsetzungen: . '

1) Pi= Q= 0@.

" 2) Py =P, @, umfasse alle Mengen des Norma.lbereiches_P,
deren Elemente in P, liegen und deren Kardinalzahlen <Cv(a)
sind.

3) Fur jede Limeszahl ¢ sei immer P, = 3 P, die Summe aller
f<a
kleineren P.

Dann sind alle Abschnitte P, und die entsprechenden Schichten
Q.= P,., — P, eindeutig bestimmt fiir alle Indizes <, und P,
ist ein wohlbestimmter Unterbereich von P, der wieder mit P iden-
tisch ist nach dem ,Hilfssatze“, weil er die ganze Basis, die Ele-
mente seiner Elemente sowie alle in ihm ,wurzelnden® Mengen
von P enthalt. Die letzte Bedingung ist auch hier erfullt, da jede
in P, wurzelnde Menge  von der Kardinalzahl ¢ <7 spitestens
in der Schicht ¢, erscheint wegen o<<y(o). '

Nun sei +<Cn eine Zahl von Grenzzahl-Charakter und P, der
ihr entsprechende Abschnitt der kanonischen Entwickelung von P.
Dann enthilt er nach der Konstruktion lediglich Mengen mit Kar-
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dinalzahlen ¢ <C v (a) << ¢(s) = 7, da jede doch einer Schicht ¢, fur
a <<t angehéren muB, Umgekehrt muB auch jede in P, wurzelnde
Menge » wit einer Kardinalzahl <7, weil ¢ eine ,Kernzahl“ ist,
bereits in einem kleineren Abschnitte P, wuarzeln und einem htheren
P, angehoren, wo y nicht grofer zu sein braucht als der Ordnungs-
typus o von 7, da ja o< (¢) ist. Also enthilt P, alle in ihm wur-
zelnden Mengen aus P, deren Kardinalzahlen kleiner sind als 7,
insbesondere auch alle durch ,Brsetzung“ innerhalb P, gebildeten
Mengen. Ist s eine beliebige Menge in P, und wohlgeordnet nach o<z
so ist auch (o) < W(z) =1 sowie 20<C W@ =7(o+1) <7 und
mit » ist auch Us Element von P,. Ist endlich 7, eine nach dem
Typus o<z wohlgeordnete Folge von Kardinalzahlen <%, so haben
sie eine obere Schranke ¥’ <7, weil sonst ¢ konfinal o wire und
keine Kernzahl, und es ist auch Fr,<Cor' <7 d. h auch das

Axiom V) ist erftillt im Abschnitte P, und dieser ist in der Tat ein
Normalbereich. Damit ist zugleich erwiesen, dal die beiden fur

die Charakteristik eines Normalbereiches im § 2 aufgestellten .

Bedirgungen I und II zugleich auch hinreichend sind, daf nam-
lich jede diesen Bedingungen gentigende Ordnungszahl 7 als ,Grenz-
zahl“ eines Normalbereiches. auftreten kann. Vorausgesetzt wird
dabei allerdings, dab diese Zahl = tiberhaupt einem Bereiche angehort,
ftir den die ZF'-Axiome erfilllt sind.

§ 4. Isomorphie und Automorphie der Normalbereiche.

Zwei Normalbersiche P, P’ heiBen ,isomorph¥ wenn sich die
Flemente des einen ein-eindeutig abbilden lassen auf die Elemente
#' des anderen, sodaB jede Grundrelation aeb in dem einen die
entsprechende a’¢b’ in dem anderen nach sich zieht und umge-
kehrt. In isomorphen Bereichen entspricht also jedem Urelement u
wieder ein Urelement «', jeder Menge m eine #quivalente Menge m’,
jeder Grundfolge g, eine Grundfolge g, vom gleichen Index, der
nBasis’ Q eine squivalente Basis @' und die ,Grenzzahlé oder
nCharakteristik® 7z sich selbst. Da@ aber diese beiden letzten Be-
dingungen fiir die Isomorphie auch hinreichend sind, besagt das
folgende Theorem. '

Erster Isomorphiesatz. Zwei Normalbereiche mit gleicher
Charakteristik und dguivalenten Basen sind isomorph, und zwar ist
die isomorphe Abbildung der beiden Bereiche auf einander eindeutig
bestimmt durch die Abbildung ihrer Basen.
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Zum Beweise bedienen wir uns der ,Entwickelungssitze¥, wobei
wir beliebig die ,freie“ oder die ,kanonische Entwickelung“ zu-
grunde legen ktnnen. Wir denken uns also die Basen ¢ und @
der beiden Normalbereiche ein-eindeutig auf einander abgebildet, so
daf jedem Urelement u ein bestimmtes u entspricht, und zeigen
durch Induktion, daB auch jedem Abschnitte P, der Entwik-
kelung von P ein isomorpher Abschnitt P, in der Entwickelung des
anderen zugeordnet werden kann, und zwar eindeutig fur alle
a< 7. Zwei Abschnitte P,, Pé mit verschiedenen Indizes ktnnen
schon deshalb nicht isomorph sein, weil der gréfiere immer Grund-
folgen enthult, denen im kleineren keine shnlichen entsprechen. Nun
nehmen wir an, es sei P, isomorph abgebildet auf P,, was fir
P, = Q, P, = Q" vorausgesetzt ist. Dann werden gleichzeitig alle
kleineren Abschnitte mit abgebildet auf solche von P, und bei
allen diesen Abbildungen wird ein bestimmtes Element x immer
suf dasselbe Element 2’ von P’ abgebildet. Ist nun r irgend eine
Menge aus Q,, so liegen ihre Elemente », alle in P,, und die ihnen
entsprechenden Elemente #, in P, sind nach E) wieder die Elemente
einer #quivalenten Menge »/, da wegen m==n' der Normalbereich
P’ Mengen dieser Muchtigkeit sicher enthalt. Diese Menge »* mufl
auch jm Falle der ,kanonischen Entwickelung* in P, vor-
kommen, aber nicht schon in £, da sonst wegen der Isomorphie
auch die entsprechende Menge r schon in P, lige und nicht in @,.Als
entspricht jedem Element r von @, eindeutig ein solches »* von Q.
und umgekehrt, und auch der Abschnitt P, =P, @, ist ein-
deutig-isomorph abgebildet auf den Abschnitt P,,, des anderen Nor-
malbereiches, Jetzt sei @ eine Limeszahl, und es werde angenommen,
dab fur jedes kleinere §<a der Abschuitt P, eindeutig-isomorph
sei dem Abschnitte P;. Da hier jedes Element z von P, sicher
einem P, angehtrt, so entspricht ihm bei allen diesen Abbildungen
P,, P;immer ein ganz bestimmtes Element z’ von P, und jedesmal,
wo aeb ist, ist auch a’¢d’, da es stets einen Abschnitt P, gibt, der
beide Elemente enthslt. Somit ist auch P, eindeutig-isomorph P,
fur belichige Limeszahlen o<, und wegen P,= P, P;= P sind
wie behauptet, die beiden Normalbereiche selbst eindeutig-isomorph.

Zweiter Isomorphiesatz. Von zwei Normalbereichen mit
dquivalenten Basen und verschiedenen Grenzzahlen m, m' ist stels der
cine isomorph einem kanonischen Abschnitie des anderen. ‘
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Ist nimlich @~¢@ und #/>m, so ist nach dem Hdritten Ent-
wickelungstheorem* 8. 89, der ,kanonische Abschnitt¢ P, da =
oine Grenzzahl ist, ein Normalbereich, der mit P die gleiche Cha-
rakteristik und eine iquivalente Basis hat, also nach dem vorigen
Satze mit P isomorph.

Dritter Isomorphiesatz. Von zwei Normalbereichen mit
gleicher Charakteristik ist immer einer isomorph einem (echten oder
unechien) Unterbereich des anderen.

Es sei P ein Normalbereich und @' (C @ ein Teil seiner Basis.
Dann betrachten wir die Gresamtheit aller solchen Elemente von P,
bei denen jede riickschreitende Kette von Elementen s m, smyams ...
entsprechend dem Axiom F) mit einem Urelement in ¢ endet, so
erfillt dieser Teilbereich P’ von P alle Bedingungen unseres ,Hilfs-
satzes* im § 3. Erist also selbst ein Normalbereich mit der gleichen
Charakteristik 7, weil er alle aus @' entspringenden Girundfolgen
von P enthlt, und ist isomorph jedem Normalbereiche P von glei-
cher Charakteristik 7, dessen Basis ¢/ mit @' Hquivalent ist. Aus
der vorausgesetzten Vergleichbarkeit beliebiger Mengen ¢, @ folgt
dann unmittelbar die Behauptung. ‘

Die ,Struktur“. eines Normalbereiches, d. h. das, was er mit
allen isomorphen gemeinsam hat, oder sein ,Modell-Typus wird
nach dem hier Bewiesenen bestimmt durch zwei Zahlen, durch
die Muchtigkeit seiner Basis q und durch seine Charakteristik m,
von denen die erste, die ,Breite“ des Normalbereiches beliebig
gewihlt werden kann, wihrend die andere, seine ,Huhe“ die im
§ 2 angegebemen Eigenschaften einer ,Grenzzahl“ besitzen mu.
Diese ,Modelltypen“ bilden also eine zweifach wohlgeord-
nete Mannigfaltigkeit von der Beschaffenheit, daf ein Modell-
typus immer dann einem Bestandteile eines andéren isomorph ist,
p< p, wenn gleichzeitig  q<{q und #<{n’' d. h. wenn beide
bestimmenden Zahlen des einen kleiner oder gleich denen des
anderen sind. :

" Da die isomorphe Abbildung zweier Normalbereiche auf ein-
ander, wo sie existiert, nach dem ,ersten Isomophiesatze® ein-
deutig bestimmt ist durch die Abbildung ihrer Basen, so folgt,

daB eine isomorphe Abbildung eines Normalbereiches auf sich selbst,

also ein, ,Automorphismus® nur mdglich ist durch ,Permutation*
seiner Basis, ftir ,Einheitshereiche“, die nur ein einziges Urelement
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enthalten, daher unmdglich ist. Ebenso entsteht eine isomorphe
Abbildung eines Normalbereiches £ auf einen Teil P von sich
aus jeder Hquivalenten Abbildung der Basis @ auf einen ihrer
Teile @, wenn die Basis selbst unendlich ist. Es entspricht
nimlich, wie wir beim Beweise des letzten Satzes sahen, jeder
Teilbasis auch ein normaler Teilbereich P’ von gleicher Cha-
rakteristik 7, insbesondere auch jedem einzelnen Urelement u ein
zugehoriger ,Einheitsbereich?, und #quivalenten Teilbasen entspre-
chen isomorphe Teilbereiche, die man in Analogie mit der Kor-
pertheorie als ,konjugierte“ bezeichnen kann. Somit ergibt sich der
folgende

Automorphiesatz. Automorphismen d. h. isomorphe Abbildun-

gen eines Normalbereiches auf sich selbst entsprechen eineindeutiy

den dquivalenten Abbildungen der Basis auf sich selbst und sind daher
aur miglich bei einer Basiszahl q>> 15 alle Einheitsbereiche sind ,mo-
nomorph®. Die Gruppe aller Automorphismen ist isomorph der zur
Basis gehirenden Permutationsgruppe. Auch ,Meromorphismen® d. h.
isomorphe Abbildungen des Normalbereiches auf einen Teil von sich
entsprechen den eineindeutigen Abbildungen der (unendlichen) Basis
auf dquivalente Teile.

§ b. Existenzfragen, Widerspruchslosigkeit und Kategorizitiit.

Unsere besherigen Betrachtungen setzen die Existenz von »Nor-
malbereichen? verschiedener Beschaffenheit voraus und griinden
sich jedenfalls auf die Annahme von der Widerspruchlosigkeit der
mengentheoretischen Axiome. Diese Widerspruchslosigkeit logisch-
formal zu beweisen, soll auch hier nicht versucht werden. Dagegen
soll unter der allgemeinen Voraussetzung dieser Widerspruchs-
freiheit fir ‘die Mengenlehre tberhaupt die (mathematische d. h.
ideelle) Existenz der verschiedenen hier in Betracht kommenden
Modelltypen geprift werden. Wir setzen also die Existenz von
Mengenbereichen, die den ZF-Axiomen geniigen, fir eine beliebige
Basis voraus. Dann gibt es jedenfalls auch solehe, die auferdem
noch das ,Fundierungsaxiom® F) erfullen. Denn ist etwa M ein
Mengenbereich von der vorausgesetzten Beschaffenheit, so bilden alle
Tlemente dieses Bereiches, die auSerdem noch F) erftllen, daruater
nattirlich auch alle Urelemente, einen wohldefinierten Unterbereich
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N von M, der fir sich schon allen ZF'-Axiomen geutigt und damit
einen ,Normalbereich“ wmit der gegebenen Basis ) darstellt.

DaB durch Verkleinerung der Basis wieder Normalbereiche
als Teilbereiche des ersten .entstehen, haben wir bereits im vorigen
§ 4 beim Beweise des ,dritten Isomorphiesatzes“ gezeigt. Dagegen

ist noch nicht ohne weiteres klar, ob auch dureh Verkleinerung

oder VergroBerung der Charakteristik nmeue Typen von Nor-
malbereichen gewonnen werden konnen. Denn jede ,Grenzzahl“
muf ja den Bedingungeu I) und Il) des §2 gentigen und es steht
noch in Frage, ob es tberhaupt solche Zahlen von ,Grenzzahl-
Charakter“ und wieviele solche es gibt. Nun ist aber w, die An-
fangszahl der zweiten Zahlenklasse, gewil eine solche Zahl: ein
pBigenwert’ der Funktion %(£) und keiner kleineren konfinal.
Und o ist in der Tat auch die Charakteristik des niedersten
Normalbereiches, der folgendermafBen entsteht: Wir lassen avs
dem gegebenen Normalbereiche M alle diejenigen Mengen weg, fiir
welche irgend eine gemil F) gebildete ,rickschreitende Elementen-
kette“ der Form mam,sm,3m,.. eine ,unendliche Menge enthlt,
Dieser Bereich, der selbst nur noch endliche Mengen enthult,
erfiillt alle Bedingungen eines Normalbereiches und ist zugleich der
dem Index w entsprechende Abschnitt P, der ,kanonischen Ent-
wickelung” des urspriinglichen Normalbereichs. Dieser ,finitistische“
Bereich, gegen den trotz seiner eigenen Unendlichkeit selbst die
pintuitionisten” kaum etwas einzuwenden hatten, kann wenigstens.
dazu dienen, durch seine bloBe Existenz die Widerspruchslosigkeit
der ZF'-Axiome zu erweisen. Dagegen kaun er, eben weil er keine
unendlichen Mengen enthilt, nicht als wahres pModell der Can-
torschen Mengenlehre in Anspruch genommen werden. Aus ihm
heraus ftihrt erst mein friheres pAxiom des Unendlichen¥, das die
Existenz wenigstens einer ,unendlichen® Menge postuliert. Der nie-
derste Normalbereich, der dieser Bedingung gentigt und den ich
als den ,Cantorschen“ bezeichnen michte, hittte dann die Charakte-
ristik 7, nimlich den Kkleinsten Eigenwert der y-Funktion von
Kernzahl-Charakter, also jedenfalls eine ,regultice Anfangszahl zweiter:
Art“, wenn auch nicht notwendig die kleinste nexorhitante“
Zahl tberhaupt — wenigstens solango die Cantorsche Vermutune-
nicht bewiesen ist. )

Aber gibt es tberhaupt hinter w solche Zahlen mit »Grenzzahl-
Charakter*? GewiB, sofern es tiberhaupt eine ,infinitistische¢ Men-
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genlehre d. h. tiberhaupt Normalbereiche mit unendlichen Mengen
gibt. Denn die Gesamtheit aller in einem solchen Bereiche vor-
kommenden ,Grundfolgen“ hat eben einen solchen Ordnungstypus
s, wenn auch innerhalb des Bereiches keine Menge von diesem
Typus 7 vorkommen kann. Und gibt es uberhaupt ,Grenzzahlen®
7>, 80 gibt es unter ihnen auch eine kleinste m,. Freilich
pbeweisen® d. h. aus den allgemeinen ZF'-Axiomen ableiten laBt
sich weder ihre Existenz noch ihre Nicht-Existenz, eben weil z. B.
die Grenzzahl @ zwar im ,Cantorschen Bereich existiert, aber nicht
im ,fivitistischen“, weil m. a. W. die Frage in den verschiedenen
sModellen“ der Mengenlehre verschieden beantwortet wird, also
durch die Axiome allein noch nicht entsehieden ist. Unser Axio-
mensystem ist eben nicht-kategorisch, was in diesem Falle
kein Nachteil, sondern ein Vorzug ist. Denn gerade auf dieser
Tatsache beruht die ungeheure Bedeutung und unbegrenzte Anwend-
barkeit der Mengenlehre itberhaupt. Natiirlich kann man immer
durch Hinzuftigung weiterer ,Axiome* die gewtinschte Kategorizitit
ktnstlich erzwingen, aber immer nur auf Kosten der Allgemein-
heit. Solche neuen Postulate, wie sie z B. von Fraenkel?), Fins-
lers), Neumann?, u a vorgeschlagen warden, betreffen eben
gar nicht die Mengenlehre an sich. sondern charakterisieren ledig-
lich ein ganz spezielles vom jeweiligen Autor gewihltes Modell
In der Regel sind es ,Einheitsbereiche“, die bevorzugt werden —
wodurch eigentlich, wie schon S. 38 bemerks, die Anwendbarkeit
der Mengenlehre preisgegeben wiirde. Auflerdem pflegt man sich
gewthnlich auf den niedersten infinitistischen Bereich, den
;,Cantorschen“ zu beschrinken, worin ich ebenso wenig einen Vor-
teil erblicken kann. Vielmehr mu$ die Mengenlehre als Wissen-
s chaft zunschst in vollster Allgemeinheit entwickelt werden, worauf
die vergleichende Untersuchung der einzelnen Modelle als be-
sonderes Problem vorgenommen werden kanon.

Wodurch unterscheiden sich nun in der Mengenlehre tatsichlich

") Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre, 3, Aufl. § 18. 5. 8. 35b.
JAxiom der Beschrinkfheit”, 3

8 Finsler, Uber die Grundlegung der Mengenlehre, Math, Zvitschr. 25,
8. 688—713. )

Hierliber vergl, anch R. Baer, Uber ein Vollstindigkeitsaxiom in der Men-
gonlehre, Math, Zeitschr, Bd. 27, 8. 536—b39, 1928.

) J. v. Neumann wie oben ).
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die verchiedenen Modelle mit gemeinsamer Basis, insbesondere die
verschiedenen ,Einheitsbereiche“? Wie wir sahen, durch ihre ,Cha-
rakteristik¢, d. h. durch die Gesamitheit der in ihnen durch ,Men-
gen® vertretenen Ordnungszahlen, oder durch die Gesamtheit der in
ihnen enthaltenen ,Grundfolgen® des nsmlichen Urelementes. Da
aber nur ,Grenzzahlen® als ,Charakteristik® dienen konnen, so ist
jedes ,Einheitsmodell“ schon eindeutig bestimmt durch die Gresamt-
heit der in ihm vorhandenen (oder nicht vorhandenen) G rund-
folgen mit Grenzzahl-Typus. Durch ihre Angabe, die in
den verschiedenen Fillen mit Hilfe geeigneter Postvlate erfolgen
kann, ist dann der Modelltypus auch ,kategorisch® festgelegt und
zugleich mit seiner Charakteristik 7 (nach dem zweiten Entwicke-
lungssatze des § 3) auch die Michtigkeit 7 des entsprechenden Ein-
heitsbereiches. Machen wir nun die allgemeine Hypothese, daf
jeder kategorisch bestimmte Bereich irgendwie auch
als ,Menge* aufgefalBt werden, d. h. als Element eines (ge-
eignet gewihiten) Normalbereiches auftreten kann, so ergibt sich,
daB jedem Normalbereiche ein hoherer mit gleicher Basis, jedem
Einheitshereich ein htherer Einheitsbereich und damit auch jeder
»Qrenzzahl“ m eine groflere Grenzzahl n' entspricht. Ebenso ent-
steht aber auch aus jeder unendlichen Folge verschiedener Normal-
bereiche mit gemeinsamer Basis, die immer einer den andern als
kanonische Ahschnitte enthalten, durch Vereinigung und Verschmel-
zung ein kategorisch bestimmter Bereich von Mengen, der dann
wieder zu einem Normalbereich von hoheren Charakteristik erglinzt
werden kann. Jeder kategorisch bestimmten Gesamtheit von , Girenz-
zehlen“ folgt also wieder eine grifere, und die Reihe ,aller* Girenz-
zahlen ist ebenso unbegrenzt wie die Zahlenreiche selbst, sodaB auch
jedem transfiniten Index eine bestimmte Grenzahl ein-eindeutig zu-
geordnet werden kann. ,Beweisbar® aus den ZF’-Axiomen ist das
nattirlich wieder nicht, da das behauptete Verhalten aus jedem
einzelnen Normalbereiche herausfuhrt. Es muB vielmehr die Exi-
stenz einer unbegrenzten Folge von Grenzzahlen als
neues Axiom fiir die ,Meta-Mengenlehre“ postuliert werden, wobei
noch dip Frage der ,Widerspruchslosigkeit einer niheren Pri-
fung bedarf, Wenn ich mich aber auch hier noch auf diese vor-
ltufige Skizze beschrinken und auf ihre spitere Ausfuhrung ver-
weisen mufl, so diirfte doch Folgendes bereits einleuchten, was als
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das wesentliche Ergebnis der vorliegenden Untersuchung angesehen
werden kann: ‘

Die ,ultrafiniten Antinomien der Mengenlehre“, auf die sich
wissenschafiliche Reaktiondre und Anti-Mathematiker in ihrem Kam-
pfe gegen die Mengenlehre so eifrig und liebevoll berufen, diese
seheinbaren ,Widerspriiche* beruhen lediglich auf einer Verwech-
selung .der durch ihre Axiome nicht-kategorisch bestimmten Men-
genlehre selbst mit den einzelnen sie darstellenden Modellen:
was in einem Modelle als , ultrafinite Un- oder Ubermenge“ erscheint,
ist im n#chsththeren bereits eine vollgtiltige ,Menge* mit Kardi-
nalzahl und Ordnungstypus und bildet selbst den Grundstein zum
Aufbau des neuen Bereiches. Der unbegrenzten Reihe der Cantor-
schen Ordnungszahlen entspricht eine ebenso unbegrenzte Doppel-
reihe von wesentlich verschiedenen mengentheoretischen Modellen,
in deren jedem die ganze klassische Theorie zum Ausdrucke kommt.
Die beiden polar entgegengesetzten Tendenzen des denkenden Grei-
stes, die Idee des schipferischen Fortschrittes und die des zu-
sammenfassenden Abschlusses, die auch den Kantischen ,Anti-
nomien“ zugrunde liegen, finden ihre symbolische Darstellung und
ihre symbolische Versthoung in der auf den Begriff der Wohl-
ordnung gegriindeten transfiniten Zahlenreihe, die in ihrem schran-
kenlosen Fortschreiten keinen wahren Ahschluf, wohl aber relative
Haltpunkte besitzt, eben jene ,Grenzzahlen, welche die hoheren von
den niederen Modelltypen scheiden. Und so fithren auch die men-
gentheoretischen ,Antinomien¥, richtig verstanden, statt zu einer
Verengung und Verstimmelung vielmehr zu einer jetzt noch un-
tibersehbaren Entfaltung und Bereicherung der mathematische Wis-
senschaft.

Beim Abschluf dieser Arbeit ist es mir Bediirfnis, meinem Kol-
legen Herrn Dr. Arnold Seholz, der mich bei der Ausarbeitung

_ dieser Untersuchung sowie bei den Korrekturen durch wertvolle

Ratschlige auf das freundlichste untersttitzte, meinen herzlichen
Dank zu sagen.

Freiburg i. Br. den 13-ten April 1930.
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