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Let T be a homeomorphism such that 7(M)C M. By the pre-
ceding theorem there is a cyclic element C of M such that T'(C)C C
Then by our assumed property there is a point p of C such that
T(p)=p.

As far as homeomorphisms are concerned, this last result answers
a question of C. Kuratowski?). The converse of this theorem
is not true, i. e. there exist Peano continua M having the property
that every homeomorphism of M into a subset of itself has an
invariant point but containing eyclic elements not having this pro-
perty. For an example take a circle plus an interval having one
end point on the circle. :

4. Theorem. If every cyclic element of the Peano continuum
M is an n-dimensional simplex (n may vary for different clements),
then every homeomorphism of M into a subset of itself has a fixed
poind.

This result follows immediately from the result of § 3 and the
Brouwer fixed-point theorem.

b. Theorem. If the Peano continuum M lies in o plane and
does not separate the plane, then every homeomorphism of M into a
subset of itself has an invariant point,

Since M does not separate the plane, it follows by a theorem
of Whyburn (I, p. 188) that every maximal cyclic set of I is
a simple closed curve plus its interior, a two dimensional simplex.
All other cyclic elements of M are points. Hence our theorem fol-
lows from the result of § 4.

This result is a partial solution of the well-known problem as
to whether a general bounded continuum not separating its plane has
this property. We exhibit here the result for any continuum which
is locally connected. '

Y) Quelques applications d'eléments cycliques de M. Whyburn, Fund, Math,
vol. 14 (1929), p. 139, footnote 1),
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Sur les courbes d’ordre ¢.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer existence d'une courbe
péanienne *) plane K possédant les propriétés suivantes:

L K=K, c. & d. tout point de K est dordre ¢;

IL K contient un sous-ensemble dénombrable A tel que K— A est
punctiforme.

Il résulte de II, que:

IIe. K ne contient aucune’ famille non dénombrable de contimus
disjoints deux & deux?).

Le plan euclidien sera désigné par R,, la frontiére d’un ensemble
arbitraire U par #(U), son diamdtre par d(U). J'appelle domaine
jordanien tout domaine plan, borné dont la frontiére est une ligne
simple fermée.

A tout domaine jordanien G et & tout nombre 5 > 0 nous fe-
rons correspondre une suite de domaines jordaniens {G\(G, n)} et
un ensemble dénombrable B(G, ) de maniére & satisfaire aux con-
ditions suivantes:

(C) On a: Go(G,NC G; Gu(G,m) X G(G1)=0 pour k]
lim G,(G,n) = F(G), et lensemble: & (G, )= F(G)+

 + 3 Gi(6; ) est un continu.

Fml

Y e. & d, d'un continu localement connexe, de dimension 1.

1) Sai démontré dans une Note antérieure (Fund. Math. XV Pp. 322 ss.) 'existence
d'un continu péanien plan K possedant la propriété I12) et tel que K¢ 4 0. Mais
dans ce cas on avait K¢ =0, :
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(C) $(Gu(G, ) =

(C;) Désignons les composants de l'ensemble ouvert G — @ (G, 1)
par Hy, H,,...; on a: §(H)=7; lim6(H)=0 et les H, sont

des domaines jordaniens.

(C,) Si M(_ @(G, n) est un continu tel que M X F(G)=0 alors

M X B(G 7)=0.

(C;) Si D est un domaine, si les ensembles F'(D) X F(G) et F(D)X
X F(G4(G, 7)) ne contiennent aucun continu (k==1, 2,...) et
si DX F(G)5F0=F(RB;,— D) X F(G), alors:

0D X F(6) X (B, — D) X F(G)C

C Y DX F(Gu (G, 1) X (By— D) X F(G4(G,7)).

k=1

(Cy) Si D est un domaine, si les ensembles /(D) X F(G) et F (D)X
X F(G(@ n) k=1, 2,... ne contiennent aucun continu et si

D[P+ Y EGEm)|Fo4 @ —D)x

=1

x[r(e + I reus )

Jem1

glors ou biep : DX F(@) 30 (RB,— D) X F(G), ou bien, pour.

une au moins valeur de k: D X F(G (&) =0 (B, — E) X
X F (G (G, 1))

Supposons fixé un systéme de coordonnées polaires ry, @, désig-
nons par z(r, p) le point au coordonndes r, ®, par S(r') le cercle

r<_r". Il suffit évidemment de construire G, (G, 1), B(G,7) pour-

le cas spéeial G = S(1), on passe au cas géneral en utilisant I’ho-
méomorphie d'un domaine jordanien fermé arbitraire G aves S (1.

Pour abrégér nous écrirons Gy, B, @ su lieu de Gy (S(1), 7).

B(S(1),7), B(S(1), 7).
Soit 1<y, Py <@,; nous désignérons pas V(ry, ry; @1, )
le domaine 7, <r <<r,, P <@ <@y, par W(r, 715 @1, ) le do-

maine @, < @< @; "1<"'<”1+(":“-7‘,);)—_g‘—, .
1 — P
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Posons 1):
W re=1—(l—fur n=12,
5 (2
@ p=E("7)+2
3 Gy = 8(ry),
@ G="V (,-m_m Fims} _2_11" M)
P
k=(m—1)m-+2)p+4241; m=1,2, ..; 1=0, L. .p—1
271 21
(5) Gk:V(nm)ﬂmH.;( + )ny( +3)”)

14 p
k=m—1)(m+2)p+p4+24+15m=12,...; =0, 1. p—1
(6) ‘ Gy=V ("zm-la Tam; 0, %)
k=m—1)(m+2)p+2p+2;, m=1,2,...

l 141
¥ - Ge= W("m-x; Fim, ;{;}s %%I)
b=(m—1) (m-+2)p42p+241 m=1, 2..; I=1,2.. 2mp—1
® o=F(8)+ 3 G,

‘ kel
" a1l 9
9 ‘ Bo=22'z(17‘;:‘”),
nm el
N[ G+
10 == T =1,2,..
(10) B, gz(ram mp )m 1,2,
(11) B=2(1,0)+ B, + Y B,
mel

On vérifie immédiatement les conditions (C,) et en utilisant (1),

Y) E(x) désigne lo plﬁs grand entier < .
22*
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(2) on obtient facilement (C,), (C,). Passons & (C,); il #'agit de dé-
montrer que, M (C @ étant un continu tel que M X F(S)34=0 on
a MX B0, c. & d. I'une au moins des trois relations:

(12) M z(1, 0).
(13) M X By 0.
(14) MX Y B0

Si MX F(S) contient un continu, on a certainement (13) car
tout arc de la circonférence F(S) contient un point de B,. Dans
le cas contraire on a M—F(S)=0. Soit 2(+', ¢’) un point de
M—F(S) Ona » <1 et comme lim#,=1 on peut determiner

n~»00

un m, tel que m=m, entraine r <lry,. Soit I, lare r=ry,,

qu;g%. On a:

(15) M X S(ram) D, ¢') s 0 M X F(S)C M X (S — 8(ram)

m = m,
done M étant un continu:
(16) 0= M X 8(ram) X (S—8(rsm) =M X [® X 8(ra)] X
X[@XE—=8trem)] =M X (Bat 1) m=m,.
~ Done, si (14) n'a pas lieu, on aura, M étant fermé et lim I,—
=2(1,0), la relation (13). (C,) est aiusi démontré.

Soit maintenant D un domaine tel que F(D) X F(S) et F(D)X
X F(G,) ne contiennent aucun continu et que:

an DX F(8)= 0= (B, — D) X F(8)
F(D) X F(S) étant punctiforme, done non dense sur F(S) on a:

(18) F(8) =D X F(8)+ (R, — D) X F(8)
done, #(S) étant un continu:
9 DX FE) X B —D)XFS)F0.

Soit 2(1, ) un point de I'ensemble (19); nous pouvons supposer
0 =9 <2a; il existe par suite un entier non négatif ! < p—1

icm
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tel que l'on a Pune au moins des inégalités:

(20) 2r < 'p“’”
- (21'-1{;1§<¢_<(2z'-{;3)3

Supposons que Pon a (20). Soit o> 0. Le point z(1,p) étant
contenu dans ensemble (19), nous pouvons determiner ¢, @”, de
manidre & avoir:

(22) 2(1, ¢YCD; =2(1, ¢")C Ry —
(23) p—9|<3>15—9")
2 4 2 r 2 1’ ' ., 4 ]
(24) v —— << @ “;1)”; ;n<¢”<2~—————(l +h=

D et R,—-—ﬁ étant des domaines, on peut d’aprés limr,=1

n—>o0

et (22) determiner un entier positif m, de maniére & avoir:
(25) =z (T am-1 ‘P’)C D; 2 =z(r4ml—l; 93")C By, —
(26) LT < -

D'aprés (24) Yun des deux arcs de la circonférence r=r, 4,

2l
aux extrémités 2/, 2" est contenu dans Pare: r=rm 1, — =

?
<p= -?ilf—‘gi’i, done daprés (4) dans F(G,), on k=

= (my — 1) (my, +2) p+2-+7. Désignons cet are par L. D’aprés
(26) L X D=0 L X (R,—D); dautre part L est un continu
et L X F(D) est punctiforme. Il en résulte:

@ IXDXLX(R,—D)0.

Soit 2" == 2 (Fym—, ¢"*) un point de (27). En utilisant la défi-
nition de L, et les inégalités (23), (26) on obtient facilement l’mégahté

(28), _ 0@ é(l’ ) <o
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D'autre part

& COXF@IXE—DIXI(G)C_Y DX F(GX (B — D)X F(Gy),

k=1
0 étant quelconque il en résulte:

@)  2(LHC Y DX F (G X (B, — D) X F (Gy).
k=1

On obtient le méme résultat si 'on suppose (21). (C;) est ainsi
démontré. Reste & démontrer (Cy). Faisons d’abord la remarque sui-
vante: étant donné Gy, et G, il existe une suite d’entiers: Gty Qareens Gy
telle que les ensembles: F(G) X F(G,), F(6,)X F (@) =
=1,2,...,n—1, F(G,) X F(G,) contiennent des continus. Sojt
maintenant D un domaine remplissant les conditions de (Ce). Si
DX F(G)= 04 (B,—D) X F|&), — (C,) est vérifiée. — Dans
le cas contraire on voit facilement en s'appuyant sur la relation
E@:F(G}, quil existe deux indices ,, k, tel que

(30) DX F(Gy) % 0 (B,—D) X F(Gy).

En utilisant la remarque précedente et le fait que les ensembles
F(D) X F(G,) sont punctiformes on déduit facilement de (30)
Vexistence d'un indice ¢ tel que:

(51) D X F(G,) =04 (B, — D) X F(G,).

Passons maintenant & la définition de XK
8 désignant le cerele << 1 posons:

(32) T(m)=@,(S1) n=1,2...

— 1
(80 0ty ) = Gy (Tl ) ot )

Nyy Ngyenny My, Npgy == 1, 2,...

(34) Uh:ZT(nn”!r--, nle):
Ay iy
(35) K= ¥1,

Rl
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(36) By = B(S, 1),

1
87  B(ny,ng,.,n) =B (T(n,, Tgyony M), EW_’TI;)’

(38) A=BO +21‘ ZB(nh 7"2)"'1”’):)9

kel ng,my . oony,

A est evidemment un ensemble dénombrable.
On a d'aprés (34) et (C,):

y 1
39 U= 30Tl )

d’ou il résulte que U, est un, continu; done K est un continu.
Désignons par H, les composants de:

1Ry BBy

\ 1
(40) T("'Is Rygyeney ”k) — P (T(?’Ll, Ng,ueny Ng)y m_a)
ey, =12,... On a alor;:

(41) Ry —K=(B— 5+ f . A,

A=1 LT

Ry,— Setles Hyp ny k=1,2..., n,m,...,m=12.. étant
les composants de R, — K. D'aprés (C,) on aura:

(42) lim 8 (Hym,..,npmyyy) =0; lim 6 (H,)=0.
uk+l—>oo n—c0

43 J(H, = 1

(43) B cmrps) = m—{—n,—i—...—}jﬂk"

Done pour un ¢ >0 donué il n’y qu'un nombre fini des com-
posants de RB;=K de diamétre > 0. Les frontiéres de ces com-
posants étant des lignes simples fermés d'aprés un théoréme de
Schoenfliess. K ¢st un continu Péanien.

Soit M(C K un continu. I résulte de (C,):

1

1
(44‘) (’ (T('nl, n,,..., Mgy 7‘;+1)) é m—*’a g E‘.
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Soit k, un entier tel que 7 < (M). (34) ot (G,) donnent:
1

(48) Un=F@B)+ Y N F((m,m,.., n)+

k=1 Ry Ry ey np

» + 2' T(”la Nygeny Npys),

"],'{lg,~.vpﬂk+1

done, comme M Uyyy:,

46) M= [M X F(S)] XZ S MX F(T(ny, ..., m)) +

=1 ay g,y .

—{—Z T(n1y Mggery Mgys) X M.
MRy aty 4y

(46) donne une décomposition de M en une infinité dénombrablo
densembles fermés. Un au moins de ces ensembles contient un
continu. Nous avons & distinguer trois cas:

a8) M F(8) contient un continu M,. Alors M D(S,1),
M, X F(S) == 0, done d'aprés (C,), (36), (38): MUXADM X B,=
=M, X B(S,1)50.

b) Pour un systéme d'indices n;, n;,..., n,, b=k, MX
X F(T(ny, ng,...,m,)) contient un continu M.

Alors 1, Cai(T(n;, e .1."-1-”}5},) ot M, X F(T(1,....u())k0
done d'aprés (C,), (37), (38): M X 4 DMy X B(ng,...,n) == 0.

¢) Pour un systéme d'indices Pyyenny Nary Ty, 15, n;dj) XM
contient un continu. D’aprés la définition de k, et d'aprés (44) M
est pas contenu dans T(n;, n;,..., i), car son diamétre est supé-
rieur & celui de ce dernier ensemble. Done M X F(T(ny 13yeny 1y 1)) =0
8i M X T(ny, n,..., Mr) 3= 0, il résulte d'un théoréme de Jani-
szewski’), quil existe un continu M,CM X_j’m
tel que I'on a: M, X F(T(n;, n;,..., %4+1)) 5 0. Comme d'autre part,
MCHMCECD(T(n,n,..., Me1)), on aura daprés (C,), (87), (38):
-MX ADMI X B("I)! n;zx+1) =}: 0. Si M X T(";: n;,..., 'n;,-)-l) 20
alors M X F(T(n;, ;... y41)) est identique avee M X ]_’(—Em
donc contient un continu et en raisonnant comme dans le cas b)

: 1) Janiszewski: Sur les continus irréductibles entre deux p(;ints. Thése,
Paris 1913, p. 22. :
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og a: M X A==0. On voit que cette dernitre relation est satisfaite
quel que soit le continu MC K. Donc K— A est punctiforme c.3 d.
K posséde la propriété II.

Soit maintenant D un domaine tel que X X D04 K X
X (B -—5), nous montrerons que K X F(D) est un ensemble non
dénombrable. Cest certainement le cas si 'un des ensembles F(D) X
X F(8) et F(D) X F(T(n, ny,..., n,)) contient un continu, Suppo-
sons’ maintenant, que tous ces ensembles sdnt punctiformes. Nous
distinguerons deux cas.

a) D X F(S) &= 0 (R, — D) X F(S).

Posons :

(47) N=[D X F(8) X (B —D) X F(8)] +
+ 3 3 DX F(T(ny, tyyeeey 1)) X (By— D) X (T (s, 1gy.ery 1),

kel nyng....n,

On a NC K X F(D). D'autre part, en vertu des propriétés de D
on peut utiliser (Cys) ce qui donne:

(48) 0 NC Y DX F(Z(m) X (B,— D) X F(T(m)) +

Age=1

+Z 2 Z_D X F(T(nl,n,,..‘,nk,mﬁ) X (R’ - D_)X F(T(nhn2)""’nk+l)) C w

kw1 nyny .o mty "H-l"l

c.a d. N est un ensemble dense en soi. L’ensemble fermé K X F(D)

contient done un ensemble parfait N, il est par suite de la puissance
du continu. '

b) On a l'une des relations:
(49) DX F(8)>0.
(60) (Ry— D) X F(S)=0.

et on peut toujours supposer que c'est la premiére (si on aurait

(60), on remplacerait D par R, — D). Considérons l'ensemble:

(61) L=F(S)+3 I P, ;... n)

k=l ny,ng,..., 0y
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On a K =L, done:
(62) DX L0 (&,—D)X L

Soit & le plus petit entier tel que, pour un certain systéme
My, Myy.ony Myt
(63) D X F(T(my, my,..., m)) F 0

un tel entier k existe certainement, d’aprés (49) et (52).
Supposons d'abord %k ==1: on sura alors:

69y DX (F(S> +3 F(T(m») o0 = (B, — D) X

m=1

X (Fw) +y F(T(m»)

m=1

et, d’aprés les propriétés de D on peut appliquer (Cy), ce qui donne,
pour un certain entier i, :

(56) DX F(T(m) = 0 = (By — D) X F(T(m).

En remplagant dans le cas a), F(S) par F(T(m}) on démontre
par un raisonnement analogue & celui de a), que K X F(D) a la
puissance du continu. Supposons maintenant k> 1. Alors d’aprés
la signification de &, on aura:

(56) DX F(T(my, iy, iy ) =0

done:

61 DX [ F(Tmyy sy ) A+ 3 F(T (s, Mgy i, m)] +04
m=1

s — D) X [ F(T0my -y ) - ST 1 ey, m)|

me=]
Daprés (C) il existe un mj tel que:

(58) D X F(T(myy ..., mus, m3) = O == (R, — D) X
X F(T(mn Migy.ney My, M),

icm

Sur les courbes dordre c. 347

En raisonnant comme dans le cas 2) (ot Ton remplace F(S)
par F(T(my, my,..., my_y, my) on voit que K X F(D) a la puissance
du continu.

Done, quel-que soit le domaine D remplissant la condition:

(56) DXK+04(R,—~D)X K

Iensemble F(D)X K a la puissance du continu. Done, tout point
de K est d'ordre ¢, KK ¢. & d. K posside la propridtés 1.

Swider, 19/VIL 1930.
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